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Рассмотрена задача о динамике твердого тела в форме параллелепипеда на плоско-
сти при наличии двумерного сухого трения (обобщенная модель сухого трения Ку-
лона–Контенсу [1]). Поскольку в этой модели трения нет разрывов первого рода по
скорости, то в математическом плане задача проще, чем задачи с одномерным (по
Кулону) сухим трением. В этом примере увеличение размерности приводит к регу-
ляризации задачи.
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Уравнения динамики прямоугольного однородного параллелепипеда, движущегося
по горизонтальной плоскости с сухим трением (рис. 1) имеют вид [2]:

(1)

Здесь обозначено: J – момент инерции тела вокруг оси z,  – масса тела, , где
 – угловая скорость параллелепипеда вокруг оси , а l – его длина,  – ширина,

(νx, νy) – скорость центра масс,  f – коэффициент сухого трения по Кулону,  – равно-

мерное распределение давления тела на плоскость, ,  – приложенная
к телу горизонтальная сила.

Стационарное решение

(2)
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Рис. 1
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Удовлетворяет уравнениям стационарного движения

(3)

где .
Откуда следует:

т.е. любое стационарное движение происходит в направлении приложенной силы.
Соотношения (3) позволяют выразить компоненты установившейся скорости 
через компоненты приложенной силы .

Для исследования устойчивости стационарного решения (2) проварьируем его

и запишем уравнения в вариациях

(4)

где  – величина силы, прижимающей трущиеся тела друг к другу (вес паралле-
лепипеда).

Уравнения в вариациях (4) распались. Уравнение по угловой скорости  отдели-
лось от уравнений по линейной скорости. Стационарное решение  в первом
уравнении является, с очевидностью, асимптотически устойчивым.
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Устойчивость тривиального решения  может быть изучена анализом
двух последних уравнений системы (4):

(5)

где , .
Устойчивость определяется корнями характеристического уравнения:

(6)
в котором

Характеристическое уравнение (6), следовательно, имеет вид:

Его корни таковы

Нулевой корень объясняется наличием у системы (5) стационарного интегрального
многообразия 

Второй корень λ2 на этом многообразии является строго отрицательным и, следова-
тельно, система (5) является асимптотически устойчивой.

В монографии [2] уравнения (1) рассматривались приближенно посредством заме-
ны двукратных интегралов в их правых частях аппроксимациями Паде в первом при-
ближении. Анализ этой задачи в настоящей работе показывает полное качественное
соответствие выполненного ранее приближенного исследования тому, что выполнено
выше.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ АААА-А20-120011).
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