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Потребности совершенствования существующих и разработки новых эффективных
технологий обработки металлических материалов давлением (в том числе – при ин-
тенсивных пластических деформациях, позволяющих получать изделия с ультрамел-
козернистой структурой), постоянно возрастающие требования к точности проч-
ностных расчетов, появляющиеся новые материалы со сложными свойствами
(включая градиентные материалы), необходимость проектирования и создания
функциональных материалов требуют от механиков и физиков-материаловедов по-
стоянной работы над конститутивными моделями (определяющими соотношения-
ми) для описания поведения различных материалов. При этом наибольший интерес
привлекают модели, применяемые для описания процессов термомеханической об-
работки, поскольку именно в последних формируются основные рабочие характе-
ристики готовых изделий. Физико-механические (в т.ч. – прочностные) характери-
стики материалов изделий определяются главным образом микроструктурой, обра-
зующейся в результате обработки. В связи с этим наиболее востребованными
становятся модели, позволяющие в явном виде описывать эволюционирующую
микроструктуру различных структурных и масштабных уровней. Тем не менее, в на-
стоящее время наиболее распространенными в среде специалистов в области меха-
ники деформируемого твердого тела, технологов, конструкторов являются макрофе-
номенологические определяющие соотношения, основанные на обработке резуль-
татов макроэкспериментов и не использующие явного описания структуры
материалов.

Наряду с конститутивными соотношениями указанного класса в последние 15–20 лет
все более широкое признание для анализа поведения материалов при термомехани-
ческих (и более сложных, например, радиационных) воздействиях приобретают
многоуровневые модели, основанные на введении внутренних переменных и физи-
ческих теориях упругопластичности (упруговязкопластичности).

В предлагаемой работе делается попытка сопоставления преимуществ и недостатков
моделей указанных классов, оценки областей их применимости, а также формулировки
некоторых проблемных вопросов, ответов на которые автор не нашел в существующей
литературе по механике деформируемого твердого тела и материаловедению.

Ключевые слова: конститутивные соотношения, феноменологические и многоуровневые
модели, внутренние переменные, физические теории упруговязкопластичности
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Введение. Центральным элементом постановок различных краевых задач, возника-
ющих в механике деформируемого твердого тела (МДТТ), являются конститутивные
модели (определяющие соотношения (ОС)) [1–3]. Наибольшей популярностью в сре-
де механиков, конструкторов, “прочнистов”, технологов в настоящее время пользу-
ются феноменологические определяющие соотношения, заложенные в большинстве
пакетов прикладных программ, реализующих метод конечных элементов (МКЭ), та-
ких как ANSYS, DYNA, QFORM, КОМПАС и др. Заметим, что в настоящей работе
речь пойдет в основном о металлах и сплавах, хотя часть рассматриваемых вопросов
относятся и к другим материалам, в том числе – к композиционным.

Основой для построения ОС указанного класса являются результаты эксперимен-
тальных исследований поведения макроскопических образцов из исследуемых мате-
риалов, подвергаемых различным термомеханическим и иным (например, радиаци-
онным, химическим и т.д.) воздействиям; в связи с вышесказанным ОС данного клас-
са правильнее называть макрофеноменологическими. В большинстве случаев эти
испытания осуществляются на одноосное нагружение (деформирование), например,
на растяжение–сжатие или простой сдвиг сплошных образцов. Важнейшим условием
для дальнейшей интерпретации измеренных силовых и геометрических характери-
стик в терминах континуальной механики (напряжений, деформаций и т.д.) является
однородность образцов (в макроскопическом смысле). Полученные в результате обра-
ботки экспериментальных данных “одноосные” ОС в дальнейшем обобщаются на
трехмерный случай с использованием некоторых гипотез, не всегда основанных на
должном физическом обосновании. Для проверки справедливости принимаемых ги-
потез требуются, вообще говоря, испытания на сложное нагружение, реализуемые,
например, на трубчатых образцах [4–7]. Однако деформируемые твердые тела облада-
ют свойством памяти [2, 4], причем для неупруго деформируемых тел – ко всей исто-
рии воздействий, в связи с чем для проверки гипотез и возможной переформулировки
ОС на основе результатов экспериментов на сложное нагружение требуется огромное
(теоретически – мощности континуум) количество экспериментов.

Поскольку построение феноменологических ОС базируется на экспериментах,
данный подход не может быть использован для проектирования новых, еще не суще-
ствующих, ориентированных на повышение рабочих характеристик конкретных дета-
лей и конструкций, функциональных материалов [8, 9]. При этом в силу невозможно-
сти проведения экспериментальных измерений физико-механических характеристик
во всем объеме готовых изделий, применение феноменологических ОС даже для
прочностных расчетов, требующих решения краевых задач теории упругости, может
приводить к значительным погрешностям. Действительно, данные ОС не позволяют
описать изменение симметрии физико-механических свойств материала (например, в
силу формирующейся текстуры), возникновение остаточных напряжений различного
рода [10–12], локальных отклонений упругих модулей (вследствие неоднородности
структуры материалов на мезо- и микроуровнях).

Из свойства “исторической памяти” вытекает необходимость формулировки ОС в
виде операторов над историей воздействий, чаще всего – функционалов. Идентифи-
кация подобных конститутивных соотношений сопряжена со значительными трудно-
стями, требует огромных материальных и временных затрат. Кроме того, функцио-
нальный вид ОС существенно усложняет систему уравнений краевых задач, в поста-
новку которых они входят, и алгоритмы решения этих задач.

Для “ухода” от указанных сложностей при построении конститутивных моделей
материалов в последние десятилетия широко используется введение так называемых
внутренних переменных (ВП) [13–15], являющихся “носителями памяти”. В боль-
шинстве работ, однако, отсутствует четкое определение ВП и объяснение их физиче-
ского смысла. При использовании термодинамического подхода для формулировки
ОС внутренние переменные часто появляются в качестве энергетически сопряженных
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обобщенных термодинамических сил или потоков при переменных с известным тер-
момеханическим смыслом. В последние годы внутренним переменным в ряде работ
придается ясный физический смысл: они служат для описания эволюционирующей
микроструктуры материала и определяют количественные меры различных носителей
физических механизмов, обусловливающих эти изменения структуры (например, тен-
зоры ориентации решеток кристаллитов, параметры, характеризующие форму и раз-
меры зерен, плотности дислокаций разных знаков на системах скольжения и т.д.);
именно в таком смысле ВП трактуются и в настоящей работе. С возможным вариан-
том общей структуры конститутивных моделей, основанных на введении внутренних
переменных, можно ознакомиться в работах [16–18].

В структуру конститутивных моделей с внутренними переменными хорошо “впи-
сываются” весьма активно развиваемые и приобретающие все большее признание в
последние 15–20 лет (к сожалению – в основном в работах зарубежных исследовате-
лей) многоуровневые модели [19–24], основанные на физических теориях упругопла-
стичности (упруговязкопластичности) [25–27]. Модели данного класса лишены мно-
гих из отмеченных выше недостатков и ограничений феноменологических теорий.
Основным преимуществом многоуровневых моделей является явное описание физи-
ческих механизмов и носителей этих механизмов процессов, происходящих в матери-
алах при термомеханических воздействиях, на нескольких структурных и/или мас-
штабных уровнях. Краткое изложение структуры многоуровневых моделей и основ-
ные уравнения приведены ниже в разделе 31.

1. Основные понятия и определения. Для замкнутости статьи в данном разделе при-
ведены некоторые основные понятия и определения, необходимые для дальнейшего
изложения. Одним из основных в МДТТ является понятие представительного объема
(ПО), под которым понимается минимальный объем материала, в котором содержит-
ся достаточное для статистического описания состояния тела число “носителей” рас-
сматриваемых механизмов процесса. Добавление к этому объему других частей данно-
го материала с аналогичной (в статистическом смысле) конфигурацией “носителей”
анализируемых механизмов не должно приводить к изменению эволюционных урав-
нений для полевых величин, описывающих изменение конфигурации “носителей”.
В классической механике сплошных сред (МСС) предполагается, что размеры пред-
ставительного объема таковы, что градиентами этих полевых величин и других пара-
метров состояния в пределах представительного объема можно пренебречь, что позво-
ляет считать указанные поля однородными (в статистическом смысле) в масштабах
представительного объема.

При этом все параметры определяются осреднением по скользящему представи-
тельному объему со стенками, абсолютно “прозрачными” для материи, с “приписы-
ванием” в дальнейшем определенного осреднением значения параметра выбранной
точке ПО (например, геометрическому центру ПО). И только в этом смысле следует
понимать определение любой механической величины в (математической) точке.

В настоящей работе рассматриваются только простые материалы [2], т.е. такие, де-
формированное состояние ПО которых описывается первым градиентом места (или
градиентом перемещений), который полностью определяет отклик (изменение на-
пряженного состояния) на изменение конфигурации ПО. При этом в нелинейной
МДТТ используется весьма широкий спектр мер и тензоров деформации, построен-
ных на градиенте места [28–30]; произвольный тензор деформации в дальнейшем бу-
дет обозначаться как М. Значительным разнообразием отличается также множество
мер напряженного состояния [30–33]. Наиболее часто в МДТТ используется тензор

1 С более подробным изложением многоуровневых моделей интересующийся читатель может ознако-
миться по монографии: П.В. Трусов, А.И. Швейкин. Многоуровневые модели моно- и поликристалли-
ческих материалов: теория, алгоритмы, примеры применения. Новосибирск: Изд-во СО РАН. 605 стр.
DOI: 10.15372/MULTILEVEL2019TPV
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напряжений Коши, который будет обозначаться как Σ на макроуровне и σ – на мезо-
уровне; для произвольного тензора напряжений принимается обозначение P (p). При
формулировке ОС, особенно – с использованием термодинамического подхода, часто
к мерам напряжений и деформаций предъявляется требование энергетической сопря-
женности. Тензоры напряжений P и деформаций М называются энергетически со-
пряженными, если для любого момента процесса деформирования выполняется ра-

венство: , где  – независящая от выбора системы отсчета производ-
ная (чаще всего – коротационная), D – тензор деформации скорости
(симметризованный градиент скорости перемещений), χ =  – если P и М опреде-

лены в отсчетной конфигурации (  – плотность в отсчетной и актуальной конфигу-
рациях) и χ = 1– если в актуальной.

Известно, что поведение материалов при неупругом деформировании (включая
процессы накопления поврежденности, см., например, [34]) существенно зависит от
сложности нагружения [4]. Степень сложности процесса нагружения устанавливается
по виду траектории деформации в соответствующем пространстве деформаций (или
девиаторных составляющих тензора деформации); строго говоря, любое нагружение
по траектории деформации, отличной от лучевой, следует относить к сложному. Для
описания процессов неупругого деформирования часто используется представление
деформаций и напряжений в совмещенном векторном пространстве, изоморфном ис-
ходному пространству двухвалентных тензоров над трехмерным евклидовым про-
странством [4]. При этом полная информация о рассматриваемом деформировании
ПО дает образ процесса нагружения: совокупность траектории деформации и опреде-
ленных в каждой ее точке векторов напряжений, температур и т.д.

Формулируемые конститутивные модели должны удовлетворять ряду аксиом об-
щей теории определяющих соотношений (принципу детерминизма, термодинамиче-
ским ограничениям и т.д.) [2]. Одной из важнейших (особенно – при рассмотрении
геометрически нелинейных проблем) является аксиома независимости определяю-
щих соотношений от выбора системы отсчета, называемая также принципом матери-
альной индифферентности. С необходимостью выполнения данной аксиомы тесно
связана задача разложения движения деформируемого твердого тела на квазитвердое
и деформационное. Для описания первой составляющей вводится подвижная жесткая
система координат (ПСК), которая должна быть связана с материалом и в случае
жесткого движения тела должна полностью повторять это движение. Часть движения
“за вычетом” движения ПСК тогда может трактоваться как деформационное. По-
скольку в произвольно деформируемом континууме не существует тройки материаль-
ных волокон, не изменяющих углов между собой, решение данной задачи для произ-
вольного континуума представляет неразрешенную на сегодняшний день проблему,
которая, возможно, вообще не имеет однозначного решения в рамках континуальной
механики. Тем не менее, ниже будет показано, что данная проблема может быть реше-
на при использовании многоуровневых моделей.

К сожалению, в подавляющем большинстве работ по нелинейной МДТТ вопрос о
разложении движения на квазитвердое и деформационное подменяется вопросом о
корректном выборе независимой от выбора системы отсчета производной, необходи-
мой при построении ОС упруго(вязко)пластичности. Конечно, замена материальных
производных на независящие от выбора системы отсчета конвективные или корота-
ционные производные [30, 31] позволяет удовлетворить принципу материальной ин-
дифферентности, однако она не имеет под собой должного физического обоснования.
Чаще всего при формулировке геометрически нелинейных ОС скоростного типа ис-
пользуются коротационные Зарембы – Яуманна [35, 36] и Грина – Нагхди [37]
производные. В последние 10–15 лет все большей популярностью пользуется так на-
зываемая логарифмическая коротационная производная [38–40]. При ее введении ав-

o

= χ: M Σ : DP
o

M

o

ρ ρ̂/
o

ρ ρ̂,
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торы апеллировали к необходимости выполнения двух дополнительных требований к
геометрически нелинейным ОС: 1) в замкнутом цикле по упругим деформациям за-
мкнутой должна быть и траектория напряжений, 2) в указанном упругом цикле совер-
шенная работа должна быть нулевой; в дальнейшем для краткости эти условия будут
называться требованиями консервативности ОС. Авторами доказано удовлетворение
требованию консервативности гипоупругими ОС, использующими коротационную
логарифмическую производную тензора напряжений Кирхгоффа, однако – только
для изотропного материала. В случае анизотропного упругого материала доказатель-
ство проведено только для случая сохранения симметрийных свойств в отсчетной
(или разгруженной) конфигурации. Следует отметить, что логарифмическая произ-
водная определяется исключительно кинематикой движения и никак не связана с ма-
териалом, в силу чего не имеет ясного физического смысла.

В настоящей работе рассматриваются ОС, ориентированные на описание поведе-
ния моно- и поликристаллических металлов и сплавов. Искажения решеток полага-
ются упругими и малыми; неупругое деформирование принимается осуществляемым
за счет движения краевых дислокаций по кристаллографическим системам скольже-
ния, положение которых по отношению к решеткам известно для каждого типа кри-
сталлита. В отсчетной конфигурации для материала на всех масштабных уровнях при-
нимается гипотеза о естественном (ненапряженном) состоянии.

2. Некоторые проблемные вопросы формулировки и использования феноменологиче-
ских моделей. Остановимся на некоторых аспектах разработки и использования кон-
ститутивных моделей, основанных на обработке макроэкспериментов с однородно
деформируемыми образцами. Напомним, что подавляющее большинство макроэкс-
периментов, применяемых для построения упруго(вязко)пластических ОС, проводит-
ся на одноосное нагружение с использованием сплошных цилиндрических образцов
(круглого или прямоугольного поперечного сечения). Но даже на таких образцах од-
нородность напряженно-деформированного состояния (НДС) сохраняется только до
умеренно больших неупругих деформаций (порядка нескольких десятков процентов
относительного изменения длины). В реальных процессах обработки металлов давле-
нием, для анализа которых главным образом и востребованы теории пластичности,
деформации достигают огромных значений (например, при прокатке лент и листов –
до десятков и сотен тысяч процентов). Однако на сегодняшний день отсутствуют од-
нозначные и физически обоснованные подходы к обобщению геометрически линей-
ных теорий на случай больших градиентов перемещений; результаты решения даже
тестовых задач (например, простого сдвига) при использовании различным образом
обобщенных ОС могут отличаться качественно. Следует отметить также, что стан-
дартные одноосные испытания не позволяют определять модули упругости в случае
анизотропии упругих свойств.

Понятие однородности НДС, вообще говоря, не является однозначным и физиче-
ски прозрачным. Известно (см., например, [41] и приведенный в статье обширный пе-
речень источников), что в пластически деформируемых образцах практически сразу
при превышении предела текучести возникают полосы сдвига, движущиеся вдоль об-
разцов. Значительную роль в инициации пластических сдвигов играют границы об-
разца, ориентация кристаллитов границы по отношению к характерным осям нагру-
жения [42–44]. Иначе говоря, даже при анализе этих, казалось бы – простейших, –
натурных испытаний возникают различные вопросы. Прежде всего: поведение чего
именно исследуется в этих опытах – материала или образца (конструкции)? Каковы
должны быть характерные размеры представительного объема (ПО), для которого
можно принять истинными полученные в данных опытах характеристики материала?
Описывается ли поведение материала в объеме исследуемого изделия и вблизи его
границы одними и теми же ОС и/или параметрами ОС? Приведенные вопросы пред-
ставляются особенно важными при необходимости исследовать поведение малораз-
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мерных (миниатюрных) изделий, при анализе процессов разрушения (в частности –
усталостного).

Вызывает вопросы и обобщение получаемых в указанных опытах одноосных ОС на
3-мерное НДС. Как правило, для этого принимается гипотеза о несжимаемости не-
упругих деформаций, а одноосные напряжения и деформации (скорости деформа-
ции) заменяются девиаторами мер напряжений и деформаций (скоростей деформа-
ции). Для проверки приемлемости данных гипотез требуется проведение опытов на
сложное нагружение. Однако в настоящее время размерность пространств напряже-
ний – деформаций для таких испытаний ограничена – она не превышает 3 (на тонко-
стенных трубчатых образцах, подвергаемых растяжению–сжатию, кручению и внут-
реннему давлению). Кроме того, эксперименты на произвольное сложное нагружение
еще более ограничены по величине деформации; сдвиговые деформации (при круче-
нии трубок), как правило, не превышают 5–7%. Иначе говоря, построить геометриче-
ски нелинейные упруго(вязко)пластические ОС непосредственно обработкой экспе-
риментальных данных даже для одной предписанной программы нагружения не пред-
ставляется возможным. Следует отметить дополнительно возникающие сложности
построения образа процесса нагружения в случае больших градиентов перемещений
[45]. В геометрически линейном варианте образ процесса нагружения строится по
компонентам тензоров напряжений и деформаций, определенным в базисе условно
неподвижной лабораторной системы координат; в цитируемой выше работе показано,
что построенный таким образом образ процесса не удовлетворяет принципу незави-
симости от выбора системы отсчета.

При формулировке классических теорий пластичности (например, различных ва-
риантов теории пластического течения [46, 47]) используется гипотеза единой кривой,
согласно которой считается, что кривая одноосного нагружения может быть исполь-
зована для многоосного нагружения при замене одноосных мер на интенсивности на-
пряжений и деформаций (или интенсивности накопленных полных или пластических
деформаций, определяемых интегрированием интенсивности скорости деформации
по времени). Однако должного физического обоснования данная гипотеза не имеет;
едва ли достаточным основанием может служить равенство интенсивностей соответ-
ствующим мерам при одноосном нагружении (интенсивность напряжений равна од-
ноосному напряжению при растяжении и сжатии (по модулю) и напряжению сдвига –
при чистом сдвиге, интенсивность деформаций равна одноосной деформации при
растяжении и сжатии (по модулю) и величине сдвиговой деформации при простом
сдвиге). Даже простые эксперименты не подтверждают справедливость данной гипо-
тезы; например, приведенные в [48] результаты экспериментов на сжатие и простой
сдвиг образцов из поликристаллической меди, пересчитанные в интенсивности, по-
казывают различие, превышающее 20%.

Понятно, что для сопоставления результатов испытаний образцов из материалов по
различным программам нагружения, уменьшения количества потребных экспери-
ментов весьма желательно наличие скалярных инвариантов, интегрально отражаю-
щих эволюцию НДС. При этом сами меры НДС и их скалярные аналоги должны
иметь ясный физический смысл с точки зрения основных механизмов и их носителей
на соответствующих структурных и масштабных уровнях. Не ясно, возможно ли ре-
шение этих задач в рамках континуальных теорий для описания необратимого дефор-
мирования, с использованием известных симметризованных мер, например, тензоров
деформации из класса Хилла – Сетха [49–51]. Для введенной в [52] в рамках двухуров-
невой упруговязкопластической модели неголономной несимметричной меры дефор-
мации на макроуровне удалось показать ее физический смысл в терминах сдвигов по
системам скольжения.

Следует коснуться еще одного вопроса, возникающего в практике решения кон-
кретных задач (как аналитическими, так и численными методами) – о различии поня-
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тия “точка” в математическом и механическом смыслах. Конечно, специалисты в об-
ласти построения конститутивных моделей материалов всегда помнят о представи-
тельном объеме (ПО) (“толстой точке”), о необходимости использования получаемых
ОС на масштабах, равных или превышающих характерные размеры ПО. Однако ис-
следователи, применяющие сформулированные осредненные по представительным
объемам ОС для решения задач МДТТ, часто даже не упоминают о ПО. Наиболее по-
казательным в этом плане является широкий круг задач по исследованию сингуляр-
ных точек, при приближении к которым резко (в некоторых случаях – с бесконечны-
ми производными по направлению) возрастают градиенты перемещений, компонен-
ты тензоров деформаций и напряжений. При этом часто используются изотропные
ОС первого порядка, что совершенно неприемлемо: для материалов первого порядка
градиенты материальных функций (перемещений, напряжений, деформаций) не
должны существенно меняться на характерных размерах ПО; при уменьшении мас-
штабов исследуемых объемов большинство материалов обнаруживают анизотропию
свойств. В связи с этим стоит отметить также иллюзию повышения точности числен-
ных расчетов при устремлении размеров сеток к нулю. Конечно, такие численные
эксперименты позволяют оценить свойства вычислительных схем (аппроксимации,
сходимости), но декларируемая на основе таких расчетов “точность” в десятые и со-
тые доли процентов не имеет никакого практического значения. При этом необходи-
мо исследовать теоретически возможную точность расчетов, обусловленную суще-
ствующим в любых изделиях разбросе физико-механических характеристик.

Кратко остановимся на описании многоуровневых моделей, основанных на физи-
ческих теориях упруго(вязко)пластичности, позволяющих избежать, по крайней мере,
части из отмеченных сложностей.

3. Многоуровневые модели: структура, возможности, сложности. При использовании
многоуровневого подхода каждой материальной точке (представительному объему) на
некотором масштабном уровне ставится в соответствие неоднородная область на ни-
жележащем масштабном уровне. Число используемых в модели уровней устанавлива-
ется исследователем в зависимости от поставленных задач, важности тех или иных
физических механизмов разных структурных уровней для анализируемого процесса. В
настоящее время принята следующая иерархическая совокупность структурных
(и/или масштабных) уровней: макроуровень (уровень представительного макрообъе-
ма) – мезоуровень (уровень кристаллитов) – микроуровень (дислокационных суб-
структур) – атомарный уровень (с характерным размером в несколько десятков меж-
атомных расстояний). Основным классификационным признаком моделей является
способ связи “родственных” переменных соседних уровней, по которому различают
статистические, самосогласованные и прямые модели [23, 24]. Наибольшее распро-
странение получили двухуровневые (макро- и мезоуровень) статистические модели,
структура и формулировка соотношений которых рассматривается ниже. В статисти-
ческих двухуровневых моделях [19, 48, 53] представительный объем верхнего уровня
рассматривается как выборка элементов нижнего уровня (совокупности или отдель-
ных зерен, субзерен) относительно независимых друг от друга; объединение элемен-
тов мезоуровня в элемент макроуровня (представительный макрообъем) осуществля-
ется статистическим осреднением. При назначении с верхнего уровня параметров на-
гружения для модели нижнего уровня преимущественно используется или
обобщенная гипотеза Фойгта (для каждого элемента нижнего уровня градиент скоро-
сти перемещений равен градиенту скорости перемещений верхнего уровня), или ги-
потеза Рейсса (для каждого элемента нижнего уровня напряжения совпадают с напря-
жениями вышележащего уровня). В таких моделях неупругая составляющая меры
(скорости) деформации и эффективные анизотропные упругие свойства на верхнем
уровне определяются тем или иным осреднением характеристик мезоуровня (неявных
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внутренних переменных макроуровня) в каждый момент процесса деформирования
[16, 17].

В рассматриваемых конститутивных моделях параметрами процессов на каждом из
масштабных (или структурных) уровней являются: меры напряженного состояния (и
их объективные скорости изменения), меры скорости деформирования, температура,
внутренние (явные и неявные) переменные, определяющие состояние зеренной и де-
фектной структуры. При этом важным отличием модели от традиционных статисти-
ческих моделей, основанных на физических теориях пластичности (ФТП), является
учет в рассматриваемой модели взаиморасположения кристаллитов и границ между
ними. Это позволяет принять во внимание несовместность движения дислокаций в
соседних кристаллитах, накопление дислокаций ориентационного несоответствия в
границе, что приводит к зернограничному упрочнению и дополнительным поворотам
решетки. На мезоуровне описываются механизм внутризеренного дислокационного
скольжения (ВДС), ротации решеток кристаллитов, изменение формы и размеров
кристаллитов. Используется ранее разработанный подход к формулировке геометри-
чески нелинейных кинематических и определяющих соотношений, основанный на
рассмотрении в рамках многоуровневого подхода разложения движения на мезоуров-
не с учетом симметрии материала [54]. Для этого в каждом кристаллите вводится
жесткая подвижная декартова ортогональная система координат (ПСК), движение
которой считается квазитвердым и которая привязывается к симметрийным элемен-
там кристаллита – кристаллографическому направлению и плоскости, содержащей
это направление. Следует заметить, что предлагаемые соотношения мезоуровня без
изменений могут применяться в рамках прямых моделей. В приведенных далее соот-
ношениях “родственные” параметры макро- и мезоуровня обозначаются одинаковы-
ми буквами, величины макроуровня – заглавными буквами, мезоуровня – строчны-
ми.

Рассмотрим общую структуру статистической модели. Система уравнений модели
на макроуровне в общем виде содержит следующие соотношения:

(3.1)

где  – взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа макроуровня, ,  –

тензор напряжений Коши макроуровня,  – среднее отношение плотности в от-
счетной и текущей конфигурации для кристаллитов, составляющих представитель-
ный объем макроуровня; Ω – спин подвижной системы координат макроуровня;

 – мера скорости деформации (градиент относительной скорости переме-

щений), L – градиент (абсолютной) скорости перемещений;  –
не зависящая от выбора системы отсчета скорость изменения (коротационная произ-
водная) тензора напряжений Кирхгоффа; K0 – начальное значение тензора макрона-
пряжений, для естественной конфигурации . Тензор эффективных упругих
свойств  макроуровня, тензор спина , неупругая составляющая тензора скорости
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деформации Zin, термическая составляющая скорости деформации Zth и мощность
источника Q (который необходимо использовать в уравнении теплопроводности кра-
евой термомеханической задачи на уровне конструкции) являются явными внутрен-
ними переменными макроуровня, которые зависят от структуры на низших масштаб-
ных уровнях (а через нее – от истории нагружения) и определяются по характеристи-
кам мезоуровня (неявным переменным макроуровня). Следует заметить, что запись
зависимостей макропараметров от полного набора переменных мезоуровня (3.1) сле-
дует воспринимать символически: по части переменных – как функции, по другим –
как функционалы над историей изменения параметров мезоуровня. С использовани-
ем указанных явных внутренних переменных макроуровня записывается связь откли-

ка К и воздействий – кинематического  (градиента скорости перемещений)
и термического  (температура). Отметим, что при использовании многоуровневых
моделей, как и любых других моделей материалов, для исследования напряженно-де-
формированного состояния реальных конструкций необходимы постановка и реше-
ние соответствующей краевой задачи, в результате которого (при совместном рас-
смотрении определяющих и балансовых уравнений) определяются поля воздействий

и отклик. Переменные  – тензор упругих свойств, спин ПСК, неупру-
гая и термическая составляющая тензора скорости деформации мезоуровня вводятся
для каждого кристаллита, N – число элементов мезоуровня, необходимых для стати-
стического описания представительного объема макроуровня; эти переменные в соот-
ветствие со структурой конститутивных моделей, основанных на введении внутрен-
них переменных, относятся к неявным внутренним переменным макроуровня, в то же
время (как следует из нижеизложенного) – к явным внутренним переменным мезо-
уровня.

В качестве эволюционных уравнений макроуровня выступают соотношения моде-
ли мезоуровня, которые в общем виде могут быть представлены следующей системой
(применяются для каждого элемента мезоуровня, все величины принимаются одно-
родными в пределах каждого элемента, индекс элемента для простоты записи опуска-
ется):

(3.2)
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Здесь:  – взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа мезоуровня,  –

тензор напряжений Коши мезоуровня;  – не зависящая от выбо-
ра системы отсчета скорость изменения (коротационная производная) тензора напря-
жений Кирхгоффа;  – тензор спина ПСК кристаллита, определяющий скорость ее
поворота; п – тензор упругих свойств кристаллита (его компоненты постоянны в ба-

зисе ПСК кристаллита);  – транспонированный градиент скорости перемеще-

ний,  – оператор Гамильтона в текущей лагранжевой системе координат;  и  –
неупругая и термическая составляющие транспонированного градиента относитель-

ной скорости перемещений;  – скорость сдвига, действующее касательное

и критическое касательной напряжение k-й системы скольжения;  – вектор
направления скольжения и нормали к плоскости k-й системы скольжения; α – тензор
термического расширения (компоненты постоянны в базисе ПСК кристаллита); q, α –
мощность теплового источника и коэффициент выхода тепла;  – дополнительные
тензорные (произвольного ранга) внутренние переменные, вводимые при необходи-
мости описания отличных от скольжения краевых дислокаций физических механиз-
мов деформирования и изменения микроструктуры;  – тензор ориентации ПСК.

Различные модификации рассмотренной двухуровневой модели были ранее приме-
нены для решения задач исследования отклика разных материалов при широком
классе воздействий. В статье [55], например, приведены результаты исследования по-
ведения представительного объема (образца) полукристаллического полимера, под-
вергаемого простейшему одноосному (на макроуровне) нагружению в изотермиче-
ских условиях. Следует отметить, что при использовании многоуровневых моделей
одноосное деформирование на макроуровне приводит к произвольному простран-
ственному нагружению уже на мезоуровне. Возможности применения двухуровневой
модели для анализа сложного нагружения представительных объемов поликристалли-
ческих металлов продемонстрированы в работах [45, 56, 57]. Показано, что для каче-
ственного исследования деформирования материалов при сложном нагружении и
больших градиентах перемещений предлагаемые модели могут служить в качестве
аналогов машин сложного нагружения. Модификация многоуровневой модели, опи-
санной выше, была разработана и применена к анализу диффузионных и бездиффузи-
онных (мартенситных) твердотельных фазовых превращений [58–60].

Как отмечено выше, система соотношений мезоуровня (3.2) может непосредствен-
но использоваться в качестве конститутивной модель материала в рамках так называе-
мых прямых моделей [24]. С помощью прямых моделей можно детально исследовать
поведение приграничных областей материала, анализировать НДС в окрестностях
концентраторов напряжений. Пример применения прямой модели для исследования
процесса осадки монокристаллического образца представлен в [44]. Было показано,
что исходный однородный объем монокристалла в процессе деформирования разде-
ляется на 7 фрагментов, в которых интенсивность сдвиговой деформации отличается
на несколько порядков. Вследствие неоднородности пластических сдвигов возникает
разориентация выделившихся фрагментов; максимальное значение разориентации
соседних фрагментов достигает 8°, поворот кристаллической решетки в них относи-
тельно недеформированного состояния достигает 4° при относительной осадке всего
на 6%. В результате неоднородного вращения кристаллической решетки в объеме об-
разца (между фрагментами) могут возникать области с искривленной решеткой. В
численных экспериментах показано, что в ходе осадки в ряде областей происходит су-
щественное искривление кристаллической решетки монокристалла, что согласуется с
результатами натурного эксперимента, в котором показано, что на поверхности также
наблюдаются искривленные линии скольжения краевых дислокаций. Данный пример
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свидетельствует о возможностях применения рассматриваемых моделей для анализа
весьма “тонких” эффектов, к которым относятся искривления кристаллической ре-
шетки.

На основе более чем десятилетнего опыта разработки и эксплуатации различных
вариантов многоуровневых моделей, основанных на введении внутренних перемен-
ных и физических теорий упругопластичности (упруговязкопластичности) можно
утверждать, что они обладают значительной универсальностью в силу идентичности
физических механизмов деформирования на мезо- и микроуровнях для широких
классов материалов; указанное свойство позволяет использовать многоуровневые мо-
дели для проектирования функциональных материалов и разработки технологий их
изготовления. При необходимости они допускают неограниченное расширение вклю-
чением новых механизмов деформирования и упрочнения (двойникование, зерногра-
ничное скольжение, образование барьеров дислокационной природы, взаимодей-
ствие дислокаций с точечными дефектами, твердотельные фазовые переходы и т.д.),
наращиванием числа структурных и масштабных уровней. Многоуровневые модели
могут быть использованы в качестве машины сложного нагружения без ограничений
на размерность пространств напряжений и деформаций, что позволит формулировать
упрощенные феноменологические модели.

Несмотря на то, что многоуровневые модели свободны от многих недостатков и
ограничений феноменологических конститутивных моделей, они не лишены некото-
рых сложностей при их построении и применении. Прежде всего, физические теории
значительно сложнее формулировать: требуется тщательное изучение широкого спек-
тра физических механизмов и их носителей, ответственных за поведение материалов
при рассматриваемых термомеханических воздействиях, выделение из них наиболее
важных, создание способов описания эволюции носителей, установление связей
“родственных” переменных различных уровней и т.д. Многообразие механизмов при-
водит к необходимости формулировки большого числа уравнений и входящих в них
параметров, подлежащих идентификации (при невозможности прямого измерения по
части параметров). Как правило, сформулированные уравнения являются существен-
но нелинейными, что ведет к невозможности аналитических решений и требует при-
менения численных методов, отсюда – потребность в огромных вычислительных ре-
сурсах. Следует отметить также отсутствие апробированной методологии применения
многоуровневых моделей для создания функциональных материалов. Однако указан-
ные трудности не представляются принципиально непреодолимыми, в частности,
вследствие чрезвычайно высоких темпов развития вычислительной техники.

Заключение. В предлагаемой статье сделана попытка формулировки некоторых во-
просов, относящихся к построению и использованию различных классов конститу-
тивных моделей, и представляющих, по мнению автора, определенный интерес. Из
сопоставления сложностей и возможностей феноменологических и многоуровневых
моделей можно сделать вывод о значительных преимуществах вторых. В то же время
многоуровневые модели нуждаются в дальнейшем углублении и совершенствовании,
что требует привлечения к их созданию более широкого круга специалистов в области
нелинейной механики и физики деформируемого твердого тела. Привлечение внима-
ния к данной области исследований, чрезвычайно глубокой и широкой, и к обозна-
ченным нерешенным вопросам и составляло основную задачу предлагаемой работы.

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (базовая часть го-
сударственного задания ПНИПУ, проект № FSNM – 2020-0027) и Российского фонда
фундаментальных исследований (проект 17-01-00379-а).
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