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Разрабатывается в нелинейной динамической постановке с использованием биква-
тернионов Клиффорда и дуальных матриц метод аналитического построения управ-
ления пространственным движением твердого тела (управления винтовым движе-
нием, эквивалентным композиции углового (вращательного) и поступательного
движений). Управления обеспечивают асимптотическую устойчивость в большом
любого выбранного программного пространственного движения в инерциальной
системе координат и желаемую динамику управляемого пространственного движе-
ния твердого тела. Для построения законов управления используются бикватерни-
онные и дуальные матричные модели пространственного движения твердого тела,
концепция решения обратных задач динамики, принцип управления с обратной
связью и приведение построенных нелинейных дифференциальных уравнений воз-
мущенного пространственного движения твердого тела к эталонным линейным ста-
ционарным дифференциальным формам выбранной структуры за счет использова-
ния предлагаемых нелинейных обратных связей в законах управления.

Рассматриваются бикватернионные модели пространственного движения твердого
тела, дается постановка задачи управления движением твердого тела, приводятся
различные формы нелинейных дифференциальных уравнений возмущенного про-
странственного движения твердого тела в бикватернионных и винтовых перемен-
ных, удобные для построения законов управления. Предлагаются различные дуаль-
ные матричные (винтовые) законы управления пространственным движением твер-
дого тела, для которых нелинейные нестационарные дифференциальные уравнения
возмущенного пространственного движения твердого тела принимают вид линей-
ных стационарных дуальных матричных дифференциальных уравнений второго по-
рядка (относительно винтовой части бикватерниона ошибки положения твердого
тела), инвариантных относительно любого выбранного программного простран-
ственного движения твердого тела. Постоянные коэффициенты (скалярные дуаль-
ные или матричные дуальные) этих уравнений являются коффициентами усиления
нелинейных обратных связей в предлагаемых дуальных законах управления, обеспе-
чивающих нужное качество переходных процессов управления. Обсуждается опре-
деление коэффициентов усиления нелинейных обратных связей, свойства управля-
емого движения твердого тела.

Ключевые слова: твердое тело, пространственное движение, программное и стабили-
зирующее управления, винтовые законы управления, бикватернион

DOI: 10.31857/S0572329921010049



18 ЧЕЛНОКОВ
Введение. Применение кватернионов Гамильтона в задачах управления вращательным
движением твердого тела. Построение управления движением твердого тела в тради-
ционной постановке включает задачу построения программного движения, про-
граммного управления и задачу построения управления, стабилизирующего про-
граммное движение в малом. Задача управления угловым движением твердого тела в
настоящее время, как правило, решается с использованием кватернионов поворота
Гамильтона, являющихся наиболее удобным средством описания углового (враща-
тельного) движения твердого тела, и с использованием кватернионных кинематиче-
ских уравнений вращательного движения твердого тела в параметрах Эйлера (Родри-
га–Гамильтона), имеющих известные качественные преимущества перед уравнения-
ми в угловых переменных (в углах Эйлера–Крылова).

Задача построения программного углового движения и программного управления с
использованием кватернионов во многих случаях решается с помощью методов тео-
рии оптимального управления (наиболее часто с использованием принципа максиму-
ма Понтрягина) [1–10]. Аналитическое решение этой задачи для наиболее часто ис-
пользуемых функционалов оптимизации при произвольно заданных граничных усло-
виях по угловому положению и угловой скорости твердого тела не найдено. Поэтому в
общем случае приходится рассчитывать лишь на приближенное аналитическое или
численное решение задачи. Построение стабилизирующего управления осуществля-
ется на основе линеаризованных дифференциальных уравнений возмущенного угло-
вого движения твердого тела и также встречает серьезные трудности в случаях, когда
эти уравнения нестационарны.

Большое количество работ посвящено другому подходу к построению управления
угловым движением твердого тела с использованием кватернионов [11–17]. Этот под-
ход использует принцип обратной связи для формирования законов управления и ме-
тод Ляпунова для анализа устойчивости управляемого углового движения твердого те-
ла. Во многих работах этот подход используется для построения управления больши-
ми пространственными поворотами космического аппарата, рассматриваемого как
твердое тело. В большинстве из этих работ изучается задача переориентации твердого
тела: задача перевода твердого тела из одного фиксированного углового положения в
другое (при нулевых угловых скоростях твердого тела в начальном и конечном поло-
жениях). Законы управления строятся в виде линейных или нелинейных функций
компонент кватерниона ошибки ориентации и вектора угловой скорости твердого те-
ла так, чтобы процесс переориентации был асимптотически устойчивым в большом
или в целом. Уравнения движения твердого тела, замкнутые такими законами управ-
ления, получаются нелинейными, что затрудняет изучение динамики управляемого
углового движения твердого тела и определение коэффициентов усиления обратных
связей, гарантирующих желаемые качественные и количественные характеристики
переходных процессов.

В работах автора статьи [18–25] разработаны в нелинейной постановке с использо-
ванием кватернионов теория и методы аналитического построения управлений угло-
вым движением твердого тела, обеспечивающих асимптотическую устойчивость в
большом или в целом любого выбранного программного углового движения и желае-
мую динамику управляемого углового движения твердого тела. Для построения зако-
нов управления использованы кватернионные модели вращательного движения твер-
дого тела, концепция решения обратных задач динамики, принцип управления с об-
ратной связью и приведение дифференциальных уравнений возмущенного углового
движения твердого тела к эталонным стационарным дифференциальным формам вы-
бранной структуры (за счет определенного формирования нелинейных обратных свя-
зей в законах управления).

В этих работах предложены кватернионные динамические модели вращательного
движения твердого тела в нормированных и ненормированных кватернионах поворо-



19УПРАВЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫМ ДВИЖЕНИЕМ
тов, дана постановка задач управления ориентацией твердого тела, получены различ-
ные формы дифференциальных уравнений возмущенного углового движения твердо-
го тела в кватернионных и векторных переменных, удобные для построения законов
управления. Рассмотрены эталонные дифференциальные уравнения, описывающие
желаемую динамику управляемого углового движения твердого тела, синтезированы
три группы законов управления, использующих кватернионные (нормированные и
ненормированные) и векторные кинематические параметры вращательного движения
твердого тела: 1) векторные части нормированных кватернионов ориентации, 2) век-
торы конечных поворотов, 3) ненормированные кватернионы поворотов. Рассмотре-
но определение коэффициентов (скалярных, матричных, кватернионных) усиления
нелинейных обратных связей, обеспечивающих желаемые качественные и количе-
ственные характеристики переходных процессов, предложены алгоритмы управле-
ния, реализующие предложенные законы управления.

Отметим, что использование нормированных кватернионов поворотов в теории и
практике управления вращательным движением твердого тела стало общепринятым,
поскольку они являются наиболее простым и удобным средством математического
описания вращательного движения твердого тела. Использование нами (при синтезе
третьей группы законов управления) ненормированных кватернионов поворотов при-
водит к необходимости введения расширенного (восьмимерного) вектора состояния
твердого тела и расширенного (четырехмерного) вектора управления вместо обычно
используемых семимерного вектора состояния и трехмерного вектора управления.
Роль переменных состояния твердого тела играют в этом случае ненормированный
кватернион ориентации твердого тела и кватернион угловой скорости с ненулевой
скалярной частью, а роль управления – кватернион углового ускорения (или кватер-
нион управляющего момента) с ненулевой скалярной частью. Такое расширение век-
тора состояния и вектора управления позволяет провести синтез четырехмерного ста-
билизирующего управления в кватернионном виде без разделения кватернионных
уравнений движения на скалярную и векторную части. Выделение скалярной и век-
торной частей, необходимое для построения вектора углового ускорения твердого те-
ла и вектора управляющего момента, проводится на конечной стадии (в конечных со-
отношениях).

Отметим также, что решение задачи синтеза стабилизирующего управления на ос-
нове кватернионных моделей возмущенного углового движения твердого тела, ис-
пользующих нормированные кватернионы поворотов, кватернионы угловой скорости
и углового ускорения с нулевыми скалярными частями, в рамках предложенного в
этих работах метода синтеза требует разделения уравнений возмущенного движения
на скалярную и векторную части в рамках самой процедуры синтеза, что приводит к
более сложному решению задачи синтеза. Кроме этого, законы управления, постро-
енные на основе этих моделей, а также на основе векторных моделей, вырождаются
при определенном угловом положении твердого тела в пространстве (при равенстве
180 градусам эйлерова угла поворота твердого тела в его возмущенном движении), в то
время как использование при синтезе четырехмерных  угловых скоростей и ускоре-
ний позволяет построить невырождающиеся законы управления.

Применение бикватернионов Клиффорда в задачах управления пространственным дви-
жением твердого тела. Применение бикватернионов Клиффорда [26–30] в задачах
управления пространственным движением твердого тела было начато в кинематиче-
ских задачах управления движением твердого тела. До этого [29–38] в кинематических
задачах управления вращательным движением твердого тела широко использовались
кватернионы Гамильтона. В этих задачах управления в качестве математических мо-
делей движения тела рассматриваются кинематические уравнения вращательного (уг-
лового) и (или) поступательного (траекторного) движения тела, в которых в качестве
фазовой переменной выступает кватернион поворота Гамильтона или бикватернион
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конечного перемещения Клиффорда, а в качестве управлений – векторы угловой и
(или) поступательной скоростей тела или кинематические винты. Цель кинематиче-
ского управления – перевод твердого тела из его заданного начального положения (уг-
лового положения в случае рассмотрения углового (вращательного) перемещения или
углового и линейного положения в случае рассмотрения общего пространственного
перемещения) в требуемое конечное положение за счет сообщения телу требуемой уг-
ловой скорости или требуемых угловой и линейной скоростей. Такая задача решается
в классе задач построения программных (в частности, оптимальных) траекторий дви-
жения и программных управлений движением твердого тела. Также целью кинемати-
ческого управления может быть перевод твердого тела из его заданного начального
положения на любую выбранную программную траекторию углового (вращательного)
или общего программного пространственного движения и дальнейшее асимптотиче-
ски устойчивое движение по программной траектории с требуемой программной уг-
ловой скоростью в случае рассмотрения углового движения или с требуемыми про-
граммными угловой и линейной скоростями в случае рассмотрения общего простран-
ственного движения за счет сообщения телу требуемой стабилизирующей угловой
скорости или требуемых стабилизирующих угловой и линейной скоростей. Такая за-
дача решается в классе задач построения стабилизирующих (в частности, оптималь-
ных стабилизирующих) траекторий движения и управлений движением твердого тела.

Кинематические задачи управления играют важную роль в теории управления
движением твердого тела в силу следующих причин. Во-первых, они, в отличие от
динамических задач управления, во многих случаях имеют аналитические реше-
ния, которые часто используются при построении программных траекторий и
управлений движением твердого тела. Во-вторых, использование аналитических ре-
шений кинематических задач управления в сочетании с методом решения обратных
задач динамики позволяет в ряде случаев построить эффективные законы управления
движением твердого тела, учитывающие его динамику. В последнее время решения
кинематических задач управления стали использоваться при синтезе управлений дви-
жением твердого тела в динамической постановке с использованием метода “бэкстеп-
пинг”.

Кинематические задачи управления имеют ряд важных приложений, в частности, в
задачах управления движением космических аппаратов, инерциальной навигации и в
задачах управления движением роботов-манипуляторов.

Как известно, произвольное пространственное перемещение свободного твердого
тела эквивалентно винтовому перемещению (теорема Шаля). Поэтому мгновенное
пространственное движение свободного твердого тела представляет собой мгновен-
ное винтовое движение. Кинематическая задача построения оптимального в смысле
быстродействия винтового перемещения свободного твердого тела из заданного на-
чального положения в требуемое конечное в бикватернионной постановке изучалась
в работах [38, 39]. Для получения аналитического решения задачи было использовано
бикватернионное кинематическое уравнение винтового движения свободного твердо-
го тела, предложенное автором настоящей статьи в работах [40, 41] (см. также [29]).

Использование бикватернионного кинематического уравнения в теории кинемати-
ческого управления движением свободного твердого тела позволяет применить мощ-
ный принцип перенесения Котельникова–Штуди [26–30], в соответствии с которым
все результаты, полученные в задачах кинематического управления вращательным
движением твердого тела с использованием кватернионного кинематического уравне-
ния, могут быть формально перенесены на более общие задачи кинематического
управления движением свободного твердого тела с использованием бикватернионно-
го кинематического уравнения, если в кватернионных уравнениях и соотношениях,
полученных при решении задач управления вращательным движением, кватернион-
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ные величины заменить на соответствующие бикватернионные величины, используе-
мые в задачах кинематического управления движением свободного твердого тела.

Кинематическое управление движением свободного твердого тела рассматривалось
с использованием дуальных кватернионов (параболических бикватернионов) в [42].
В этой работе используется понятие логарифма кватерниона, введенное M.J. Kim,
M.S. Kim и S.Y. Shin [43]: это – трехмерный вектор, равный половинному эйлерову уг-
лу поворота, умноженному на единичный вектор эйлеровой оси конечного поворота
твердого тела (т.е. это – половинный классический эйлеров вектор конечного поворо-
та твердого тела). Отметим, что такое логарифмическое представление кватерниона
поворота известно в отечественной литературе, так в книге [29] автора статьи показы-
вается, что четырехмерная ортогональная кватернионная матрица поворота равна
матричной экспоненте от трехмерной кососимметрической матрицы, элементы кото-
рой – проекции половинного эйлерова вектора конечного поворота, а классический
кватернион поворота Гамильтона равен кватернионной экспоненте от половинного
эйлерова вектора конечного поворота. Отсюда непосредственно следует, что лога-
рифм кватерниона равен половинному эйлерову вектору конечного поворота. В ста-
тье [42] приводится также логарифмическое представление дуального кватерниона
(параболического бикватерниона) перемещения твердого тела в виде половинного
винта конечного перемещения, соответствующего описанию Шаля винтового конеч-
ного перемещения свободного твердого тела. Введенное логарифмическое представ-
ление дуального кватерниона используется для построения кинематического лога-
рифмического закона управления движением свободного твердого тела по принципу
обратной связи.

В статье [42] вводится как известное (без приведения ссылок или вывода) дуальное
(бикватернионное) кинематическое уравнение движения свободного твердого тела в
форме, использующей (в наших терминах) отображение кинематического винта твер-
дого тела на “неподвижный” (опорный) базис. Отметим, что это уравнение было по-
лучено ранее [41] автором настоящей статьи (см. также бикватернионные кинемати-
ческие уравнения (6.29), (6.15) книги [29] автора статьи и уравнение (3.64) книги [30]).
В работе [41] автора статьи и в его книге [29] отмечается, что дуальные ортогональные
проекции кинематического винта твердого тела на оси “неподвижной” (опорной) си-
стемы координат, входящие в обсуждаемое бикватернионное кинематическое уравне-
ние, содержат не только проекции векторов угловой и линейной скорости тела (точ-
нее, линейной скорости точки тела, выбранной в качестве полюса) на оси опорной
системы координат, но и проекции радиус-вектора выбранного полюса тела на опор-
ные координатные оси. Это затрудняет использование такой бикватернионной фор-
мы кинематических уравнений движения свободного твердого тела (в силу их сложно-
сти). Указанного недостатка не имеет другая форма бикватернионного кинематиче-
ского уравнения движения свободного твердого тела, также предложенная в [40, 41]
автором статьи. В этой форме в качестве коэффициентов бикватернионного уравне-
ния выступают только дуальные ортогональные проекции кинематического винта
твердого тела на оси системы координат, связанной с телом, представляющие собой
комплексные (в смысле Клиффорда) композиции проекций векторов угловой и ли-
нейной скорости тела на связанные с ним координатные оси. Именно такое бикватер-
нионное кинематическое уравнение движения свободного твердого тела было исполь-
зовано в [38, 39] при решении кинематической задачи оптимального в смысле быстро-
действия винтового перемещения свободного твердого тела из заданного начального
положения в требуемое конечное положение. В случае, когда необходимо знание про-
екций найденного оптимального винта скоростей твердого тела не на связанные с те-
лом координатные оси, а на оси “неподвижной” (опорной) системы координат (как
например, в задачах робототехники), необходимо воспользоваться операцией пере-
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проектирования дуальных ортогональных проекций кинематического винта из свя-
занной системы координат в опорную.

В статье [42] предложен кинематический бикватернионный стабилизирующий за-
кон управления движением свободного твердого тела, имеющий вид логарифмиче-
ской обратной связи. Кинематический винт свободного твердого тела, определенный
своими дуальными ортогональными проекциями в “неподвижной” (основной) систе-
ме координат, предлагается формировать по принципу отрицательной обратной связи
в виде логарифма дуального кватерниона, характеризующего положение тела в про-
странстве, умноженного на отрицательный коэффициент пропорциональности (ко-
эффициент усиления обратной связи). С помощью функций Ляпунова доказывается,
что такое управление гарантирует стабилизацию (асимптотическую устойчивость)
любого первоначального положения твердого тела. В статье также приводится биква-
тернионное логарифмическое стабилизирующее управление программным (рекомен-
дованным) движением при наличии программного и стабилизирующего управлений,
предназначенное для вывода тела на рекомендованную траекторию из произвольного
начального положения и отслеживания рекомендованной траектории движения тела,
а также приводятся примеры управления плоским движением твердого тела (омниро-
бота). Отметим, однако, что в статье нет строгой постановки задач кинематического
управления движением твердого тела и нет рекомендаций по выбору коэффициентов
усиления предлагаемых логарифмических отрицательных обратных связей, обосно-
ванный выбор которых осложняется нелинейностью дифференциальных уравнений
движения свободного твердого тела, замкнутых законами управления, построенными
в виде логарифмической обратной связи.

Работы [44, 45] также посвящены решению кинематических задач управления дви-
жением механических систем и свободного твердого тела с использованием дуальных
кватернионов и законов управления, построенных с использованием отрицательной
бикватернионной логарифмической обратной связи. В недавней работе [46] рассмот-
рено управление движением руки робота с использованием дуальных кватернионов и
кинематического бикватернионного стабилизирующего закона управления, предло-
женного в [42] и имеющего вид отрицательной бикватернионной логарифмической
обратной связи.

В работе автора статьи [47] рассмотрена кинематическая задача построения с ис-
пользованием принципа обратной связи кинематического винта скоростей, сообще-
ние которого свободному твердому телу обеспечивает его асимптотически устойчи-
вый перевод из произвольного начального положения на любую выбранную про-
граммную траекторию винтового движения и дальнейшее асимптотически устойчивое
движение по этой траектории с заданным (программным) кинематическим винтом
скоростей. Роль управления играет кинематический винт твердого тела, фазовой пе-
ременной является нормированный или ненормированный бикватернион конечного
перемещения твердого тела, исходная математическая модель движения имеет вид би-
кватернионного кинематического уравнения движения свободного твердого тела,
предложенная в работах автора статьи [40, 41].

В статье [47] приводится решение задачи в двух постановках: с использованием би-
кватернионных кинематических уравнений движения в нормированных и ненорми-
рованных бикватернионных переменных. При этом в первом случае в качестве управ-
ления выступает трехмерный винт управления (точнее, бикватернион кинематиче-
ского винта с нулевой скалярной частью), а во-втором – четырехмерный
бикватернион управления с ненулевой дуальной скалярной частью, которая отвечает
за изменение нормы бикватерниона конечного перемещения твердого тела (точнее,
отвечает за управление нормой этого бикватерниона). Показывается, что использова-
ние ненормированных бикватернионных переменных позволяет построить регуляр-
ные в целом законы управления, не содержащие особых точек, в то время как исполь-
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зование нормированных бикватернионных переменных приводит (в рамках исполь-
зованной процедуры синтеза управлений) к законам управления, содержащим особую
точку, в которой эйлеров угол поворота тела равен 180 градусам.

Основное внимание в работе [47] уделяется задаче построения стабилизирующего
управления, которое формируется по принципу обратной связи в виде нелинейной
бикватернионной функции компонент бикватерниона ошибки по местоположению
твердого тела (угловому и линейному) так, чтобы нелинейные нестационарные диф-
ференциальные уравнения возмущенного движения свободного твердого тела, за-
мкнутые построенными законами управления, принимали эталонный вид, инвари-
антный относительно любого выбранного программного движения: вид дуальных ли-
нейных стационарных дифференциальных уравнений первого или второго порядка
относительно бикватернионной переменной, характеризующей конечную ошибку по
местоположению твердого тела. Постоянные коэффициенты (скалярные, матричные,
бикватернионные) этих (эталонных) уравнений имеют смысл коэффициентов усиле-
ния нелинейных обратных связей по местоположению тела, реализуемых системой
управления движением твердого тела, а сами уравнения описывают эталонную дина-
мику переходных процессов. Это позволяет аналитически точно определять коэффи-
циенты усиления нелинейных обратных связей исходя из желаемых качественных и
количественных характеристик переходного процесса.

В работе автора статьи и Е.И. Нелаевой [48] получено аналитическое решение в ки-
нематической бикватернионной постановке задачи оптимальной нелинейной стаби-
лизации произвольного программного движения свободного твердого тела. В качестве
математических моделей движения используются бикватернионные кинематические
уравнения возмущенного движения свободного твердого тела в нормированных би-
кватернионах конечных перемещений, а в качестве управлений – дуальные ортого-
нальные проекции мгновенного винта скоростей движения тела на связанные с ним
координатные оси или на оси инерциальной системы координат. Каждый из двух ми-
нимизируемых функционалов характеризует собой интегральную величину затрат на
управление и квадратичных отклонений параметров движения свободного твердого
тела от их программных значений, взятых в определенной пропорции, определяемой
величинами весовых коэффициентов (т.е. минимизируется интеграл от взвешенной
суммы квадратов компонент кинематического винта (управления) и суммы квадра-
тичных отклонений параметров движения свободного твердого тела от их программ-
ных значений). С помощью принципа максимума Понтрягина построены законы оп-
тимального управления и дифференциальные уравнения задачи оптимизации. Найде-
но аналитическое решение этой задачи в бикватернионной и кватернионной формах.
Оптимальное движение свободного твердого тела в текущий момент времени пред-
ставляет собой асимптотически устойчивое мгновенное винтовое движение вдоль
оси, имеющей в инерциальной (опорной) системе координат направление, противо-
положное направлению мгновенного винта ошибки ориентации и местоположения
твердого тела в этой системе координат. В законы оптимального управления входят в
явном виде коэффициенты функционала минимизации, управление может быть реа-
лизовано по принципу обратной связи.

Отметим, что в работе автора статьи [49] дан обзор работ по теории кинематическо-
го управления вращательным движением твердого тела и пространственным движе-
нием свободного твердого тела с использованием кватернионных и бикватернионных
кинематических моделей движения твердого тела. В его работе [50] дан обзор работ,
посвященных следующим приложениям кватернионной и бикватернионной теории
кинематического управления движением твердого тела: двухконтурное управление
вращательным движением космического аппарата с использованием бесплатформен-
ной инерциальной навигационной системы (БИНС); бесплатформенные корректиру-
емые системы ориентации и навигации движущихся объектов; управление движением
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платформенного комплекса “ТСП-Аргус” космического проекта “Марс-94”, состоя-
щего из манипулятора и трехосной стабилизированной платформы, расположенной
на выходном звене манипулятора в обращенном торсионном кардановом подвесе; оп-
тимальная переориентация орбиты, плоскости оскулирующей орбиты и коррекция
угловых элементов орбиты космического аппарата посредством реактивного ускоре-
ния, ортогонального плоскости орбиты аппарата; решение обратных задач кинемати-
ки роботов-манипуляторов с использованием бикватернионной теории кинематиче-
ского управления; кинематическое управление в механике роботов-манипуляторов
(независимое программное управление движением по скорости).

Отметим также, что в работах автора статьи [41, 25, 51] и в книге [30] бикватернио-
ны были использованы для получения новых бикватернионных уравнений и алгорит-
мов инерциальной навигации, предназначенных для нахождения параметров ориен-
тации, координат местоположения и проекций вектора скорости движущегося объек-
та по измеренным в связанной с объектом системе координат проекциям вектора
абсолютной угловой скорости объекта и проекциям вектора его кажущегося ускоре-
ния (или измеренным приращениям интегралов от проекций этих векторов) и инфор-
мации о гравитационном поле Земли, в котором движется объект.

В последнее время бикватернионы стали широко использоваться для решения за-
дач управления пространственным движением твердого тела, в частности, космиче-
ского аппарата, рассматриваемого как твердое тело, в динамической постановке [52–
74]. Уравнения динамики твердого тела записываются в бикватернионной форме,
объединяющей динамические уравнения вращательного и поступательного движений
твердого тела, и дополняются бикватернионным кинематическим уравнением. Для
построения законов управления по принципу обратной связи часто используется
один из современных методов теории управления – управление с прогнозирующей
моделью (Model Predictive Control или MPC) [75]. MPC позволяет получить квазиоп-
тимальное решение для нелинейных объектов при наличии ограничений на управле-
ние и фазовых ограничений, но имеет и ряд недостатков, среди которых – неанали-
тичность, достаточно высокое потребление вычислительных ресурсов, поскольку этот
метод требует численного интегрирования дифференциальных уравнений движения.

Для синтеза законов управления по принципу обратной связи также используется
метод “бэкстеппинг” (“backstepping”). Это – рекурсивная процедура, в которой сов-
мещены задачи нахождения функции Ляпунова и соответствующего ей закона управ-
ления. Метод был предложен П. Кокотовичем в 1990 году. В соответствии с этим ме-
тодом задача построения закона управления для всей системы разбивается на после-
довательность соответствующих подзадач для систем меньшего порядка. Алгоритм
бэкстеппинга заключается в том, чтобы сделать каждый интегратор объекта устойчи-
вым путем добавления обратной связи, вычисленной по этому алгоритму, и представ-
ляет собой набор действий, выполняемых для каждого дифференциального уравне-
ния математической модели объекта. Для задачи управления пространственным дви-
жением твердого тела на первом этапе рассматривается кинематическая задача
управления движением тела, описываемая бикватернионным кинематическим урав-
нением. На этом этапе кинематический бикватернионный стабилизирующий закон
управления часто берется в виде логарифмической обратной связи, т.е. в виде, ис-
пользующем логарифмическое представление дуального кватерниона (бикватернио-
на) пространственного перемещения тела (об этом законе говорилось выше).

В настоящей статье в нелинейной динамической постановке с использованием па-
раболических бикватернионов Клиффорда и дуальных матриц изучается задача по-
строения управления пространственным движением твердого тела (винтовым движе-
нием, эквивалентным композиции углового (вращательного) и поступательного дви-
жений). Предлагается аналитический метод построения законов управления
пространственным движением твердого тела и законы управления, обеспечивающие
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асимптотически устойчивый в большом перевод твердого тела, имеющего произволь-
ные начальные угловую и линейную скорости, из его произвольного заранее незадан-
ного начального углового и линейного положений на любую выбранную программ-
ную траекторию пространственного (углового и линейного) движения и дальнейшее
асимптотически устойчивое движение твердого тела по этой траектории с необходи-
мыми (программными) угловыми и линейными скоростями и ускорениями. Переход-
ный процесс управления при этом имеет желаемые качественные и количественные
характеристики.

1. Уравнения движения. Рассмотрим свободное твердое тело или несвободное твер-
дое тело, способное совершать относительно основной системы координат мгновен-
ное винтовое движение, эквивалентное композиции поступательного движения тела
вместе с произвольно выбранной точкой тела и вращения тела вокруг этой точки. Те-
ло находится под действием произвольного главного вектора и главного момента
внешних сил, включающих в себя вектор управляющей силы и вектор управляющего
момента. Управляемое пространственное движение тела будем рассматривать относи-
тельно инерциальной системы координат   (ее начало O1 находится в центре
масс Земли, ось  направлена по оси вращения Земли, а оси  и  лежат в
плоскости экватора и не участвуют в суточном вращении Земли), а также относитель-
но опорной (программной) системы координат , задающей в инерциаль-
ном пространстве программное пространственное движение твердого тела. С твердым
телом жестко свяжем систему координат  с началом в центре масс тела .

Введем обозначения:  и  – радиус-вектор и вектор скорости центра масс твердого
тела в инерциальной системе координат,  – кватернион ориентации тела в этой си-
стеме координат, компонентами которого являются параметры Родрига–Гамильтона
(Эйлера) , одинаковые в базисах ξ и X (эти параметры могут быть выраже-
ны через углы Эйлера–Крылова),  и  – векторы абсолютной угловой скорости и аб-
солютного углового ускорения тела,  и  – векторы управляющей силы и управля-
ющего момента, приложенных к телу,  и  – главный вектор
других внешних сил, действующих на твердое тело, (сил гравитации, сопротивления
движению и других сил взаимодействия тела с внешней средой) и главный момент
этих сил, вычисленный относительно центра масс тела, полагаемые известными
функциями времени  и переменных  и .

Исходные дифференциальные уравнения движения твердого тела, записанные в
связанной с твердым телом системе координат X, имеют вид

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь в уравнениях (1.1) и (1.2)     – векторы-столбцы раз-
мерами 3 × 1 или, далее, кватернионы с нулевыми скалярными частями, составлен-
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ные из проекций      векторов   
 на оси связанной системы координат X;  – масса тела,  – постоянная матри-

ца инерции твердого тела;  – кососимметрическая матрица угловых скоростей
тела, сопоставляемая вектору  – орты гиперкомплексного пространства
(векторные мнимые единицы Гамильтона); ay – отображение вектора a на базис

, определяемое как кватернион , компоненты кото-
рого – проекции  вектора a на базис Y; верхняя точка означает производную по вре-
мени  (при вычислении производной от кватерниона орты  полагаются неиз-
менными), знак  означает кватернионное умножение.

Первое матричное уравнение (1.1) и матричное уравнение (1.2) являются динамиче-
скими, а второе матричное уравнение (1.1) и кватернионное уравнение (1.3) – кинема-
тическими уравнениями пространственного движения твердого тела, представляюще-
го собой композицию поступательного (траекторного) и углового (вращательного)
движений. Они образуют систему нелинейных, нестационарных дифференциальных
уравнений тринадцатого порядка относительно переменных  и  В случае,
когда с твердым телом жестко связывается система координат  с началом в
другой произвольно выбранной точке O тела, в состав главного вектора F и главного
момента  внешних сил включаются переносная сила инерции и ее момент относи-
тельно точки O твердого тела.

2. Задачи управления. Поставим следующую задачу: построить допустимые управле-
ния

обеспечивающие асимптотически устойчивый в большом перевод твердого тела из
произвольного, заранее незаданного начального состояния   на
любую выбранную программную траекторию

и дальнейшее асимптотически устойчивое движение твердого тела по этой траекто-
рии. При этом переходный процесс (возмущенное движение тела) должен иметь же-
лаемые качественные и количественные характеристики.

Здесь  и  – отображения программных радиус-вектора  и вектора  скорости
центра масс твердого тела в инерциальной системе координат на оси программной си-
стемы координат Z,  – кватернион программной ориентации тела в инерциальной
системе координат, компонентами которого являются параметры Родрига–Гамильто-

на (Эйлера) , одинаковые в базисах  и Z,  и  – отображения векторов
программных абсолютной угловой скорости ω* и абсолютного углового ускорения 
тела на оси программной системы координат Z.

Поставленную задачу будем решать, используя концепцию решения обратных за-
дач динамики и принцип управления с обратной связью. Законы формирования
управляющей силы и управляющего момента в соответствии с концепцией решения
обратных задач динамики получаются на основе уравнений (1.1), (1.2) и имеют вид

(2.1)

(2.2)
Вторые и третьи слагаемые в этих законах управления носят компенсационный ха-

рактер и обеспечивают, в том числе, компенсацию действующих внешних сил не-
управляющего характера и их моментов. Они могут быть сформированы по известно-
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му вектору  текущего состояния твердого тела, вырабатываемому, например,
бесплатформенной инерциальной навигационной системой. Входящие в первые сла-
гаемые законов управления (2.1) и (2.2) требуемая составляющая  абсолютного
линейного ускорения и требуемое абсолютное угловое ускорение  могут быть по-
строены на основе матричных (2.3) и кватернионных (2.4) уравнений:

(2.3)

(2.4)

получающихся из уравнений (1.1)–(1.3).
Фигурирующие в этих уравнениях величины  и  рассматриваются нами в даль-

нейшем как новые управления.
Таким образом, задача построения управляющей силы  и управляющего момента

 в рассматриваемой постановке сводится к синтезу требуемой составляющей wx

абсолютного линейного ускорения и требуемого абсолютного углового ускорения ,
входящих в качестве управлений в уравнения (2.3) и (2.4). Задача синтеза управлений
wx и  носит общий характер для всех движущихся объектов, рассматриваемых как
твердое тело, так как уравнения (2.3) и (2.4) справедливы для любого такого движуще-
гося объекта. Специфика объекта (его массово-инерционные и другие характеристи-
ки, действующие внешние возмущающие силы и их моменты) учитываются при по-
строении управляющей силы  и управляющего момента  на основе конечных
соотношений (2.1) и (2.2).

Введем в рассмотрение кинематический винт  твердого тела, отображение кото-
рого  на связанный с телом базис X определяется бикватернионом

s – символ (комплексность) Клиффорда, обладающий свойством  = 0, Uk = 
 – дуальные ортогональные проекции кинематического винта  на базис X.

Тогда векторные (2.3) и кватернионные (2.4) дифференциальные уравнения можно
заменить двумя следующими бикватернионными дифференциальными уравнениями:

(2.5)

в которых фазовыми переменными являются бикватернион  (отображение кинема-

тического винта  твердого тела на связанный базис X) и бикватернион 
конечного перемещения тела в инерциальном пространстве, главная часть которого
(кватернион ) характеризует ориентацию твердого тела в инерциальной системе ко-

ординат, а моментная (кватернион ) – местоположение тела в этой системе коорди-
нат (декартовые координаты  (k = 1, 2, 3) центра масс тела в этой системе коорди-
нат), а дуальным управлением – бикватернион , являющийся дуальной
композицией требуемого абсолютного углового ускорения  и требуемой составляю-
щей  абсолютного линейного ускорения тела.

Декартовые координаты  центра масс тела (т.е. проекции радиус-вектора  центра
масс твердого тела на оси инерциальной системы координат ξ) и проекции xk этого
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вектора на оси связанной с твердым телом системы координат X находятся через ком-

поненты кватернионов  и  по формулам [29, 40, 41]

Здесь и далее верхняя черта – символ кватернионного сопряжения.
Управления w и  складывается из программного и стабилизирующего управлений.

В соответствии с этим эти управления будем формировать в связанной системе коор-
динат  по формулам

(2.6)

(2.7)

или по формулам

(2.8)

(2.9)

Здесь  и  – проекции составляющей  абсолютного программного линейного
ускорения и абсолютного программного углового ускорения  тела на оси программ-
ной системы координат Z,  и  (или  и ) – проекции составляющей 
(или ) абсолютного стабилизирующего линейного ускорения и абсолютного стаби-
лизирующего углового ускорения  (или ) тела на оси связанной системы коорди-
нат X;  – собственный кватернион ошибки ориентации твердого тела (определен-
ный своими компонентами в связанном базисе X), характеризующий отклонение дей-
ствительной ориентации тела от его программной ориентации и определяемый
формулой

в которой  – кватернион программной ориентации тела в инерциальной системе
координат.

Бикватернион  (его компоненты  одинаковы в базисах  и Z), характеризую-
щий угловое и линейное программные движения тела в инерциальной системе коор-
динат, и бикватернионы  и  программных угловых и линейных скоростей тела и
программных управлений его движением, определенные в программной системе ко-
ординат Z, удовлетворяют бикватернионным уравнениям, аналогичным (2.5):

(2.10)

Величины  строятся на основе уравнений (2.10) в виде явных функций
времени:   . Их построение определяется конкретно
решаемой задачей, выбранным оптимизируемым функционалом качества и может
быть выполнено с помощью методов оптимального управления, например, с помо-
щью принципа максимума Понтрягина.

Стабилизирующие управления  (или ) и  (или ) строятся в виде некото-
рых функций ошибок по линейному и угловому положениям тела, а также ошибок по
линейной и угловой скоростям твердого тела на основе принципа обратной связи. Од-
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на из существующих здесь задач заключается в синтезе стабилизирующих управлений
местоположением и ориентацией твердого тела, обеспечивающих асимптотическую
устойчивость в большом или в целом произвольного программного пространственно-
го движения тела и другие требуемые характеристики его управляемого движения.

Многие известные решения задачи управления угловым движением твердого тела
ориентируются на реализацию конкретно выбранного программного углового движе-
ния твердого тела, например, на перевод твердого тела из некоторого начального угло-
вого положения в другое конечное положение при нулевых угловых скоростях тела в
этих положениях, или на реализацию плоского эйлерова поворота твердого тела и
других конкретных движений. Стабилизирующие управления угловым движением
строятся в виде линейных или нелинейных функций компонент кватерниона ошибки
по положению и проекций вектора ошибки по угловой скорости твердого тела исходя
из соображений простоты, накопленного опыта, геометрических и других соображе-
ний. Уравнения возмущенного движения твердого тела, замкнутые такими управле-
ниями, получаются нелинейными, а при ненулевых программных угловых скоростях
и нестационарными. Устойчивость таких предлагаемых законов управления доказы-
вается с помощью функций Ляпунова. Однако при этом остается открытой проблема
обеспечения желаемых динамических характеристик управляемого углового движе-
ния твердого тела, поскольку точное нахождение необходимых коэффициентов уси-
ления обратных связей, осуществляемое на основе уравнений возмущенного движе-
ния, невозможно в силу сложности этих уравнений. Аналогичные трудности суще-
ствуют и при решении задачи управления линейным (поступательным) движением
твердого тела и более общей задачи управления пространственным (угловым и линей-
ным) движением твердого тела.

В работах [18–25] автора статьи рассмотрена задача аналитического построения (с
использованием кватернионов) асимптотически устойчивых в большом или в целом
стабилизирующих управлений угловым движением твердого тела для его любого вы-
бранного программного углового движения. В основу решения задачи положен под-
ход, использующий приведение нелинейных нестационарных дифференциальных
уравнений возмущенного углового движения твердого тела к эталонным линейным
стационарным дифференциальным формам за счет использования соответствующих
обратных связей в предложенных законах управления. Такой подход позволяет обой-
ти вышеуказанные трудности аналитического синтеза стабилизирующих управлений
угловым движением твердого тела, проводимого на основе нелинейных уравнений
движения. В настоящей работе решается с использованием подходов, предложенных в
работах [18–25] для синтеза стабилизирующих управлений угловым движением твер-
дого тела, более общая задача синтеза стабилизирующих управлений пространствен-
ным движением твердого тела, обеспечивающих асимптотическую устойчивость в
большом любого выбранного программного пространственного движения тела и же-
лаемую динамику процесса управления. Отметим, что предлагаемые законы стабили-
зирующих управлений могут быть использованы для решения задачи перевода твердо-
го тела из его произвольного пространственного начального состояния (по положе-
нию и скорости) в требуемое состояние без использования программных управлений
и траекторий движения тела в силу обеспечения при использовании этих законов
асимптотической устойчивости в большом любого пространственного состояния тела
(частный случай этой задачи – перевод твердого тела из его произвольного простран-
ственного начального положения покоя в требуемое положение покоя).

3. Дифференциальные бикватернионные и винтовые уравнения возмущенного про-
странственного движения твердого тела. Введем ошибки (отклонения) по положению и
скорости твердого тела. В соответствии с бикватернионными формулами сложения
конечных перемещений [29, 30] бикватернион ошибки положения  определенныйξ,N
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своими компонентами  в инерциальной системе координат ξ, находится по форму-
ле

(3.1)

а бикватернион ошибки положения  определенный своими компонентами  в
связанной системе координат X, – по формуле

(3.2)

Отметим, что из соотношений (3.1) и (3.2) следует равенство скалярных частей биква-
тернионов  и : .

Бикватернион ошибки по скорости, определенный своими дуальными компонен-
тами в связанном базисе X, может быть введен по одной из следующих формул:

(3.3)

(3.4)

Компоненты бикватерниона ошибки по линейной и угловой скоростям  опреде-
ляемого соотношением (3.4), равны дуальным ортогональным проекциям винтовой
разности  на оси связанной системы координат X, в то время как компо-
ненты бикватерниона ошибки по линейной и угловой скоростям  определяемого
соотношением (3.3), не имеют смысла дуальных ортогональных проекций этой винто-
вой разности, а выражаются линейным образом через дуальные ортогональные проек-
ции винтов  и  на оси разных систем координат (связанной X и программной Z).

В соответствии с соотношениями (2.6)–(2.9) дуальное управление ,
являющееся дуальной композицией требуемого абсолютного углового ускорения  и
требуемой составляющей  абсолютного линейного ускорения тела, формиру-
ется в связанной системе координат X либо по формуле

(3.5)
соответствующей выражению (3.3), либо по формуле

(3.6)
соответствующей выражению (3.4), в виде винтовой суммы программного  и стаби-
лизирующего  (или ) управлений. В (3.6) бикватернион  как
и бикватернион  фигурирующий в (3.5), имеет смысл стабилизи-
рующего управления. Стабилизирующее управление  отвечает
винтовой разности  и закон его формирования будет отличаться от зако-
на формирования стабилизирующего управления  компоненты ко-
торого формируются в виде разности дуальных ортогональных проекций винтов  и

 на оси разных систем координат (X и Z).
Запишем нормальные и осцилляторные формы дифференциальных уравнений воз-

мущенного пространственного движения твердого тела, используя введенные пере-
менные. Нормальные формы уравнений в бикватернионных переменных  и

 имеют вид (3.7), (3.8) и (3.9), (3.10) соответственно:

(3.7)

(3.8)
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(3.9)

(3.10)
где × – символ винтового произведения.

Отметим, что в уравнениях (3.7), (3.8) фигурирует бикватернион  программно-
го местоположения и программной ориентации твердого тела, в то время как в урав-
нениях (3.9), (3.10) – бикватернион программной линейной и угловой скоростей

.
Из (3.7), (3.8) и (3.9), (3.10) получаем осцилляторные формы уравнений возмущен-

ного движения (3.11), (3.12) и (3.13), (3.14):

(3.11)

где

(3.12)

(3.13)

где

(3.14)

Здесь центральная точка – символ скалярного произведения.
Выделяя в первом уравнении (3.7) и в уравнении (3.11) скалярную и винтовую ча-

сти, получим уравнения первого и второго порядков относительно скалярной  и
винтовой  частей бикватерниона Nξ:

(3.15)

(3.16)

Фигурирующие здесь величины  и   определяются соотношениями
(3.8) и (3.12).

Выделяя в первом уравнении (3.9) и в уравнении (3.13) скалярную и винтовую ча-
сти, получим уравнения первого и второго порядков относительно скалярной  и
винтовой  частей бикватерниона Nx:

(3.17)

(3.18)
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Фигурирующие здесь величины   определяются соотношениями (3.14).
4. Стабилизирующие управления. Выразим стабилизирующие управления из полу-

ченных уравнений возмущенного движения. Для этого введем кососимметрическую
K(x) и симметрическую S(x) дуальные матрицы, сопоставляемые бивектору (винтовой
части бикватерниона) :

(4.1)

Запишем уравнения (3.15)–(3.18) в матричных формах, используя матрицы (4.1):

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Здесь E – единичная матрица размерами 3 × 3;   (не стоящие в круглых скоб-
ках после K) и    – дуальные матрицы-столбцы размерами 3 × 1, эле-
ментами которых являются соответственно компоненты винтовых частей одноимен-
ных бикватернионов   и бикватернионов     с нулевыми ска-
лярными частями.

Выразим трехмерные дуальные величины   рассматриваемые как новые
управления, из матричных уравнений (4.3), (4.5). При этом учтем соотношения

(4.6)

в которых верхний индекс T – символ транспонирования, а  – матрица дуаль-
ных направляющих косинусов углов между осями систем координат Z и X, имеющая
известный вид [29, 30]:

В этой матрице  – дуальные параметры Родрига–Гамильтона (Эйлера), ха-
рактеризующие ориентацию и местоположение твердого тела (системы координат X)
в опорной (программной) системе координат Z. Эти параметры являются компонен-
тами бикватерниона  Матрица  имеет такую же структуру, что и матрица

 и построена из компонент  бикватерниона 
Отметим, что матрица  может быть представлена в виде
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где кососимметричная K и симметричная S матрицы определяются соотношениями
(4.1). Аналогичное представление имеет и матрица .

В результате преобразований получаем следующие матричные выражения для но-
вых управлений  :

(4.7)

(4.8)

Трехмерные стабилизирующие управления  и  выражаются через величины
 и  по формулам

(4.9)

(4.10)

вытекающим из соотношений (3.12), (3.14).
Полученные выражения (4.7)–(4.10) определяют собой стабилизирующие управле-

ния  и  в виде функций ошибок по положению и скорости твердого тела и вто-
рых производных по времени от ошибок по положению. Подстановка в эти выраже-
ния таких законов изменения вторых производных по времени от ошибок по положе-
нию, которые отвечают желаемым динамическим характеристикам переходных
процессов управления, позволяет получить нужные законы стабилизирующих управ-
лений. В разделе 5 статьи рассматриваются два варианта задания вторых производных
по времени от ошибок по положению твердого тела в виде линейных функций оши-
бок по положению твердого тела и их первых производных по времени. При таком их
задании желаемая динамика управляемого движения твердого тела описывается ли-
нейными стационарными дифференциальными уравнениями второго порядка отно-
сительно ошибок по линейному и угловому положениям твердого тела (относительно
одной из выбранных переменных  или Nx). Соответствующий выбор постоянных
дуальных коэффициентов этих уравнений, являющихся коэффициентами усиления
нелинейных обратных связей, обеспечивает желаемые динамические характеристики
управляемого пространственного движения твердого тела.

5. Эталонные дифференциальные уравнения переходных процессов. Стабилизирую-
щие управления  и  будем формировать таким образом, чтобы уравнения воз-
мущенного пространственного движения твердого тела, замкнутые этими законами
управления, принимали эталонные дифференциальные формы. В качестве эталонных
дифференциальных форм для уравнений возмущенного движения твердого тела в пе-
ременных  и Nx примем формы (5.1) и (5.2):

(5.1)

(5.2)

Формы (5.1) и (5.2) – дуальные матричные линейные дифференциальные уравне-
ния второго порядка относительно дуальных трехмерных переменных (матриц –
столбцов)  и  с постоянными дуальными матричными коэффициентами. В них

P0, Q0 и ,  – диагональные матрицы с постоянными дуальными диагональными

элементами ,  и ,  (k = 1,
2, 3) соответственно; ,  и ,  – постоянные дуальные кососим-
метрические матрицы вида (4.1), сопоставляемые винтам ,  и ,  имеющим
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дуальные компоненты ,  и ,  со-
ответственно.

В случаях, когда   

 матрицы

где E, по-прежнему, – трехмерная единичная матрица, и уравнения (5.1), (5.2) могут
быть записаны в винтовом виде:

(5.3)

(5.4)

В этих уравнениях переменные  и  имеют смысл винтов, определенных сво-
ими дуальными ортогональными проекциями в системах координат  и  соответ-
ственно.

В соответствии с известной классификацией вторые слагаемые в уравнениях (5.1)–
(5.4) определяют собой управляющие диссипативные силы, третьи слагаемые – гиро-
скопические, четвертые – потенциальные (консервативные) силы, пятые – силы ра-
диальной коррекции.

6. Законы стабилизирующих управлений. Построим законы стабилизирующих
управлений, отвечающие эталонным дифференциальным формам (5.1), (5.2) уравне-
ний возмущенного движения твердого тела c замкнутой системой управления движе-
нием. Выражая из уравнений (5.1), (5.2) вторые производные  и подставляя их
в матричные соотношения (4.7), (4.8), получаем, учитывая (4.2), (4.4), следующие ду-
альные матричные выражения для управлений  и :

(6.1)

(6.2)

Трехмерные дуальные стабилизирующие управления  и  (дуальные компо-
зиции линейного и углового ускорений) выражаются через величины  и  по
формулам (4.9) и (4.10). Поэтому соотношения (4.9), (6.1) или (4.10), (6.2) образуют
различные законы формирования дуального стабилизирующего управления (ускоре-
ния)  или  в виде нелинейных функций ошибок по положению и скорости
твердого тела. При сообщении этого дуального стабилизирующего ускорения твердо-
му телу вместе с дуальным программным ускорением  или  в соответ-
ствии с формулами (3.5) или (3.6) дифференциальные нелинейные нестационарные
уравнения возмущенного движения твердого тела принимают эталонную форму (5.1)
или (5.2), инвариантную относительно любого выбранного программного простран-
ственного движения. Сообщение требуемого абсолютного дуального ускорения
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Hx =  твердому телу осуществляется за счет приложения к нему управляющей
силы  и управляющего момента , формируемых в соответствии с формулами
(2.1) и (2.2).

В частном случае дуальных скалярных коэффициентов усиления нелинейных об-

ратных связей, когда    ;  =

=    , законы формирования стаби-
лизирующих ускорений с учетом соотношений (4.6) существенно упрощаются и при-
нимают винтовой вид

(6.3)

(6.4)

Выделяя в соотношениях (6.3) и (6.4) главные и моментные части, получаем следу-
ющие векторные законы формирования стабилизирующих линейных и угловых уско-
рений:

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

Законы формирования угловых стабилизирующих управлений (6.6) и (6.8) совпада-
ют с аналогичными законами, полученными в работах [23, 24] (соотношения (7.6.11) и
(7.6.12) книги [25]).

Отметим, что полученные законы формирования стабилизирующих управлений
(6.1)–(6.4) и (6.5)–(6.8) имеют особую точку, когда ϕ = 180 град., в которой они вы-
рождаются (ϕ – эйлеров угол поворота твердого тела в возмущенном угловом движе-
нии). В этой точке величины  =  и , фигурирующие в знаменателях законов
управления, становятся равными нулю. Поэтому предлагаемые законы стабилизиру-
ющих управлений обеспечивают (при соответствующем выборе постоянных матрич-
ных ,  и , ; ,  и ,  или скалярных   (  );

  (  ) коэффициентов усиления нелинейных обратных
связей) асимптотическую устойчивость любого выбранного программного движения
твердого тела в большом, но не в целом. Можно показать, что эта особая точка в зако-
нах управления может быть устранена, но для этого нужно использовать (в рамках
предлагаемого подхода к синтезу стабилизирующих управлений) не трехмерные вин-
ты скоростей и ускорений пространственного движения твердого тела (бикватернио-
ны скоростей и ускорений с нулевыми скалярными частями), а “четырехмерные” ско-
рости и ускорения пространственного движения твердого тела (бикватернионы ско-
ростей и ускорений с ненулевыми дуальными скалярными частями, используемыми в
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алгоритме формирования стабилизирующих управлений). В отношении синтеза зако-
нов стабилизирующего управления угловым движением твердого тела такой подход
был предложен автором статьи в работах [23–25].

7. Динамика управляемого пространственного движения твердого тела. Выбор коэффи-
циентов законов управления. Построенные в разделе 6 законы изменения стабилизиру-
ющих ускорений представляют собой нелинейные функции компонент бикватернио-
на ошибки по линейному и угловому положению и компонент винта ошибки по ли-
нейной и угловой скорости твердого тела. Эти законы, реализуемые в системах
управления пространственным движением твердого тела, образуют нелинейные об-
ратные связи по положению и скорости твердого тела c дуальными скалярными или
матричными коэффициентами усиления.

Нелинейные нестационарные дифференциальные уравнения возмущенного про-
странственного движения твердого тела, замкнутые построенными законами управле-
ния, принимают вид дуальных матричных дифференциальных линейных уравнений
второго порядка, инвариантных относительно любого выбранного программного дви-
жения твердого тела, имеющих постоянные дуальные скалярные или матричные ко-
эффициенты. Эти коэффициенты уравнений являются коэффициентами усиления
нелинейных обратных связей (коэффициентами построенных законов стабилизирую-
щего управления). Поэтому динамика управляемого пространственного движения
твердого тела для таких законов управления полностью описывается дуальными ли-
нейными стационарными дифференциальными уравнениями, приведенными в раз-
деле 5, а задача нахождения необходимых значений коэффициентов усиления нели-
нейных обратных связей, обеспечивающих асимптотическую устойчивость и другие
требуемые качественные и количественные характеристики управляемого движения
твердого тела, сводится к задаче выбора коэффициентов этих уравнений. Эта задача
имеет не единственное решение и может быть решена на основе анализа общих ана-
литических решений эталонных дифференциальных уравнений, исходя из требуемых
качественных и количественных характеристик переходных процессов управления и
исходя из имеющихся ограничений на максимально допустимые скорости и ускоре-
ния твердого тела. К качественным характеристикам относятся устойчивость (асимп-
тотическая или неасимптотическая), вид процесса (колебательный, колебательный
затухающий, апериодический), оптимальность в том или ином смысле. К количе-
ственным характеристикам относятся периоды и частоты колебаний, коэффициенты
затухания, перерегулирование, запасы устойчивости, время переходного процесса и
другие. С точки зрения теории управления задача выбора коэффициентов эталонных
линейных стационарных дифференциальных форм может рассматриваться как задача
параметрического синтеза, модального управления, а также может рассматриваться в
других постановках.

Рассмотрим случай дуальных скалярных коэффициентов усиления обратных свя-

зей, когда    ; 

  . В этом случае дуальные матричные эталонные
дифференциальные уравнения (5.1) и (5.2) принимают одинаковый вид

(7.1)

(7.2)
Уравнения (7.1) и (7.2) распадаются на отдельные независимые дуальные скалярные
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Полагая  запишем общее решение дуального дифференциального
уравнения (7.1) (решение уравнения (7.2) совпадает по своей форме с решением урав-
нения (7.1)) для значений p0 и q0, удовлетворяющих условиям

(7.3)

Имеем

(7.4)

(7.5)

Здесь  ; C1, C2 – произвольные винтовые постоянные ин-
тегрирования, определяемые начальными (для момента времени  значения-
ми  винтов  и  связанными с начальными значениями Λ(0), 
искомых переменных Λ и  соотношениями

(7.6)

Здесь  – винтовая часть бикватерниона, стоящего в круглых скобках.
Как видно из (7.4), (7.5), для скалярных  и , удовлетворяющих условиям

(7.3), значение винтовой части  бикватерниона  ошибки положения твердого те-
ла в инерциальной системе координат ξ и ее первой производной по времени  в
процессе управления стремятся асимптотически к нулю, что соответствует переводу
твердого тела, имеющего произвольные начальные угловую и линейную скорости, из
произвольного начального углового и линейного положения на любую заданную про-
граммную траекторию и дальнейшему асимптотически устойчивому движению твер-
дого тела по программной траектории с требуемыми программными угловой и линей-
ной скоростями и программными угловым и линейным ускорениями. При этом зако-
ны изменения всех дуальных переменных  и  в процессе управления

для дуальных скалярных коэффициентов   усиления нели-
нейных обратных связей носят качественно одинаковый характер (затухающий коле-
бательный) и имеют такие одинаковые количественные характеристики, как частоты
(периоды) колебаний, коэффициенты затухания. Отметим, что для скалярных 

и  в случаях  и  законы изменения всех дуальных перемен-
ных  и  в процессе управления для дуальных скалярных коэффициен-
тов P0, Q0 будут иметь одинаковый затухающий апериодический характер.

Анализ (7.4), (7.5) показывает, что управляемое движение носит характер плоского
винтового движения твердого тела в случае, когда винт  а также в случае,
когда винтовые части  и  бикватернионов  и  параллельны, что
означает равенство нулю для начального момента времени ошибок по угловой и ли-
нейной скоростям твердого тела или (во втором случае) параллельность для этого мо-
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мента времени винта  ошибки по угловой и линейной скоростям твердого тела и
винта  ошибки по угловому и линейному положениям.

Соотношения (7.3)–(7.6) позволяют определить необходимые значения дуальных
скалярных коэффициентов усиления нелинейных обратных связей P0 и Q0 исходя из
требуемых качественных и количественных характеристик переходного процесса и
исходя из имеющихся ограничений на максимально допустимые скорости и ускоре-
ния твердого тела.

Отметим, что использование дуальных матричных коэффициентов усиления нели-
нейных обратных связей по положению и скорости твердого тела в общих законах
управления пространственным движением твердого тела (6.1) и (6.2) позволяет реали-
зовать взаимосвязанную желаемую динамику каналов управления движением, опти-
мальную в том или ином смысле и описываемую дуальными матричными линейными
дифференциальными уравнениями второго порядка (5.1) и (5.2) c дуальными матрич-
ными коэффициентами.

Заключение. В статье изучена в динамической нелинейной постановке с использо-
ванием параболических бикватернионов Клиффорда и дуальных матриц задача по-
строения управления пространственным движением твердого тела, обеспечивающего
асимптотически устойчивый в большом перевод твердого тела, имеющего произволь-
ные начальные угловую и линейную скорости, из его произвольного заранее незадан-
ного начального углового и линейного положения на любую выбранную программ-
ную траекторию пространственного (углового и линейного) движения и дальнейшее
асимптотически устойчивое движение твердого тела по этой траектории с необходи-
мыми (программными) угловыми и линейными скоростями и ускорениями. При этом
переходный процесс управления должен иметь желаемые качественные и количе-
ственные динамические характеристики.

Для решения задачи управления пространственным движением твердого тела в
инерциальной системе координат использованы бикватернионные модели движения
свободного твердого тела и концепция решения обратных задач динамики, с помо-
щью которой задача построения управляющего момента и управляющей силы сводит-
ся к задаче синтеза требуемого углового и линейного ускорений твердого тела. По-
следняя задача носит общий характер для всех движущихся объектов, рассматривае-
мых как твердое тело, и поэтому представляет самостоятельный интерес. Требуемые
угловое и линейное ускорения формируются в виде суммы программного и стабили-
зирующего угловых и линейных ускорений. Построение программных углового и ли-
нейного ускорений может быть выполнено с помощью методов теории оптимального
управления.

Основное внимание в статье уделено синтезу стабилизирующих углового и линей-
ного ускорений твердого тела. Оно формируется по принципу обратной связи в виде
нелинейной винтовой функции компонент бикватерниона ошибок ориентации и ме-
стоположения твердого тела, а также дуальных компонент кинематического винта
твердого тела (дуальных композиций проекций векторов ошибок по угловой и линей-
ной скоростям твердого тела) так, чтобы нелинейные нестационарные дифференци-
альные уравнения возмущенного пространственного движения твердого тела, замкну-
тые предлагаемыми законами управления, принимали эталонный вид: вид линейных
стационарных дуальных матричных дифференциальных уравнений второго порядка
относительно винтовой переменной, характеризующей конечные ошибки ориента-
ции и местоположения твердого тела (относительно винтовой части бикватерниона
ошибок ориентации и местоположения твердого тела). Постоянные коэффициенты
(дуальные скалярные или матричные) этих (эталонных) уравнений имеют смысл ду-
альных коэффициентов усиления нелинейных обратных связей по угловому и линей-
ному положениям, а также по угловой и линейной скоростям, реализуемых системой
управления пространственным движением твердого тела, а сами уравнения описыва-
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ют эталонную динамику переходных процессов управления. Это позволяет аналити-
чески точно определять коэффициенты усиления нелинейных обратных связей исхо-
дя из желаемых качественных и количественных динамических характеристик пере-
ходного процесса управления.

Центральную роль в построенной теории играют нелинейные нестационарные
дифференциальные уравнения возмущенного пространственного движения твердого
тела. Применение бикватернионов конечных перемещений позволяет построить ком-
пактные и наглядные уравнения возмущенного движения твердого тела, удобные для
построения асимптотически устойчивых в большом управлений ориентацией и ме-
стоположением твердого тела. В статье рассматриваются два бикватернионных спосо-
ба описания ошибок по угловому и линейному положениям твердого тела: с помощью
бикватерниона ошибки ориентации и местоположения, определенного своими дуаль-
ными компонентами в основной (инерциальной) системе координат, и с помощью
бикватерниона ошибки ориентации и местоположения, определенного своими дуаль-
ными компонентами в связанной с твердым телом системе координат (с помощью
собственного бикватерниона ошибки ориентации и местоположения). Кроме этого,
рассматриваются два способа описания ошибок по угловой и линейной скоростям, а
также стабилизирующих углового и линейного ускорений твердого тела: 1) винтовой,
когда ошибки по угловой и линейной скоростям и стабилизирующие угловое и линей-
ное ускорения формируются в виде винтовых разностей действительного и программ-
ного винтов скоростей твердого тела и винтов действительного и программного уско-
рений; 2) формальный, когда ошибки по угловой и линейной скоростям и стабилизи-
рующие угловое и линейное ускорения формируются в виде разностей дуальных
проекций соответствующих винтов, определенных в разных системах координат. По-
лученные с помощью этих способов дифференциальные уравнения возмущенного
движения различаются как по форме, так и по смыслу используемых переменных, что
приводит к разным дуальным законам формирования стабилизирующего управления.

В статье построены два вида винтовых законов управления, соответствующих двум
различным формам дифференциальных уравнений возмущенного пространственного
движения твердого тела, с дуальными матричными или скалярными коэффициентами
усиления нелинейных обратных связей, которые позволяют реализовать взаимосвя-
занную или развязанную желаемую динамику каналов управления движением, опти-
мальную в том или ином смысле и описываемую дуальными матричными линейными
дифференциальными уравнениями второго порядка c дуальными постоянными мат-
ричными или скалярными коэффициентами. Эти законы управления позволяют
обеспечить требуемые качественные и количественные динамические характеристики
процесса управления пространственным движением твердого тела.

Предлагаемые законы управления могут быть использованы в инерциальных систе-
мах управления пространственным движением подвижных объектов, построенных на
бесплатформенных принципах, когда подвижный объект имеет на своем борту бес-
платформенную инерциальную навигационную систему, измеряющую проекции век-
торов абсолютной угловой скорости вращения и кажущегося ускорения объекта на
связанные с ним координатные оси и вырабатывающую с помощью бортового вычис-
лителя компоненты бикватерниона действительного углового и линейного положе-
ния объекта в инерциальной системе координат и проекции его абсолютной линей-
ной скорости на связанные с ним координатные оси или на оси инерциальной систе-
мы координат. Эти законы управления могут быть также реализованы в системах
управления движением роботов-манипуляторов, в которых используется принцип
управления по абсолютному угловому и линейному положениям и по абсолютным уг-
ловой и линейной скоростям выходного звена робота-манипулятора.

Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта 19-01-00205.
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