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В статье в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля построены точ-
ные решения двух неоднородных краевых задач теории упругости для полуполосы со
свободными длинными сторонами: 1) торец полуполосы свободен, 2) торец полупо-
лосы жестко защемлен. Для решения неоднородной задачи в свободной полосе ис-
пользуется соотношение ортогональности Папковича. К нему потом добавляется
точное решение для полуполосы.
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1. Введение. В статье получены точные решения для полуполосы со свободными
длинными сторонами. Внешняя нагрузка действует внутри полуполосы вдоль ее оси
(четно-симметричная деформация). Торец полуполосы свободен (напряжения равны
нулю) или жестко защемлен (перемещения равны нулю). Вначале решается соответ-
ствующая неоднородная задача для бесконечной полосы. Затем с помощью точных
решений для полуполосы [1, 2] удовлетворяются граничные условия на торце.

Решение неоднородной задачи в бесконечной полосе строится с использованием
соотношения ортогональности Папковича. Это позволяет существенно упростить
процесс решения, а окончательные формулы представить в виде рядов по собствен-
ным функциям Папковича–Фадля, коэффициенты которых записываются в простом
явном виде.

В 1940 П.Ф. Папковичем в статье [3] было получено соотношение биортогонально-
сти для собственных функций, возникающих при решении краевой задачи в полупо-
лосе со свободными длинными сторонами. В работе [1] отмечалось, что соотношение
ортогональности Папковича можно использовать для бесконечной полосы с разрыва-
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ми перемещений или напряжений. Известно [4], что задачи с разрывами эквивалент-
ны неоднородным краевым задачам теории упругости. Основываясь на этом, с помо-
щью соотношения ортогональности Папковича можно быстро получить решение не-
однородной задачи для свободной полосы.

2. Решение неоднородной задачи в бесконечной полосе. Простой путь решения неод-
нородной задачи для свободной полосы основан на соотношении ортогональности
Папковича. В этом случае результат получается в виде рядов 

(2.1)

по собственным функциям Папковича–Фадля

(2.2)

где λk – комплексные корни трансцендентного уравнения  [1, 2].
Известны различные формы записи соотношения ортогональности Папковича.

Воспользуемся той, что приведена в статье [1]:

(2.3)

Если на торце правой полуполосы  со свободными длинными сто-
ронами заданы продольные нормальные напряжения X(y) и поперечные перемещения
V(y), то коэффициенты Ak рядов (2.1) легко найти с помощью (2.3):
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Продолжая решение из правой полуполосы в левую как нечетно-симметричное и
полагая в (2.4)  (в силу нечетности продолжения), получим формулы (2.1),
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описывающие решение задачи в свободной бесконечной полосе с разрывами нор-
мальных напряжений. В этих формулах

(2.5)

Если подставить (2.5) в первые две формулы (2.1), то с помощью теоремы о вычетах
получим

(2.6)

Проверим выполнение уравнений равновесия и совместности деформаций для ре-
шения (2.1). Используя равенства, которым удовлетворяют собственные функции
Папковича–Фадля:

(2.7)

а также следующие свойства обобщенных функций [5] (штрихом обозначена произ-
водная дельта-функции):

(2.8)

с учетом формул (2.6) получим

(2.9)

Как известно, уравнения (2.9) соответствуют неоднородной задаче [6]. Следова-
тельно, решение (2.1) с разрывами нормальных напряжений эквивалентно решению
неоднородной задачи для свободной полосы.

Если в формулах (2.1) заменить x на x – β, то получим

(2.10)

3. Решение неоднородной задачи для полуполосы со свободными длинными сторонами.
Решение неоднородной задачи для полуполосы Π со свободными длинными сторона-
ми и какими-либо граничными условиями на торце получается как сумма решений
неоднородной задачи для свободной полосы (2.10) и однородной задачи для полупо-
лосы Π.

−
ξ λ

+ ν λ 
1

3
1

1= ( ) ( , )
2(1 )

k k
k

A X y y dy

σ = σ = ν(0, ) ( ), (0, ) ( )x yy X y y X y

λ = −λ λ λ = −λ λ( , ) ( , ), ( , ) ( , )xy k k x k y k k xy k
d dt y s y s y t y
dy dy

λ λ= δ δ = δ δ = δ δ =| | | |sign( ) 2 ( ), ( ) ( ), '( ) '( ), ( ) sign( ) 0k kx xd x x x e x x e x x x
dx

∂ ∂ ∂ ∂σ + τ = δ σ + τ =
∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂+ σ + σ = + ν δ 
∂ ∂ 

2 2

2 2

( , ) ( , ) 2 ( ) ( ), ( , ) ( , ) 0

( ( , ) ( , )) 2(1 ) ( ) '( )

x xy y xy

x y

x y x y X y x x y x y
x y y x

x y x y X y x
x y

∞
λ −βσ − β + − β λ

| |

=1
( , ) = sign( ) sign( ) 2 Re[ ( , ) ]k x

x k x k
k

x y C x x A s y e

∞
λ −βσ − β λ

| |

=1
( , ) = sign( ) 2 Re[ ( , ) ]k x

y k y k
k

x y x A s y e

∞
λ −βτ λ

| |

=1
( , ) = 2 Re[ ( , ) ]k x

xy k xy k
k

x y A t y e

∞
λ −β− β + ξ λ

+ ν 
| |

=1

| |( , ) = 2 Re[ ( , ) ]
2(1 )

k x
k k

k

C xU x y A y e

∞
λ −βν− − β + − β χ λ

+ ν 
| |

=1
( , ) = sign( ) sign( ) 2 Re[ ( , ) ]

2(1 )
k x

k k
k

C yV x y x x A y e



36 КОВАЛЕНКО и др.
Последнее имеет вид [7] ( )1:

a) если на торце полуполосы заданы нормальные напряжения, то

(3.1)

b) если на торце полуполосы заданы касательные напряжения, то

(3.2)

Здесь  – нормирующий множитель, а  – коэффициенты Лагранжа
[1, 2], которые нужно найти из граничных условий на торце полуполосы. Постоянным
B0, C0 соответствует элементарное решение.

3.1. Решение неоднородной задачи для полуполосы со свободным торцом. Рассмотрим
неоднородную задачу для полуполосы  со свободным торцом (рис. 1).

Воспользуемся формулами (2.10), (3.1), (3.2) и будем считать, что при x = 0

(3.3)

1 Аналогичные формулы, описывающие решение однородной задачи для полуполосы, были получены
встатье [8], но для нечетно-симметричной деформации полуполосы.
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Рис. 1
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Отсюда получим

(3.4)

Умножим равенства (3.4) на функции, биортогональные к собственным функциям
Папковича–Фадля, и проинтегрируем. Следуя [2], на основании соотношений биор-
тогональности найдем

(3.5)

Подставив эти выражения в формулы (3.1), (3.2) и складывая их с соответствующи-
ми формулами (2.10), получим полное решение неоднородной задачи для полуполосы
со свободными длинными сторонами и торцом, у которой в сечении x = β действует
направленная вдоль оси  четно-симметричная нагрузка 2X(y).
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Рис. 2
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3.2. Решение неоднородной задачи для полуполосы с жестко защемленным торцом. Рас-
смотрим неоднородную задачу для полуполосы Π с жестко защемленным торцом
(рис. 2).

Вновь воспользуемся формулами (2.10), (3.1), (3.2) и будем считать, что при x = 0

(3.8)

При  и B0, равной (3.7), элементарное решение (3.6) удовлетворяет условию
отсутствия перемещений на торце полуполосы. Поэтому из (3.8) получим следующие
два уравнения относительно коэффициентов Лагранжа σk и τk:

(3.9)

Отсюда, как и выше, придем к системе из двух алгебраических уравнений:
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пряжений или перемещений и эквивалентных им неоднородных задач. Все решения
будут представляться рядами по собственным функциям Папковича–Фадля.

2. В случае защемленного торца напряжения не имеют особенности в угловых точ-
ках полуполосы, в отличие от соответствующих решений для бесконечного клина.
Причина этого заключается в том, что, в отличие от решения, полученного в статье, в
решении для клина тип граничных условий меняется в точке (вершине клина), лежа-
щей на одной координатной линии, а именно вдоль границы клина. В статье [9] было
показано, что в задачах для полуполосы или прямоугольника в этом случае соответ-
ствующей особенностью должны обладать функции, биортогональные к функциям
Папковича–Фадля. Поэтому решение для клина не может рассматриваться как
асимптотическое в соответствующих задачах для полуполосы, т.к. это и физически и
математически разные задачи.

3. Функция X(y) должна обращаться в нуль в окрестности точек (  ). Ес-
ли это условие не выполняется, то решение задачи может оказаться нерегулярным в
этих точках в смысле Н.И. Мусхелишвили [10].

4. Известно, что соотношение ортогональности Папковича остается справедливым
и для других типов однородных граничных условий на сторонах полосы, в частности,
когда ее стороны жестко защемлены. Поэтому рассмотренным в этой статье методом
можно построить простые точные решения для широкого круга (с различными гра-
ничными условиями) неоднородных краевых задач в полуполосе (в прямоугольнике).
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