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Настоящая работа посвящена определению напряженного состояния неограничен-
ного пространства в окрестности цилиндрической полости (толстостенная плита с
отверстием), имеющей в поперечном сечении форму близкую к правильной много-
угольной (задача Галина–Ивлева). В качестве модели материала пространства ис-
пользовалась модель среды, учитывающая стареющие упруговязкопластические
свойства. Решение проводилось в рамках метода малого параметра, характеризую-
щего отклонение формы отверстия от окружности, а также возмущение статических
граничных условий. При этом невозмущенному состоянию соответствует осесим-
метричное упругопластическое напряженно-деформированное состояние толстой
плиты с круговым отверстием из стареющего упруговязкопластического материала.
В результате решения задачи получены аналитические выражения для компонент
напряжений, а также уравнение для определения формы и размера границы раздела
зон упругого и пластического деформирования плиты.

Ключевые слова: модель стареющего упруговязкопластического материала, двухосное
растяжение, толстая плита с некруговым отверстием, метод возмущений, напряжен-
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Модель наследственно стареющего вязкопластического материала была предложе-
на Д.Д. Ивлевым и Н.Х. Арутюняном в работе [1]. В работах Ф.Б. Милявской построе-
ны поля напряжений в толстой плите из стареющего материала вблизи кругового [2]
или эллиптического [3] отверстия при двухосном растяжении.

Подходы к постановке и исследованию неклассических задач наращивания вязко-
упругих стареющих тел, основанные на приведении к задачам теории упругости, а так-
же математические методы их решения активно и успешно разрабатываются в рамках
научной школы, созданной А.В. Манжировым (см., например, [4–6]).

На основе общих идей теории возмущений в работах А.Н. Спорыхина и его учени-
ков развита трехмерная линеаризированнная теория устойчивости сложных сред, в
том числе сред, обладающих одновременно упругими, вязкими и пластическими
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свойствами при малых и конечных докритических деформациях [см., например, 7, 8].
С использованием схемы Ивлева–Ершова [9] получен ряд приближенных решений
одного класса цилиндрических задач для упруговязкопластических материалов [см.,
например, 10], в том числе с учетом температурных эффектов [11].

Настоящим исследованием авторы продолжают цикл работ Д.Д. Ивлева и его уче-
ников в направлении получения аналитических зависимостей, описывающих напря-
женные состояния в плоских упругопластических задачах о толстых плитах с некруго-
выми отверстиями методом малого параметра.

В данной статье решается задача о распределении поля напряжений в толстой пли-
те, ослабленной цилиндрической полостью с формой поперечного сечения близкой к
правильной m-угольной (m – количество сглаженных углов многоугольника). Мате-
риал плиты моделируется стареющей средой с упруговязкопластическими свойства-
ми. На бесконечности плита растягивается взаимно перпендикулярными усилиями с
интенсивностями P1(t) и P2(t). По внутренней поверхности полости приложена равно-
мерно распределенная нагрузка интенсивностью P0(t). Рассматривается такая схема
нагружения, при которой в плите возникает зона пластического деформирования ма-
териала, полностью охватывающая внутреннюю поверхность цилиндрической полости.
Необходимым условием реализации такого состояния является условие монотонного
возрастания функциональных зависимостей P1(t) и P2(t). Задача решается методом ма-
лого параметра в рамках плоско-деформированного состояния в цилиндрической си-
стеме координат ( ), при этом ось 0z направлена вдоль цилиндрической полости.

В зоне неупругих деформаций выполняется условие наследственной пластичности
[1]

(1)

где  – ядро наследственного оператора [1–3], k(t) – переменный предел текуче-
сти,  – радиальная, тангенсальная и касательная компоненты тензора на-
пряжений соответственно.

Решение будем проводить в рамках метода возмущений. В качестве малого пара-
метра выберем величину δ, характеризующую отклонение формы рассматриваемого
контура поперечного сечения полости от окружности, а также возмущение статиче-
ских граничных условий. В этом случае все решения задачи представляются в виде ря-
дов по степеням этого малого параметра [9, 10], при этом ограничимся только линей-
ными по δ членами разложения

(2)

где верхний индекс указывает на номер приближения, rs(t) – радиус упругопластиче-
ской границы в плите.

В плоскости плиты, перпендикулярной оси 0Z, согласно [10] запишем уравнение
контура, ограничивающего отверстие в плите до деформации

(3)
где α – радиус кругового контура в невозмущенном состоянии.

Возмущение статических граничных условий примем в виде

(4)

В соотношениях (3), (4) d1, d2 – константы, принимающие значения из отрезка [0,
1]. При этом вариант ,  – соответствует двухосному растяжению толстой
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плиты с круговым отверстием, а в случае ,  имеет место плита с отверстием
близким по форме к правильному m-угольному под действием нормального давления.

Решение проведем в безразмерных параметрах и переменных, оставив им их преж-
ние обозначения. При этом величины, имеющие размерность напряжений, отнесем к –

; величины, имеющие размерность длины отнесем к радиусу  упру-
гопластической границы в плите для нулевого приближения в начальный момент вре-
мени; время t отнесем к некоторой константе t0, имеющей размерность времени.

В качестве нулевого приближения выберем осесимметричное состояние неограни-
ченного пространства, содержащего цилиндрическую полость, имеющую в попереч-
ном сечении форму окружности радиуса α. На бесконечности данная конструкция
растягивается взаимно перпендикулярными усилиями с интенсивностью P(t) =
= .

В этом случае согласно [2, 3] поля напряжений в упругой области деформирования
толстостенной плиты описываются формулами

(5)

в пластической зоне соотношениями

(6)

Здесь и далее индекс “p” вверху величин указывает их принадлежность к пластиче-
ской зоне, а индекс “e” – к упругой, ϕ(t) – функция от времени.

Радиус раздела зон упругого и пластического деформирования в толстой плите в
нулевом приближении описывается следующим выражением

(7)

Знание аналитических зависимостей (5)–(7), описывающих нулевое приближение
позволяет перейти к определению решения в первом приближении.

Граничные условия на бесконечности для первого приближения имеют вид [9]

(8)

Общий вид линеаризованных условий сопряжения в напряжениях на упругопла-
стической границе в плите для первого приближения описываются соотношениями

(9)

В (9) и далее квадратные скобки обозначают разность стоящих в них величин в
упругой и пластической областях.

Граничные условия на внутреннем контуре отверстия в толстой плите с учетом (3) и
[1, 2, 12] представляются следующими выражениями

(10)

=2 0d ≠1 0d

( )∞ →∞
= lim

t
k k t (0)(0)sr

( ) ( ) ∞+1 2( )P t P kt

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ρ θ ρθ

ϕ ϕ
σ = − σ = + τ =

ρ ρ
0 0 0

2 2, , 0e e et k t t k t
P t P t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ρ θ ρθ

ρ ρ     σ = ϕ − σ = ϕ + − τ =     
     α α

0 0 0
0 02 ln , 2 ln 1 , 0p p pk t t P t k t t P t

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

 −
= α ⋅ − ϕ 

0 0exp 1s
P t P t

r t
k t t

( ) ( )∞
ρ

∞ ∞
θ ρθσ = − δ θ σ = + δ θ τ = δ θ2 2 2cos 2 , cos 2 , sin 2e e eP t d P t d d

ρ=

 ∂σ
σ + = 

∂ρ  

(0)
(1) (1)

1

0ij
ij sr

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρ ρθρ=α ρ=α
σ = − ϕ θ τ = − ϕ θ1 1

1 12 cos , 2 sin p pd k t t m md k t t m



137НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ НЕОГРАНИЧЕННОГО ПРОСТРАНСТВА
В пластической области плиты , согласно [1, 9, 10] и с учетом условий
(10) выражения для напряжений в первом приближении имеют вид

(11)

где величина .
В упругой области при ρ > 1 согласно [1, 3, 10, 13] и при учете граничных условий

(8), напряженное состояние описывается формулами

(12)

где .

Таким образом, полученные соотношения (11), (12) определяют напряженное со-
стояние в толстой плите из стареющего упруговязкопластического материала для пер-
вого приближения.

Вид упругопластической границы в первом приближении  определяется линеа-
ризованным условием [2, 9]

(13)

Из (13) с учетом (11), (12) получим соотношение для определения радиуса упруго-
пластической границы в толстой плите для первого приближения в форме

(14)
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если в указанных соотношениях положить , то приходим к решению [2] зада-
чи о двухосном растяжении толстой плиты с круговым отверстием; если в соотно-
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Рис. 1
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шениях (11), (12), (14) принять  и m = 2, то полученные решения совпадают с ре-
шениями [3] задачи о толстой плите с эллиптическим отверстием под действием нор-
мального давления.

Для построения графических зависимостей, иллюстрирующих форму и размер
упругопластической границы в плите в различные моменты времени, положим [3]
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Рис. 3
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В качестве оставшихся относительных исходных данных примем

На рисунках 1–4 представлены контур отверстия в плите (кривые 1), а также форма
и размер границы раздела зон упругого и пластического деформирования материала в
различные моменты времени (кривые 2, 3, 4, 5) для случаев контура отверстия близ-
кой к правильной треугольной форме (m = 3 – рис. 1), квадратной (m = 4 – рис. 2),
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правильной пятиугольной (m = 5 – рис. 3) и правильной шестиугольной (m = 6 – рис. 4).
При этом на каждом из рисунков 1–4 кривые 2 соответствуют начальному моменту
времени t = 0, кривые 3, 4 – относительным моментам t = 12, 20, кривые 5 описывают
положение и форму упругопластической границы при .

Отметим, что используемый в настоящей работе подход применения метода малого
параметра для получения аналитических зависимостей, описывающих поля напряже-
ний и перемещениях в толстых плитах с некруговыми отверстиями допускает обобщение
на случаи более сложных моделей сред, предложенных в [1]. В частности данный подход
может быть использован для получения аналитических зависимостей для модели наслед-
ственно неоднородно-стареющего трансляционно-упрочняющегося упруговязкопла-
стического тела.
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