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Предложен подход к моделированию сегнетоэлектрической гетероструктуры с пред-
варительно напряженным покрытием, выполненным из двухкомпонентного функ-
ционально-градиентного материала. В качестве материалов покрытия рассмотрены
различные виды керамик на основе PZT с близкими значениями упругих модулей и
значительным различием пьезоэлектрических и диэлектрических параметров. На-
чально-деформированное состояние (НДС) покрытия вызвано действием электри-
ческого поля и одноосным механическим растяжением. На примере задачи о рас-
пространении sh-волн исследовано влияние начального электростатического поля
на особенности распространения ПАВ при различных соотношениях параметров
материалов покрытия и характера локализации неоднородности
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1. Введение. Основы создания акустоэлектронных устройств были заложены в [1–
5]. Особенности технологии получения новых типов сегнетоэлектрических структур
из керамики с переменными свойствами или кристаллических пленок приводят к по-
явлению деформаций, изменяющих физические свойства исходных материалов. В ра-
ботах [6–8] построены линеаризованные определяющие соотношения динамики
предварительно напряженной электро- [6, 7] и электротермоупругой [8] сред при на-
личии внешних электрических полей. Влияние электростатического поля на процес-
сы распространения акустических волн в кристаллических пластинах рассмотрены в
статьях [5, 9]. В работе [10] на примере структур “пьезоэлектрический кристалл/изо-
тропная подложка” и “изотропный слой/пьезоэлектрическая подложка” исследовано
влияние электростатического поля на параметры дисперсии и анизотропию распро-
странения волн Рэлея и Лява. Особенности распространения сдвиговых волн в слои-
стых преднапряженных средах рассмотрены в [11–15]. Изучено влияние начальных
напряжений на скорости распространения волн Лява и Гуляева–Блюстейна [11–14].
Исследованы процессы распространения волн в функционально-градиентных пьезо-
активных средах, параметры которых допускают построение аналитического решения
[15–18]. В работе [19] исследованы особенности распространения sh-волн в зависимо-
сти от физических свойств покрытия, локализации неоднородности и величины зоны
перехода одного материала покрытия в другой. В статьях [20–23] использована обоб-
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щенная модель преднапряженной сегнетоэлектрической структуры, состоящей из од-
нородного полупространства с неоднородным покрытием. Оно моделируется либо
слоем из ФГПМ, либо пакетом однородных или неоднородных слоев [21, 22]. В работе
[20] исследовано влияние характера, интенсивности и области локализации неодно-
родности на распространение ПАВ. В настоящей работе в рамках модели сегнетоэлек-
трической гетероструктуры с преднапряженным функционально-градиентным по-
крытием исследовано влияние начального электростатического поля и начальных де-
формаций на скорости ПАВ с учетом характера неоднородности и ее локализации.

2. Постановка задачи. Рассматривается задача о распространении в направлении 
sh-волн по поверхности составной пьезоактивной среды, представляющей собой од-
нородное полупространство ,  с покрытием , изменение
свойств которого определено выражениями:

(2.1)

, , ,  – соответственно плотность и упругие, пьезоэлектрические и диэлектри-
ческие модули материала полупространства, в качестве которого использован пьезо-
электрик класса 6 mm с осью симметрии направленной вдоль оси , векторы поляри-
зации полупространства и покрытия совпадают. НДС покрытия однородно и наво-
дится за счет действия начальных механических напряжений и однородного
электростатического поля [6–8]:

(2.2)

Здесь R, r – радиус-векторы точки среды в НДС и естественном состоянии (ЕС), соот-
ветственно, ,  – главные относительные удлинения,  – символ Кронекера,

 – электрический потенциал, E0 – напряженность электрического поля в НДС.
Колебания среды вызваны действием удаленного источника, характер колебаний –

гармонический, режим – установившийся, динамический процесс удовлетворяет
условиям

(2.3)

Задача о распространении ПАВ в составной преднапряженной электроупругой сре-

де с металлизированной поверхностью описывается уравнениями [6–8] (  +
+ m(1)):

(2.4)

с граничными условиями на поверхности:

(2.5)

на границе раздела сред:

(2.6)

на бесконечности:

(2.7)

Здесь  – оператор Гамильтона,  – расширенный вектор пере-
мещений, ϕ(n) – электрический потенциал, n – вектор внешней нормали к поверхно-

сти структуры в системе координат, связанной с ЕС;  – плотность материала n –
составляющей в ЕС (n = 1, 2 – покрытие и полупространство);  – оператор Лапласа.
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Компоненты линеаризованных тензоров напряжений Пиолы , Пиолы–Максвел-
ла m(n) и “материального” вектора индукции d(n) [6–8] представляются в виде

Для преднапряженного покрытия вид коэффициентов , , ,  приве-
ден в [7, 8].

Для однородного материала подложки в ЕС выполняются соотношения:

Далее для удобства изложения используем более компактное представление тензо-
ра напряжений и вектора индукции:

с обозначениями:

С учетом выражений (2.1) и (2.3) задача (2.4)–(2.7) о колебаниях составной электро-
упругой среды с предварительно напряженным неоднородным покрытием имеет вид
[19–21, 23]:
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С граничными условиями:

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

( )nΠ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Θ = Π + Π = + ϕ

= ζ + ψ ϕ = − η ϕ

, ,

, , , ,

* *, ,

* * * *,

n n n n n n n n
s p plk lk lk lk lksp lkp

n n n n n n n n n n
s p p s p plk lksp lkp l lsp lp

m c u e

m u d g u

( )1 *
lkspc ( )1 *

lspe ( )1 *
lspg ( )η 1 *

lp

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = = η = ε = ε δ + β2 2 2 2 2 2 2 2
0

* * * *, , lplksp lksp lsp lsp lsp lp lp lpc c e g e

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Θ = θ + θ ϕ = θ + θ ϕ, , , ,4 44,n n n n n n n n n n
s p p s p plk lksp lksp l l sp lu d u

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ = + ξ θ = + ψ = θ = −η =4 4 44
* * * * * *, , , , , , , 1,2,3n n n n n n n n n n

lksp lksp lksp lk p lkp lkp l sp lsp l p lpc e п k l s p

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= =

= =

∂θ + θ + θ = ρ < ≤
∂

θ + θ + θ =

 

 

122 4
1 1 1 1 1 1 1 3

233 3, 34 4, 23 2,2 ,2 2
1 3

2 4
1 1 1 1 1 1
43 3, 44 4, 24 2,2 ,2

1 3

[ ] , 0 :

[ ] 0

k k kk k k kk k k
k k

k k kk k k kk k k
k k

u
u u u x H

t

u u u

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

=

=

∂θ + θ = ρ ≤
∂

θ + θ =





222
2 2 2 2 2 3

233 3, 34 4, 2
1

2
2 2 2 2
43 3, 44 4,

1

[ ] , 0 :

[ ] 0

k k kk k k kk
k

k k kk k k kk
k

u
u u x

t

u u

( ) ( ) ( )
= =

=
Θ = θ =2 2

4
1 1 1

23 23 2 ,2
3
[ ] 0x H x Hk k

k
u

( )
=

=
2

1
4 0

x H
u

( ) ( )
= = = = ==

= Θ = Θ =
2 2 2 22 02

1 2 (1) (2) (1) (2)
23 23 2 20 0 0 00

, ,
x

e e

x x x xx
d du u

→−∞
→

2

(2) 0
x

eu



104 БЕЛЯНКОВА, КАЛИНЧУК
В рамках предположений (2.2), участвующие в (2.8)–(2.10) коэффициенты  име-
ют вид:

Компоненты Pij тензора начальных напряжений Кирхгофа и тензора деформаций 
определяются выражениями [6–8]:

Для дальнейших исследований используются безразмерные параметры [19–23]: l' = l/H,

ρ'(n) = ρ(n)/ρ(2), , , , ϕ'(n) = ϕ(n)/(ξH),

, ξ = 1010 В/м; ε(0) – диэлектрическая проницаемость вакуума; κ2 =  и

 – безразмерные частоты,  и  =  –
скорости объемных сдвиговых волн без учета и с учетом пьезоэлектрических свойств.
Далее штрихи опускаем.

3. Дисперсионное уравнение задачи. Решение задачи (2.8)–(2.13) строим в простран-
стве образов Фурье (α – параметр преобразования координаты x1):

(3.1)

Функции  являются линейно независимыми решениями задачи Коши с

начальными условиями  для уравнения:

(3.2)

,  – трансформанты Фурье компонент тензора напряжений и вектора индук-

ции (2.8). Матрица  имеет вид:

(3.3)

где .
Уравнение (3.2) с обозначениями (3.3) представляет собой систему обыкновенных
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зависимые решения которой строятся на основе численного решения набора задач
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ящей работе использован метод Рунге-Кутты пятого порядка в модификации Мерсо-
на, который позволяет сочетать высокую точность и большую скорость вычислений.

Далее используем предположение, что начальным электрическим и механическим
воздействиям подвержено только покрытие. Подложка, выполненная из пьезоэлек-
трического материала с классом симметрии 6 mm, находится в ЕС. Для нее выполня-
ются соотношения:

Участвующие в представлении решения (3.1),  и  принимают вид:

Для определения неизвестных  (3.1) получаем систему алгебраических уравне-
ний из которой вытекает дисперсионное уравнение задачи:

(3.4)

4. Численный анализ. Исследования проводились для пьезоэлектрических структур,
выполненных из керамики на основе PZT. Предполагается, что все физические пара-
метры покрытия меняются по толщине от значений основного материала m1 (PZT-5
[1]) до значений параметров материала включения m2 (DL-61HD [24]) или m3 (PZT
DL-40 [24]). Имеет место различие скоростных характеристик основного материала и

включений: для m2 , для m3 . Выбор функций изменения свойств
покрытия определен значениями параметров материалов его составляющих и зоной
перехода одного материала в другой.

На рис. 1, a, b показаны функция  изменения свойств материала по толщине

(рис. 1, a) и функция изменения значений безразмерного параметра  (рис. 1, b)
для покрытий m1/m2 (кривые 1, 2) и m1/m3 (кривые 1*, 2*). Цифрами на рисунках отме-
чены кривые с различной величиной зоны перехода одного материала покрытия в
другой.

На рис. 2–4 представлены фазовые скорости ПАВ ( , где ,  – ре-
шение уравнения (3.4)) для структур с неоднородным преднапряженным покрытием
из m1/m2 на рис. 2, а; 3, а; 4, a, c, из m1/m3 на рис. 2, b; 3, b; 4, b, d. На рис. 2, c, d и 3, c, d
даны фрагменты соответственно рис. 2, b и 3, b для 1-й и 2-й мод ПАВ. Пунктирными
линиями  и  на рис. 2, 3 отмечены кривые скоростей ПАВ в структурах с неодно-
родным покрытием подверженным воздействию начального однородного электриче-
ского поля  0.001 (в размерных единицах 1 × 107 В/м) и  –0.001 в отсутствии
начальных механических напряжений. Сплошные линии 0, 2 отвечают скоростям в
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структурах с неоднородным покрытием в ЕС и НДС : , , ,
. Штриховые линии 3, 4 соответствуют скоростям ПАВ в случае покрытия, под-

верженного действию начального электрического поля и механического растяжения

: , , , ,  0.0001, 0.001. Зоны перехода материа-
лов покрытия на рис. 2 и 3 соответствуют кривым 1 и 2 на рис. 1, a.

Из рисунков следует, что наличие начального электрического поля (кривые ),
одноосного механического растяжения (кривые 2) и совместного электрического и
механического (кривые 3, 4) воздействий приводит к увеличению скорости ПАВ как
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Рис. 3
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зоне. В случае покрытия из m1/m3 влияние преднапряжений приводит к тому, что в от-

личие от ЕС (кривая 0), во всем рассматриваемом диапазоне частот распространяется

одна поверхностная волна. Влияние электрического поля в отсутствие начальных ме-

ханических напряжений проявляется в сдвиге частоты выхода второй моды. С умень-

шением зоны перехода материалов покрытия уменьшается диапазон изменения ско-

ростей, частота выхода второй моды в случае покрытия из m1/m3 смещается в высоко-

частотную область (рис. 3, d).

На рис. 4, a–d приведены графики скоростей ПАВ при воздействии на покрытие

m1/m2 (рис. 4, a, c) и m1/m3 (рис. 4, b, d) однородного электрического поля с напряжен-

ностью 1 × 108 В/м при отсутствии начальных механических напряжений. Кривые 

и  на рисунках соответствуют  0.01 и  –0.01; зоны перехода материалов на

рис. 4, a, b и рис. 4, c, d определены кривыми 1 и 2 рис. 1, a.

Из рисунков следует, что увеличение напряженности начального электрического

поля приводит к значительным изменениям в поведении скоростей ПАВ: в зависимо-

сти от направления вектора напряженности меняется структура поверхностного вол-

нового поля – возможно появление диапазона частот, в котором ПАВ исчезает

(рис. 4, а), а также возможно возникновение вторых мод даже в случае с высокоско-

ростным (m1/m2) включением. Эти изменения связаны с тем, что воздействие элек-

трического поля наводит в покрытии НДС, величина и характер которого определены

свойствами материала, величиной и направлением вектора напряженности начально-

го электрического поля. Из графиков на рис. 4, a, c следует, что увеличение зоны пере-

хода в случае покрытия m1/m2 приводит при определенном направлении вектора на-

пряженности либо к появлению частотного диапазона, в котором ПАВ отсутствует

(кривая ), либо к увеличению частоты выхода высокоскоростной моды (кривая ).

В случае покрытия из m1/m3 (рис. 4, b, d) влияние зоны перехода незначительно и про-

является лишь в области низких частот в изменении поведения первой моды.

6. Заключение. В работе рассмотрена модель пьезоэлектрической структуры с пред-

варительно напряженным покрытием из ФГПМ, свойства которого непрерывно из-

меняются. Выбор функциональных зависимостей изменения свойств определялся со-

отношением модулей материалов, составляющих покрытие, и величиной области вза-

имного проникновения материалов. Рассмотрены структуры с покрытиями из

различных видов керамики на основе PZT. НДС покрытия вызвано действием элек-

трического поля и одноосной механической деформацией. На примере задачи о рас-

пространении поверхностных sh-волн в пьезоэлектрической структуре с металлизиро-

ванной поверхностью исследовано влияние начальных воздействий на особенности

распространения ПАВ и структуру волнового поля при различных соотношениях фи-

зических параметров материалов покрытия и величины зоны перехода одного матери-

ала в другой. Показано, что одноосное механическое растяжение вдоль оси x1, как и

электрическое поле с напряженностью  1 × 106–1 × 107 В/м приводит к увеличе-

нию скорости ПАВ во всем частотном диапазоне как для покрытия m1/m2, так и для

m1/m3. В случае покрытия m1/m3 изменение направленности вектора напряженности

сдвигает частоту выхода либо в сторону высоких, либо в сторону низких частот. Даль-

нейшее увеличение напряженности начального электрического поля приводит к из-

менению структуры поверхностного волнового поля в зависимости от направленно-

сти вектора напряженности. Показана возможность появления диапазона частот в ко-

тором ПАВ не распространяется и возможность появления вторых мод даже для

высокоскоростного включения.

+E1
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