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Для упругого изотропного несжимаемого материала общего вида найден ряд точных
решений о больших деформациях кручения и растяжения–сжатия сплошного кру-
гового цилиндра с учетом распределенных дислокаций. Получены явные формулы,
определяющие влияние дислокаций на зависимости крутящего момента и продоль-
ной силы от угла закручивания и осевого удлинения. Основные результаты сформу-
лированы в виде, допускающем экспериментальную проверку.
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1. Введение. Дислокации являются важным элементом структуры твердых тел. Они
играют существенную роль в таких явлениях, как пластическое течение, внутреннее
трение, усталость и разрушение, ползучесть, рост кристаллов и др. [1–3]. Дислокаци-
онные модели позволяют описывать различные свойства современных наноструктур-
ных материалов [4]. Прямолинейные винтовые дислокации влияют на механическое
поведение нитевидных кристаллов, нанотрубок, нанострежней и других элементов
конструкций. Изолированные дислокации, а также дисклинации [5] можно рассмат-
ривать как топологические дефекты, поскольку они обусловливают многозначность
смещений точек упругого тела. Отметим, что применению топологических методов в
нелинейной теории упругости большое внимание уделено в трудах И.И. Воровича, в
том числе в его монографии [6]. Во многих случаях число дислокаций в ограниченном
объеме тела бывает весьма велико. В этих случаях целесообразно перейти от дискрет-
ного набора дислокаций к их непрерывному распределению и использовать контину-
альную теорию распределенных дислокаций. Используя распределение дислокаций,
можно моделировать различные другие дефекты в кристаллических и наноструктур-
ных материалах. Классическая нелинейная теория непрерывно распределенных дис-
локаций построена в работах [7–9] и базируется на трактовке упругого тела как диф-
ференциально-геометрического многообразия с определенными свойствами. Из-за
значительной сложности общих уравнений континуальной теории дислокаций в на-
стоящее время известно лишь ограниченное число [10–14] точных решений краевых
задач пространственной нелинейной теории упругости для тел с дислокациями, рас-
пределенными с заданной тензорной плотностью. На важность таких задач обращено
внимание, в частности, в работе [9]. Точные решения нелинейной континуальной
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теории дислокаций позволяют, в числе прочего, выявить новые количественные и ка-
чественные эффекты деформирования твердых тел с дислокациями. В представлен-
ной работе найдены новые точные решения нелинейной континуальной теории дис-
локаций. Эти решения описывают большие деформации раcтяжения–сжатия и круче-
ния сплошного кругового цилиндра и являются общими для всех изотропных
несжимаемых материалов.

2. Исходные соотношения. Пусть  и  – радиусы-векторы точки
упругого тела соответственно в отсчетной и деформированной конфигурациях, xk и
Xk, k = 1, 2, 3 – декартовы координаты отсчетного и конечного состояний тела, ik – ко-
ординатные орты, ϑ – область, занимаемая телом в отсчетной конфигурации. В даль-
нейшем будем использовать операторы градиента, ротора и дивергенции в отсчетной
конфигурации

(2.1)

Здесь qs – некоторые криволинейные лагранжевы координаты, Ψ – произвольное
дифференцируемое тензорное поле.

Рассмотрим задачу об определении положения R(r) точки упругого тела после де-
формации по заданному в области ϑ дифференцируемому и однозначному полю тен-
зора дисторсии C = gradR. В случае многосвязной области векторное поле R(r), вооб-
ще говоря, определяется неоднозначно, что означает существование в теле трансляци-
онных дислокаций, каждая из которых характеризуется вектором Бюргерса [5].
Следуя [15–18], перейдем от дискретного набора дислокаций к их непрерывному рас-
пределению и определим плотность дислокаций как тензорное поле второго ранга α,
поток которого через любую поверхность дает суммарный вектор Бюргерса дислока-
ций, пересекающих эту поверхность. Данное определение приводит к следующему
уравнению относительно тензора дисторсии:

(2.2)
Если тензорное поле плотности дислокаций α(r), которое должно удовлетворять

условию соленоидальности

(2.3)
считается заданным, то тензорное уравнение (2.2), называемое уравнением несов-
местности, вместе с векторным уравнением равновесия

(2.4)
и определяющими соотношениями упругого материала позволяет определить тензор-
ное поле дисторсии, а следовательно, и поле напряжений в теле. В (2.4) D – несиммет-
ричный тензор напряжений Пиолы [19] и принято допущение об отсутствии массовых
сил. Заметим, что при α ≠ 0 векторное поле R(r) и поле перемещений среды не суще-
ствуют.

Упругий материал в дальнейшем будем считать изотропным и несжимаемым. В
этом случае определяющие соотношения, т.е. связь напряжений и деформаций, име-
ют вид [19]

(2.5)

(2.6)
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(2.7)

(2.8)

Здесь G – метрический тензор, называемый также мерой деформации Коши, W(I1, I2) –
удельная энергия деформации, τ1, τ2 – скалярные функции отклика материала, p –
давление в несжимаемом теле, не выражаемое через деформацию, I1, I2 – первый и
второй инварианты деформации. Третий инвариант равен единице в силу условия
несжимаемости

(2.9)
Уравнение несовместности первого порядка (2.2) можно преобразовать [20] к нели-

нейным уравнениям несовместности второго порядка относительно компонент мет-
рического тензора G. Эти уравнения составляют основу классической континуальной
теории дислокаций [7–9] и с дифференциально-геометрической точки зрения уста-
навливают связь тензора плотности дислокаций с картановым кручением простран-
ства метрической связности. Уравнения несовместности второго порядка значитель-
но сложнее, чем уравнения (2.2), и в данной работе не будут использоваться.

3. Растяжение и кручение кругового цилиндра с винтовыми дислокациями осевого на-
правления. Рассмотрим упругое тело в форме сплошного кругового цилиндра, ось ко-
торого имеет направление орта i3. Введем в недеформированном состоянии цилин-
дрические координаты , ,  по формулам ,

,  и обозначим через er, eϕ, i3 орты, касательные к координатным ли-
ниям. Имеют место соотношения

Предположим, что в цилиндре задано осесимметричное распределение прямоли-
нейных винтовых дислокаций, параллельных оси цилиндра. Тензор плотности дисло-
каций в этом случае имеет только одну ненулевую компоненту:

(3.1)
Требование соленоидальности (2.3) выполняется для произвольной функции β(r) в

(3.1). Как известно [5], решение задачи о больших деформациях растяжения–сжатия и
кручения цилиндра с одиночной винтовой дислокацией, сосредоточенной на оси ци-
линдра, дается выражением

(3.2)

Здесь R, Φ, Z – цилиндрические координаты точек цилиндра после деформации, т.е.
эйлеровы координаты, b – длина вектора Бюргерса изолированной дислокации, ψ –
угол закручивания, λ – кратность осевого удлинения. Постоянные b и ψ могут прини-
мать любые действительные значения, а постоянная λ – только положительные. Со-
ответствующий (3.2) тензор дисторсии имеет вид [5]

(3.3)

(3.4)

Слагаемое (2π)–1bϕ в (3.2) описывает депланацию сечения цилиндра, которая явля-
ется многозначной функцией координат x1, x2. При наличии непрерывно распреде-
ленных дислокаций, как было сказано выше, поле перемещений упругой среды не су-
ществует. Однако в данном частном случае, когда тензор плотности дислокаций со-
держит только одну компоненту, перемещения в плоскости сечения цилиндра
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существуют, а несуществующей является только функция депланации. Это означает,
что величины R и Φ сохраняют смысл полярных координат точек цилиндра в дефор-
мированном состоянии, если плотность дислокаций описывается формулой (3.1).

Исходя из сказанного и выражения (3.3), решение уравнения несовместности (2.2)
будем искать в виде

(3.5)

При помощи (3.1), (3.4), (3.5) можно проверить, что уравнение несовместности бу-
дет выполнено тогда и только тогда, когда функция H(r) удовлетворяет уравнению

(3.6)

В качестве граничного условия для уравнения (3.6) примем требование отсутствия
сосредоточенной дислокации в центре цилиндра:

(3.7)

Из (3.6) и (3.7) находим

(3.8)

Для определения функции R(r) в выражении дисторсии воспользуемся условием
несжимаемости (2.9), которое дает уравнение

(3.9)

Предполагая, что сплошной цилиндр остается сплошным и после деформации, т.е.
считая, что , находим решение уравнения (3.9) для произвольной плотности
винтовых дислокаций β(r):

(3.10)

Приведем примеры определения функции R(r) для некоторых частных случаев рас-

пределения винтовых дислокаций. Пусть , . Тогда в силу (3.8)
имеем  и формула (3.10) дает такой результат

(3.11)

Влияние дислокаций на функцию R(r) при малых значениях произведения  хо-
рошо видно из степенного разложения правой части (3.11)

(3.12)

В качестве второго примера рассмотрим дислокации, равномерно распределенные
по цилиндрической поверхности . Плотность дислокаций в этом случае имеет
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вид , где ,  – дельта-функция Дирака. На основании
(3.8), (3.10) получаем

(3.13)

(3.14)

Если в (3.14) выполнить предельный переход ,  при условии, что
2πa  = b, то получим известное [21] решение для одиночной дислокации в центре ци-
линдра

(3.15)

Кроме уравнений несовместности и условия несжимаемости, должны быть выпол-
нены уравнения равновесия для напряжений (2.4). При помощи (3.5) вычислим тен-
зоры и инварианты деформации, участвующие в определяющих соотношениях (2.5)–
(2.7). Имеем

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Из (2.6), (3.16)–(3.18) вытекает представление тензора D*, компоненты которого не
зависят от координат ϕ и z,

(3.19)

Поскольку функции H(r) и R(r) найдены и выражаются формулами (3.8), (3.10), то
компоненты тензора D* в (3.19) – известные функции радиальной координаты r,
определяемые при помощи (2.6), (3.5), (3.17), (3.18). Неизвестной остается функция
давления p(r). При помощи (3.4), (3.16), (3.19) находим

= −β( ) δ( )*r a r r = consta −δ( )*r r

≤ ≤
= 

≤ ≤ 0

,  0  
( )

,  

*
*

*

a r r
H r ar

r r r
r

 ≤ ≤
=  −
 + ≤ ≤
 −

2

2
2 2 2

0

, 0   
λ

( )
,  

λ λ ψ

*

* *
*

*

r r r

R r
r r r

r r r
ar

→ 0*r → ∞a

*r

( )−
=

− 1
 

λ 2π ψ

rR
b

( )−
− = ⊗ + ⊗ − ⊗ − ⊗ + ⊗

1
T

φ Φ 3 Φ φ 3 3 3λ ψ  r R
dR dR dR dR R dRH R
dr dr dr dr r dr

C e e e e i e e i i i

( )  = ⊗ + + ⊗ + 
 

 
+ + ⊗ + ⊗ + + ⊗ 
 

2 2
2

φ φ2

2
2 2 2

φ 3 3 φ 3 3
ψ λ ( ) ψ( λ )

r r
dR R H
dr r

R H R
r

G e e e e

e i i e i i

( )= + + + +
2 2

2 2 2 2
1 2 ψ λdR RI H R

dr r

( ) ( )  = − + + + + 
 

22 2
2 2 2 2 2

2 2 2λ ψ ψ λR dR RI rH H R
drr r

= ⊗ + ⊗ +

+ ⊗ + ⊗ + ⊗

φΦ φ Φ

φ φ 3 Φ 3 Φ 3 3

* ( ) ( )

( ) ( ) ( )  

* *

* * *
rR r R

Z z zZ

D r D r

D r D r D r

D e e e e

e i i e i i

 −
 = + −
 
 

φΦ
Φdiv ψ*

* ** *rRrR
z R

D DdD D
dr r

D e



125УНИВЕРСАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ
(3.20)

В силу (2.5), (3.20) векторное уравнение (2.4) сводится к одному скалярному отно-
сительно функции p(r)

(3.21)

Решение уравнения (3.21) имеет вид

(3.22)

Постоянная p(r0) в (3.22) находится из условия незагруженности боковой поверхно-
сти цилиндра  и выражается так

(3.23)

Таким образом, найдено точное решение в квадратурах задачи о больших деформа-
циях растяжения–сжатия и кручения кругового цилиндра, содержащего произволь-
ное осесимметричное распределение прямолинейных винтовых дислокаций. Это ре-
шение пригодно для любых изотропных несжимаемых упругих материалов, т.е. уни-
версально в указанном классе материалов.

Из представлений (2.5), (3.19) вытекает, что в каждом поперечном сечении цилин-
дра напряжения приводятся к результирующей продольной силе

(3.24)

и результирующему крутящему моменту

(3.25)

Величины Q и M не зависят от координаты z, т.е. одинаковы во всех сечениях ци-
линдра. Таким образом, реализация описанной выше деформации кручения и растя-
жения–сжатия цилиндрического стержня конечной длины с дислокациями требует
приложения к концам стержня продольной силы Q и крутящего момента M. Можно
показать справедливость формул

(3.26)

После определения функций H(r) и R(r) по формулам (3.8), (3.10) и применения со-
отношений (3.18) сила и момент при заданном распределении дислокаций становятся
согласно (3.26) известными функциями угла закручивания и осевого удлинения.
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4. Равномерно распределенные винтовые дислокации радиального и азимутального на-
правления. Рассмотрим кручение и растяжение–сжатие сплошного кругового цилин-
дра в случае, когда тензор плотности дислокаций задан выражением

(4.1)

где векторы  и  определены соотношениями (3.4). Легко проверить, что тензор
(4.1) подчиняется требованию соленоидальности (2.3), а решение уравнения несов-
местности (2.2), удовлетворяющее условию несжимаемости (2.9), имеет вид

(4.2)

На основании (4.2) находим обратный тензор дисторсии, метрический тензор и ин-
варианты деформации

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Как и в разд. 3, материал считается изотропным и несжимаемым, т.е. описывается
определяющими соотношениями (2.5), (2.6) с произвольной функцией удельной
энергии W(I1, I2). Поэтому для тензора напряжений Пиолы в силу (4.3)–(4.5) будут
справедливы представления (2.5), (3.19). Из (4.3) вытекает равенство div(C–T) = 0, что
приводит к такому уравнению равновесия:

(4.6)

Решая уравнение (4.6) с учетом граничного условия , находим

(4.7)

При помощи (2.5), (2.6), (4.2)–(4.5), (4.7) вычисляется поле напряжений в цилин-
дре и выводятся следующие универсальные в классе изотропных несжимаемых тел и
явные формулы для продольной силы и крутящего момента, действующих на торцах
цилиндра, содержащего дислокации, распределенные с плотностью (4.1)

(4.8)

(4.9)

Поскольку , из (4.9) видно, что при отсутствии внешнего крутящего
момента (M = 0) происходит закручивание стержня, обусловленное дислокациями,
при этом угол закручивания равен .
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Исследуем величину продольной силы для неогуковского [19] материала, в котором
, а τ1 – положительная постоянная. Согласно (4.8) при λ = 1, т.е. при сохране-

нии длины стержня имеем

Возникновение продольной силы для стержня с неизменной длиной – это проявле-
ние эффекта Пойнтинга при кручении [19, 22]. При  сила отрицательна, т.е.
сжимающая, а при  сила отрицательна, если , и положительна, если

. Это означает, что наличие дислокаций может изменить знак эффекта
Пойнтинга.

5. Растяжение–сжатие цилиндрического стержня с комбинированным распределением
дислокаций. Поскольку в нелинейной теории дислокаций неприменим принцип су-
перпозиции, эффекты, обусловленные комбинированным распределением дислока-
ций, нельзя получить суммированием эффектов от отдельных видов дислокаций. Это
существенно затрудняет решение задач в случаях, когда тензор плотности дислокаций
имеет несколько независимых компонент. Тем не менее, как показано ниже, удается
найти точное решение нелинейной задачи о растяжении–сжатии сплошного кругово-
го цилиндра, изготовленного из произвольного несжимаемого материала и содержа-
щего дислокации, распределенные с плотностью

(5.1)

Здесь α0, β0, γ0 – безразмерные постоянные. Выражение (5.1) удовлетворяет требо-
ванию соленоидальности (2.3). Первое слагаемое в (5.1) соответствует винтовым дис-
локациям радиального направления, второе и третье описывают прямолинейные вин-
товые и краевые дислокации, оси которых параллельны оси цилиндра.

Оказывается, уравнению несовместности (2.2) с плотностью дислокаций (5.1) удо-
влетворяет такой тензор дисторсии, компоненты которого в базисе цилиндрических
координат постоянны. Этот тензор имеет вид

(5.2)

Параметр осевого удлинения λ считается заданной положительной постоянной.
Постоянство компонент тензора дисторсии в криволинейной системе координат не
означает, что цилиндр испытывает однородную деформацию. При отсутствии дисло-
каций ( ) из (5.2) имеем , что соот-
ветствует однородной деформации цилиндрического стержня.

Постоянную Cr в (5.2) найдем из условия несжимаемости (2.9)

(5.3)

При отсутствии дислокаций выражение (5.3) дает кратность удлинения в попереч-

ном направлении для однородной деформации несжимаемого цилиндра: .
Таким образом, для несжимаемого материала тензор дисторсии полностью опреде-

ляется заданными скалярными плотностями дислокаций и параметром осевого удли-
нения. Используя (5.2), находим обратный тензор дисторсии, метрический тензор и
инварианты деформации

(5.4)
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(5.5)

(5.6)

Из (5.5), (5.6) видно, что распределение дислокаций (5.1) порождает сдвиговые де-
формации между вертикальным и азимутальным направлениями, а инварианты де-
формации – постоянные величины.

Чтобы определить поле вращений элементарных объемов растягиваемого цилиндра
с дислокациями, построим полярное разложение тензора дисторсии , где

 – положительно определенный тензор растяжения, A – собственно ортого-
нальный тензор вращения. Извлекая квадратный корень из тензора (5.4), получим

(5.7)

Выражение (5.7) означает, что поворот элементарных объемов цилиндра происхо-
дит вокруг радиальной оси er на постоянный угол χ.

Обратимся к анализу напряжений и решению уравнений равновесия (2.4). На осно-
вании (2.5), (2.6), (5.2), (5.4) имеем

(5.8)

Представляет интерес также симметричный тензор напряжений Коши

Его компоненты имеют вид

(5.9)

Из (5.9) следует, что компоненты девиатора напряжений Коши в цилиндрических
координатах и инварианты девиатора – постоянные величины.

Дифференциальное уравнение для давления p(r), вытекающее из (2.5), уравнений
равновесия (2.4) и соотношения (5.4), будет таким:
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(5.10)

Здесь постоянные величины  и  определяются выражениями (5.8). Решая урав-
нение (5.10) при граничном условии , получим

(5.11)

Таким образом, построено универсальное в классе изотропных несжимаемых упру-
гих тел решение задачи о растяжении-сжатии кругового цилиндра с трехпараметриче-
ским распределением дислокаций (5.1). Из (5.11) видно, что при Δ > 0, где величина Δ
определена формулой (5.3), напряжения имеют особенность на оси цилиндра r = 0.
При Δ < 0 напряжения ограничены во всем цилиндре.

Уравнение (5.10) имеет очевидное постоянное решение . Этому
решению можно придать смысл, если рассматривать неограниченную упругую среду.

Продольная сила, действующая в каждом поперечном сечении цилиндрического
стержня, определяется при помощи (5.8), (5.11) и выражается так:

(5.12)

Используя (5.3), можно доказать, что . Поэтому знаменатель в (5.12) всегда
отличен от нуля.

6. Заключение. В этой статье с точки зрения нелинейной теории дислокаций иссле-
дована задача о больших деформациях растяжения–сжатия и кручения сплошного
кругового цилиндра, содержащего распределенные дислокации. Для распределенных
винтовых дислокаций осевого, радиального и азимутального направлений найдены
точные и универсальные в классе изотропных несжимаемых материалов решения за-
дач о напряженно-деформированном состоянии цилиндра. Универсальное решение
построено также для задачи о растяжении-сжатии цилиндрического стержня в случае,
когда тензор плотности дислокаций имеет три независимые компоненты. Основные
результаты сформулированы в терминах величин, доступных измерению в экспери-
менте: продольное удлинение, угол закручивания, осевая сила и крутящий момент.
Получены явные формулы, характеризующие влияние дислокаций на нелинейное со-
противление цилиндра растяжению и кручению.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 18-11-00069).
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