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Для вязкоупругих материалов исследуется обобщение элементарной модели Макс-
велла на случай конечных деформаций с использованием однопараметрического се-
мейства объективных производных Гордона–Шоуолтера. С помощью полученных
определяющих соотношений рассматриваются задачи о простом сдвиге, одноосном
растяжении-сжатии и сдвиговых колебаниях, заданных пилообразной функцией.
Показано, что полученные аналитические решения этих задач существенно зависят
от параметров модели, и, таким образом, рассмотрение семейства объективных про-
изводных, частными случаями которого являются производные Олдройда, Коттер–
Ривлина и Яуманна, расширяет возможности описания поведения материала. Пока-
зано, что анализируемая модель прогнозирует появление эффектов Пойнтинга,
Кельвина и Вейссенберга, проявляет неньютоновскую вязкость, обнаруживает не-
нулевую разность нормальных напряжений (normal stress differences) в задаче о про-
стом сдвиге, моделирует явления уменьшения вязкости как функции скорости сдви-
га при увеличении скорости сдвига (shear thinning), а также увеличение вязкости как
функции скорости деформации растяжения при увеличении скорости деформации
одноосного растяжения (extensional thickening).
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1. Введение. Широкое использование в промышленности резиноподобных матери-
алов и изделий из них, а также задачи улучшения моделирования поведения материа-
лов, применяемых в огнеметах со времен Второй мировой войны, дали толчок разви-
тию математического аппарата для построения вязкоупругих моделей при конечных
деформациях. К нелинейным явлениям, наблюдаемым в экспериментах при конеч-
ных деформациях [1–12], можно отнести наличие ненулевой разности нормальных
напряжений при сдвиге (в англоязычной литературе – normal stress differences), умень-
шение сдвиговой вязкости как функции скорости сдвига при увеличении скорости
сдвига (shear thinning – псвевдопластичность) и увеличение продольной вязкости как
функции скорости деформации растяжения при увеличении скорости деформации
растяжения (extensional thickening – объемное утолщение). Таким образом, одной из
важнейших целей, возникающей при построении определяющих соотношений при
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конечных деформациях вязкоупругих материалов, является моделирование этих эф-
фектов.

Существует множество работ, исследующих обобщение элементарной модели
Максвелла на область больших деформаций [10, 11, 13–15]. Такой подход является
частным случаем общего метода обобщения определяющих соотношений при малых
деформациях на область конечных деформаций. Согласно этому методу новые пары
тензорных мер напряжений, деформаций и меры скорости их изменения подставля-
ются в форму определяющих соотношений для малых деформаций [16, 17]. Эти тен-
зорные меры выбираются таким образом, чтобы соблюдался принцип материальной
независимости от системы отсчета [18, 19]. Так как использование материальной про-
изводной не всегда приводит к реалистичному описанию поведения среды, в дальней-
шем мы будем использовать так называемые объективные производные тензора на-
пряжений [20–23]. Корректный выбор объективной производной и тензорных мер
напряжений и деформаций позволяет построить модель, удовлетворяющую принципу
объективности.

В качестве базовой модели при малых деформациях рассмотрим дифференциаль-
ную форму элементарной модели Максвелла [24]:

(1.1)

где E, T – параметры модели. В соответствии с исследуемым подходом  из (1.1) далее
заменяется, например, тензором истинных напряжений Коши S,  из (1.1) – тензором
скорости деформации V, а производная по времени от напряжения из (1.1) заменяется
однопараметрическим семейством объективных производных Гордона–Шоуолтера,
которое исследуется, например, в [25–29]:

(1.2)

(1.3)

где  – скалярный параметр,  – тензор скорости деформации,

 – тензор вихря,  – тензор градиента скорости, A – аффи-
нор деформации. Для частных случаев  –1, 0 из семейства производных Гордо-
на–Шоуолтера (1.3) получаем производные Олдройда, Коттер–Ривлина и Яуманна
соответственно. Построенные с их использованием определяющие соотношения типа
(1.2), обобщающие элементарную модель Максвелла, в англоязычной литературе но-
сят названия upper-convected Maxwell, lower-convected Maxwell и corotational Maxwell
model соответственно. Выражение для производной в (1.3) является частным случаем
трехпараметрического представления производных конвективно-коротационного ти-
па, предложенного в работе [30].

2. Определяющее соотношение при конечных деформациях для несжимаемого вязко-
упругого материала. Преобразуем выражение (1.3) к виду:

где . Тогда придем к итоговому виду определяющего соотношения:

(2.1)

Далее будем считать рассматриваемый вязкоупругий материал несжимаемым. В
этом случае тензор напряжения Коши находится с точностью до неопределенного ша-
рового тензора –pI и может быть представлен в виде:

(2.2)
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3. Кинематические соотношения и соответствующее им напряженное состояние в зада-
че о простом сдвиге вязкоупругого слоя. Закон движения сплошной среды при простом
сдвиге вдоль оси x2 в плоскости  имеет вид [31]:

(3.1)

Здесь  и xi – декартовы координаты материальной точки в начальный и текущий
моменты времени. Компоненты введенных выше матриц для движения среды (3.1)
имеют вид:

Подставляя полученную матрицу Z в выражение (2.1), придем к системе дифферен-
циальных уравнений относительно компонент тензора :

(3.2)

Заметим, что  При начальном условии  получим
 = S13(t) = 0, а для компонент S22, S23 имеем линейную неоднородную си-

стему обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициента-
ми с матрицей B(t) и правой частью b(t):

Так как произведение матрицы B(t) и интеграла от этой матрицы  коммута-
тивно (выполняется условие Лаппо-Данилевского [32]), то фундаментальная матрица

этой системы имеет вид , где H(t) – матрица перехода

матрицы от  к ее жордановой форме . Вычисления
дают:
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(3.3)

В частных случаях k(t) компоненты (3.3) удается аналитически проинтегрировать и
получить точное решение задачи о сдвиге. Для , u = const из (3.3) получим:

где , , , C1 = –E(α + 1) ,

C2 = .
Тогда аналитическое решение системы (3.2) имеет вид:

(3.4)

Нормальные компоненты тензора напряжений находятся лишь с точностью до гид-
ростатического давления [31]: , β = 1–3.

Из (3.4) получим, что в задаче о простом сдвиге исследуемая модель демонстрирует
наличие не равного нулю среднего нормального напряжения, отличные от нуля раз-
ности нормальных напряжений (что отвечает ортогональным эффектам Кельвина и
Пойнтинга для твердых тел и эффекту Вейссенберга для жидкостей соответственно
[28, 31, 33–35]), проявляет неньютоновскую сдвиговую вязкость [10, 11]. Ниже в (3.5)
эти величины приведены в неустановившемся и в установившемся состоянии:

(3.5)

Из (3.5) получаем ненулевые значения ,  для  (  для α = 1). За-
висимость  как функция  при различных значениях параметра α пока-
зана на рис. 1: кривая 1 соответствует , кривая 2 – , кривая 3 – α = 0.
Поскольку разности нормальных напряжений и сдвиговая вязкость находятся из экс-
периментов, причем существуют методы их измерения как в установившемся, так и
неустановившемся состоянии, то по данным испытаний можно найти параметры мо-
дели, наилучшим образом подходящие исследуемому материалу. Из (3.5) имеем

 = 0.5(1 – α), т.е. для рассматриваемых определяющих уравнений отношение
 не зависит от скорости сдвига. Известно, что, например, для полимеров отно-
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 − − α α + − α
 
 − α 

�

�
∼

�

/ 2 2

/ 2

( ) sin( ( ) 1 )( 1)/(2 1 )
( )

( ) cos( ( ) 1 )/2

t T

t T

Ek t e k t
t

Ek t e k t
C

=( )k t ut

 − − + +
 
 + + + 

∼

/ 2 2
1 1

/ 2 2
2 2

(sin( ) cos( ))/(1 )
( )

(cos( ) sin( ))/(1 )

t T

t T

ATe Xt XT Xt X T C
t

A Te Xt XT Xt X T C
C

= α + − α2
1 ( 1)/(2 1 )A Eu =2 /2A Eu = − α21X u +2 2 2 2[2(1 )]u T X T

− + 2 2[2(1 )]EuT X T

− −

−

−

= = = − α = − α +

= − + +

= − α − α −

− − +

11 12 13 22 33
/ / 2 2

23

/ 2
33

/ 2 2

( ) ( ) ( ) 0, ( )(1 ) ( )( 1)

( ) 1/2 {1 cos( ) sin( )} [1 ]

( ) 1/2(1 ) {[ sin( )/ 1 ]

[1 cos( )]} [1 ]

t T t T

t T

t T

S t S t S t S t S t

S t ETu e Xt TXe Xt T X

S t ETu e Xt

Tu e Xt T X

ββ ββσ = −( ) ( )t S t p

− −

→∞

+ − −

= σ − σ =

= − − α − − +

= = + − α

= σ − σ = − − α = − − α

η = σ = − +

1 22 33

/ 2 / 2 2

2 2 2 2 2
1 1

2 33 11 1 2 1
/ /

23

( ) ( ) ( )

{[ sin( ) 1 ] [1 cos( )]} [1 ]

lim ( ) /(1 (1 ))

( ) ( ) ( ) 1/2(1 ) ( ), 1/2(1 )

( , ) ( )/ 1/2 {1 cos( )

t T t T

t

t T t

N t t t

ETu e Xt Tu e Xt T X

N N t ET u T u

N t t t N t N N

u t t u ET e Xt TXe
+

→∞

+

η = η = + − α

2 2

2 2 2

sin( )} [1 ]

( ) lim ( , ) 1/2 /(1 (1 ))

T

t

Xt T X

u u t ET T u

1N 2N α ∈ −( 1, 1) =2 0N

1lg( ( )/ )N t E lg( )t
α = ±1 α = ±0.5

− 1 2/N N
− 1 2/N N

− ∈1 2/ [0.05, 0.3]N N
α ∈ [0.4

η( )u



80 СТЕЦЕНКО

Рис. 1
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новившемся состоянии. В качестве примера для α = 0.6, как для частного случая от-

резка [0.4, 0.9], на рис. 2 изображена величина  для фиксированных
значений скорости сдвига в зависимости от lg(t): кривая 1 для  c–1, кривая 2 –

 c–1, кривая 3 –  c–1. Таким образом, проиллюстрировано прогнозирование
явления сдвигового утончения в измерениях, проводимых и в неустановившемся
состоянии. Можно получить условия на параметр α в зависимости от скорости
сдвига такие, что компоненты напряжения (3.4) будут монотонными функциями
времени. И, обратно, можно получить условия на скорость сдвига так, чтобы для
заданного значения  компоненты напряжения были монотонными функциями
времени [28].

4. Случай сдвиговых колебаний, задаваемых пилообразной функцией. Рассмот-
рим случай сдвиговых колебаний таких, что функция k(t) из (3.1) имеет вид

+ηlg( ( , )/ )u t E
= 0.5u

= 1u = 2u

α
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Рис. 3
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k(t) = . Обозначим далее для удобства , G(t) :=

:= , . При колебаниях такого вида компоненты вектора (3.3)
также могут быть аналитически проинтегрированы:

где , , , F2 =

= .
Тогда в рассматриваемом случае аналитическое решение системы (3.2) имеет вид:

(4.1)

Здесь также нормальные компоненты тензора напряжений находятся с точностью
до гидростатического давления.

Из рис. 3–5 видно, что полученное решение (4.1) существенно зависит от парамет-
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тирная кривая 2 – компоненте  при , T = 10 с, сплошная кривая 3 –
компоненте  при α = 0, T = 10 с. На рис. 4 материал, напротив, проявляет уве-
личение амплитуды колебаний компоненты  в зависимости от времени:
сплошная кривая 2 соответствует  при , T = 10 с. На рис. 5 заметна лишь
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небольшая зона роста амплитуды : штрих-пунктирная кривая 2 отвечает
, T = 1 с, сплошная кривая 3 – , T = 1 с, пунктирная кривая 4 – ,

T = 1 с.
5. Одноосное растяжение–сжатие. Рассмотрим движение среды, задаваемое кине-

матическими соотношениями вида:

(5.1)

где  и xi – декартовы координаты материальной точки в начальный и текущий мо-
менты времени. Для случая одноосного растяжения вдоль оси  в силу симметрии

σ23( )/t E
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= λ = λ = λ0 0 0
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0
ix
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имеем: , а для несжимаемого материала получим: , тогда
λ2(t), . Далее для удобства будем писать .

Компоненты введенных выше матриц имеют вид:

Подставляя полученную матрицу  в выражение (2.1), придем к неоднородной си-
стеме линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэф-
фициентами относительно компонент тензора :

(5.2)

где β = 2, 3. Видим, что уравнения разделяются. Используя начальное условие  = 0,
получим . Далее исследуем частный случай рассматриваемого
движения [10, 11]:  (  – кратность удлинения). Тогда получим ана-
литическое решение (5.2) в виде:

(5.3)

Как и ранее имеем , , p – гидростатическое давление.

Из решения (5.3) получим условие на параметры модели, необходимые для того,
чтобы решение было физично: , . В установившемся со-
стоянии для нормальных компонент напряжения и вязкости получим:

(5.4)

Видим из (5.4), что вязкость  значительно увеличивается по мере приближения
величины  к 1/2αT. Таким образом, из  можно для заданного  полу-
чить условия на параметры модели, при которых будет наблюдаться явление объемно-
го утолщения (extensional thickening [6, 9–11]): . И, наоборот, для заданных
α, T получим условие для , при соблюдении которого вязкость  будет возрастать
как функция :  (за исключением случая α = 0, при котором вязкость из (5.4)

не зависит от ). На рис. 6 для α = 0.6 показана величина  при нескольких
фиксированных значениях  в зависимости от : кривая 1 построена при  c–1,
кривая 2 –  c–1, кривая 3 –  c–1. Видим, что в неустановившемся состоянии
также проявляется явление объемного утолщения.
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Рис. 6
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В случае одноосного сжатия получим выражение для продольной вязкости в виде:

(5.5)

Таким образом, получаем, что в рассматриваемой модели вязкость при растяжении
отличается от вязкости при сжатии, что характерно для неньютоновских вязких жид-
костей. Однако, при малых значениях  выражения (5.4) и (5.5) дают одно и тоже зна-
чение для вязкости, что справедливо для линейной теории. Кроме того, при малых
значениях скорости сдвига и кратности удлинения получим, что сдвиговая вязкость
связана с продольной в соответствии с законом Трутона:  [35].

Выводы. В работе рассмотрен метод построения определяющих соотношений вяз-
коупругих материалов при конечных деформациях. Предложенная модель удовлетво-
ряет принципу материальной объективности, обобщает элементарную модель Макс-
велла и использует семейство объективных производных Гордона–Шоуолтера.

Для случаев простого сдвига, сдвиговых колебаний, заданных пилоообразной
функцией, и одноосного растяжения–сжатия вязкоупругой среды получены аналити-
ческие решения уравнений, заданных построенными определяющими соотношения-
ми. В задаче о сдвиге с постоянной скоростью показано, что модель качественно опи-
сывает эффекты Пойнтинга и Кельвина для твердых тел и эффект Вейссенберга для
жидкостей, проявляет неньютоновскую вязкость, которая уменьшается при увеличе-
нии скорости сдвига. Для случая колебаний, заданных пилообразной функцией, су-
щественная зависимость полученного решения от параметров модели позволяет полу-
чить увеличение и уменьшение амплитуды касательного напряжения, а также близ-
кий к стабильному отклик в ответ на рассматриваемую кинематику. В задаче об
одноосном растяжении–сжатии получены условия на параметры модели, при кото-
рых наблюдается явление увеличения вязкости при увеличении кратности удлинения.
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