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с помощью принципа Даламбера из уравнений упругой диффузии для сплошной
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Лапласа по времени и разложение в ряды Фурье. Путем перехода к классической за-
даче о нестационарных колебаниях упругой балки проанализировано влияние мас-
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Введение. Примерно с середины 20-го столетия значительное внимание в научной
литературе уделяется процессам деформации упругих тел при взаимном влиянии по-
лей различной физической природы, в том числе с учетом диффузии. Несмотря на
большие математические трудности, связанные с решением соответствующих началь-
но-краевых задач, существует множество научных работ, посвященных этой тематике.
Применительно к задачам механодиффузии с возможным учетом температурных и
электромагнитных факторов здесь можно отметить публикации [1–10], где рассмат-
риваются связанные задачи в основном для канонических областей: пространства, по-
лупространства или слоя.

При этом следует отметить, что реальные элементы конструкций имеют, как прави-
ло, конечные размеры и моделируются с помощью стержней, пластин или оболочек.
Публикаций, посвященных изучению механодиффузионных процессов в телах с ука-
занной геометрией крайне мало. В качестве наиболее известных на сегодняшний день
можно указать работы [11–13], где рассматривается постановка контактной задачи
термоупругой диффузии для слоистой оболочки и исследуется влияние диффузион-
ных процессов на несущую способность пологой трансверсально-изотропной оболоч-
ки в случае статических нагрузок. В статьях [14, 15] рассматриваются квазистатиче-
ские контактные задачи для стержня с упругим полупространством, а в [16, 17] обсуж-
даются вопросы, связанные с постановкой задачи механодиффузии для пластины.
Вопросы, связанные с построением аналитических решений указанных задач в неста-
ционарной постановке, на сегодняшний день не рассматриваются.
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В данной работе исследуются нестационарные механодиффузионные колебания
балки Тимошенко. Модель колебаний балки строится на основе вариационных прин-
ципов с использованием известных уравнений упругой диффузии для сплошных сред
[1–10, 18–21]. Предлагается аналитический метод решения данной задачи, основан-
ный на использовании интегрального преобразования Лапласа и разложений в ряды
по собственным функциям упругодиффузионного оператора.

1. Постановка задачи. Рассматривается задача о нестационарных колебаниях балки
Тимошенко с учетом явлений массопереноса. В общем случае балка находится под
действием растягивающих усилий, изгибающих моментов и перерезывающих сил, за-
данных на ее концах. Схема приложенных усилий, ориентация координатных осей и
геометрия балки изображены на рис 1.

Для постановки задачи используем упругодиффузионную модель сплошной среды,

записанную в декартовой системе координат ( , )

(1.1)

где  и  – компоненты тензора напряжений и вектора диффузионного потока,
которые определяются следующим образом [18–21]:
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Здесь все величины являются безразмерными и для них приняты следующие обо-
значения

(1.3)

где  – время;  – прямоугольные декартовы координаты;  – компоненты вектора

перемещений; l – длина балки;  – приращение концентрации q-й ком-

поненты вещества в составе N – компонентной среды;  и  – актуальная и на-
чальная концентрации q-го вещества;  – компоненты тензора упругих постоян-

ных;  – плотность;  – коэффициенты, характеризующие объемное изменение

среды за счет диффузии;  – коэффициенты самодиффузии;  – универсальная

газовая постоянная;  – температура среды;  – молярная масса q-го вещества,

,  – поверхностные возмущения, ,  – объемные возмущения;  – компо-

ненты вектора нормали к поверхности балки;  – время релаксации диффузионных
потоков.

Уравнения упругодиффузионных колебаний балки получаем на основе вариацион-
ного принципа Даламбера. Используя начально-краевую задачу (1.1), имеем [18–20]

(1.4)

Здесь  – виртуальные перемещения,  – виртуальные приращения концентра-
ций.

Далее, для построения уравнений изгиба балки в плоскости  принимаем, что:
– материал является изотропным (  и  – коэффициенты Ламе,  – символ Кро-

некера)

(1.5)

– прогибы балки малы и сечения, перпендикулярные к оси балки до деформации,
остаются плоскими и после деформации (гипотеза плоских сечений). Тогда, линеари-
зуя искомые величины по переменной , получаем [18–21]

(1.6)

– деформации в поперечном направлении отсутствуют. Тогда  и соотно-
шения (1.6) записываются так

(1.7)
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С учетом (1.5) и (1.7), компоненты тензора напряжений и вектора диффузионного
потока (1.2) будут иметь вид [20] (здесь штрих обозначает производную по перемен-
ной , точка – производную по времени )

(1.8)

Подставляя (1.7) и (1.8) в (1.4) и используя необходимое условие стационарности
функционалов, получаем модель нестационарного плоского изгиба упругодиффузи-
онной балки Тимошенко, которая состоит из двух задач:

– задача об одноосном растяжении-сжатии стержня с учетом диффузии

– задача относительно прогибов балки с учетом диффузии

(1.9)

(1.10)

где  – площадь сечения,  – момент инерции поперечного сечения балки относи-
тельно оси , , n – распределенная погонная продольная нагрузка,  – рас-

1x τ

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

= =
σ = − χ − α + σ = λ − χ − α +

σ = μ − χ + τ = − + + Λ − χ

+ τ = − − Λ χ = ÷

 

v
�

�

11 2 2 22 2 2
1 1

12 2 21 1

2 2

' ' , ' '

' , ( ) '' ''' '

' 1

N N

q q q q q q
q q

q q
q q q q q

q q
q q q q

u x N x H u x N x H

J J D N x H u x

J J D H q N

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

τ − τ + α τ − τ =

τ + τ τ − τ + Λ τ − τ =

��

� ��

1 1 1 1
1

1 1 1 1 1

, '' , , , 0'

, , , ''' , , 0''

N

q q
q

q
q q q q q q

u x u x N x n x

N x N x D N x u x y x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
= == =

   τ τ
τ − α τ = τ − α τ =   

   
 

1 1

0 1
1 1 1 1

1 10 1

' , , , ' , ,
N N

q q q q
q qx x

N N
u x N x u x N x

F F

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
= =

Γ τ Γ τ
Λ τ − τ = Λ τ − τ =

1 1

0 1
1 1 1 1

0 1
[ '' , , ] , [ '' , , ]' '

q q

q q q q q q
x x

u x D N x u x D N x
F F

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

=

τ
τ − μ τ − χ τ − =

τ
χ τ − χ τ − ημ τ − χ τ − α τ − =

τ
τ + τ τ − τ − Λ χ τ − =



v v

v

��

��

� ��

1
1 1 1

1
1 1 1 1 1

1 3

1
1 1 1 1

3

,
, '' , ' , 0

,
, '' , ' , , , 0'

,
, , , ''' , 0''

N

q q
q

q

q q q q q q

q x
x x x

F
m x

x x x x H x
J

z x
H x H x D H x x

J

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )
= =

τ τ
τ − χ τ = τ − χ τ =

μ μ
v v

1 1

0 1
1 1 1 10 1' , , , ' , ,x x

Q Q
x x x x

F F

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
= =

= =

  τ
χ τ + α τ = − 
 

  τ
χ τ + α τ = − 
 





1

1

0
1 1

1 30

1
1 1

1 31

' , ,

' , ,

N

q q
q x

N

q q
q x

M
x H x

J

M
x H x

J

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

=

=

Ω τ
Λ χ τ + τ = −

Ω τ
Λ χ τ + τ = −

1

1

0
1 1

0 3

1
1 1

1 3

[ '' , , ]'

[ '' , , ]'

q

q q q
x

q

q q q
x

x D H x
J

x D H x
J

F 3J

3Ox η = 3F J m



111МОДЕЛЬ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УПРУГО-ДИФФУЗИОННЫХ КОЛЕБАНИЙ
пределенный погонный момент, q – распределенная погонная поперечная нагрузка,
остальные силовые факторы определяются следующим образом

В более точных моделях (для этого надо учесть слагаемые более высокого порядка
малости в (1.6)) уравнения (1.9) записываются так

(1.11)

где k – коэффициент, учитывающий неравномерность распределения касательных
напряжений по сечению балки.

Если касательные напряжения распределены по формуле Журавского, то для балки

прямоугольного сечения высотой h и единичной толщины  [22, 23].
Будем далее рассматривать задачу об изгибе шарнирно опертой балки под действи-

ем нестационарной распределенной поперечной нагрузки. Математическая поста-
новка задачи включает в себя уравнения (1.11) и граничные условия (1.10), в которых
полагаем

Для получения замкнутой постановки задачи используем дополнительно следую-
щие кинематические граничные условия

(1.12)
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Здесь ,  – объемные силовые факторы, входящие в уравнения (1.11),
 – объемные функции Грина, удовлетворяющие уравнениям [20]

(2.2)

и следующим однородным граничным условиям

(2.3)

Для нахождения объемных функций Грина вначале применяем преобразование Ла-
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где

(2.5)

Решение системы (2.4) имеет вид [20] ( , , , )
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где

(2.7)

Оригиналы функций Грина в (2.6) определяются следующим образом [20]
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дополнительными нулями многочлена 

Подставляя найденные выражения для функций Грина (2.8) и (2.9) в свертки (2.1)
получаем решение задачи об изгибе балки Тимошенко (1.11), (1.10), (1.12).
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3. Расчетный пример. Для расчетного примера возьмем дюралюминиевый стержень

длины  м, прямоугольного сечения . Дюралюминий рассмат-
риваем как двухкомпонентный материал, (N = 2) физические характеристики которо-
го [24] после применения процедуры обезразмеривания (1.3) следующие:

(3.1)

Обезразмеренные геометрические характеристики сечения равны:

В уравнениях (1.11) полагаем
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шенко. В этом случае равенства (2.7) с учетом (2.5) запишутся так
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Рис. 2
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Прогибы  и повороты сечений χ по-прежнему определяются с помощью фор-
мул (3.3) с учетом поправочных равенств (3.4), при N = 0.

Результаты вычислений продемонстрированы на рисунках 2–7. На рис. 2 изобра-
жено пространственно-временное распределение прогибов балки под действием рас-
пределенной поперечной нагрузки (3.2). На следующих рисунках показаны зависимо-
сти от времени и продольной координаты поворотов сечений (рис. 3) и приращений

v
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Рис. 4
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концентраций первого компонента (рис. 4) и второго (рис. 5) в составе двухкомпо-
нентной среды (3.1).

На рисунках 6 и 7 проиллюстрировано сравнение решений упругодиффузионной
задачи (3.3) с решением чисто упругой задачи при x = 0.1. Сплошная линия на обоих
рисунках соответствует решению (3.3), пунктирная – решению упругой задачи.
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Рис. 6
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На рис. 6 видно, что в рамках построенной модели упругодиффузионных колебаний
балки Тимошенко массоперенос влияет на прогибы только в самые начальные момен-

ты времени . В противоположность этому, диффузионные процессы суще-
ственно влияют на повороты сечений. Продемонстрированное на рис. 7 отличие со-
храняется для сколь угодно больших временных промежутков.

−τ 1~ 10
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Заключение. Таким образом, в работе получена связанная нестационарная упруго-
диффузионная модель балки Тимошенко. Предложен алгоритм построения объемных
функций Грина и решена задача о нестационарных упругодиффузионных колебаниях
балки под действием распределенной поперечной нагрузки. На основе разработанной
модели и рассмотренного примера исследовано взаимодействие механического и
диффузионного полей. Сравнительный анализ показывает влияние массопереноса на
поле перемещений внутри балки в сторону увеличения углов поворотов поперечных
сечений при изгибе.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект 20-19-00217).
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