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Проведен анализ свойств определяющих соотношений теории деформирования фи-
зически нелинейных материалов с зависящими от вида напряженного состояния
свойствами. В данных соотношениях учтены две формы нелинейности, одна из ко-
торых связана с нелинейностью диаграмм деформирования, а другая – с изменени-
ем этих диаграмм в зависимости от условий нагружения. Исследованы распределе-
ния напряжений и деформаций во вращающемся диске из материала с чувствитель-
ными к виду напряженного состояния свойствами и проведено сравнение с
результатами расчетов для материала с инвариантными к виду внешних воздействий
свойствами.
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1. Введение. Сопротивление многих конструкционных материалов зависит от вида
внешних воздействий. Наиболее заметно эта зависимость проявляется в материалах с
неоднородной структурой, содержащих различного рода включения, поры, армирую-
щие элементы, микротрещины и другие неоднородности структуры, поведение кото-
рых зависит от условий деформирования и нагружения. Изучению влияния неодно-
родности структуры конструкционных материалов на их деформационные, пла-
стические и прочностные свойства посвящены работы многих авторов [1–9].
Данные исследования имеют большое научное и практическое значение, которое
определяется широким использованием материалов с неоднородной структурой в
различных отраслях современного машиностроения [10–15]. Эти материалы обла-
дают значительной объемной сжимаемостью при пластическом деформировании,
упрочнением, эффектом дилатансии, взаимосвязью процессов сдвигового и объ-
емного деформирования. Такие свойства проявляются наиболее заметно у компо-
зитных материалов, полученных на основе ткани или с трехосным плетением во-
локон, а также в композитах с упругой податливой матрицей. Кроме того, такими
свойствами обладают чугун, керамики, алюминиевые сплавы и многие другие мате-
риалы [16–20].
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Для проведения расчетов напряженно-деформированного состояния в телах, кон-
струкциях и сооружениях предложены теории, в которых отражены некоторые из на-
блюдаемых в экспериментах эффектов. Во многих из предложенных теорий в качестве
зависимости свойств материалов от вида напряженного состояния учитывалось раз-
личие механических свойств при одноосном растяжении, одноосном сжатии и, в не-
которых случаях, сдвиге [21–27], но это только два или три частных вида напряженно-
го состояния среди неограниченного их множества. Поэтому ограничиваться только
различием характеристик для частных случаев вряд ли целесообразно, поскольку если
они различны для одноосного растяжения и одноосного сжатия, то это означает, что
они различаются и для других видов напряженного состояния. Это подтверждается
результатами экспериментальных исследований. Поэтому для более полного описа-
ния данных эффектов необходимо вводить в определяющие соотношения параметры
вида напряженного состояния. Такой подход был предложен в [28–30], и сформули-
рованы определяющие соотношения.

В данной работе исследовано влияние зависимости деформационных свойств мате-
риалов от вида напряженного состояния на распределения напряжений и деформа-
ций во вращающемся диске. Расчеты проведены на основе определяющих соотноше-
ний с использованием параметра вида напряженного состояния, представляющего
собой отношение гидростатической компоненты напряжений к эффективному на-
пряжению Мизеса. Проведено сравнение с результатами расчетов для материала,
свойства которого не зависят от вида внешних воздействий.

2. Определяющие соотношения. Определяющие соотношения отражают общие
свойства и закономерности в поведении различных материалов, которые обнаружива-
ются при проведении экспериментальных исследований. Эффект зависимости меха-
нических свойств материалов от вида внешних воздействий или вида напряженного
состояния, которое создается в материале при нагружении, можно проиллюстриро-
вать на основе результатов экспериментальных исследований поведения чугуна и
конструкционного графита [30].

На рис. 1 приведены диаграммы зависимости между эффективным напряжением

Мизеса , где  – девиатор напряжений,  – среднее

напряжение, и эффективной деформацией , где  – девиа-
тор деформаций, ε = εii – объемная деформация в случае малых деформаций, для се-
рого чугуна СЧ 15-32. Диаграммы получены в условиях пропорционального нагруже-
ния трубчатых образцов при действии осевой нагрузки и крутящего момента. В про-
цессе каждого испытания вид напряженного состояния не менялся, его можно
характеризовать параметром ξ, представляющим собой отношение среднего напряже-
ния к эффективному напряжению, , названного трехосностью напряжений
(stress triaxiality). Диаграмма 1 соответствует одноосному растяжению (ξ = 1/3), 3 – чи-
стому сдвигу (ξ = 0), 6 – одноосному сжатию ( ). Диаграммы 2, 4 и 5 получены
при различных соотношениях между осевой нагрузкой и крутящим моментом, им со-
ответствуют следующие значения параметра ξ: 0.232, –0.064, –0.126. Наблюдается по-
добие диаграмм, соответствующих разным значениям параметра ξ.

На рис. 2 приведены эффективные диаграммы деформирования конструкционного
графита АРВ, полученные на основе испытаний трубчатых образцов при пропорцио-
нальном изменении главных напряжений. Диаграмма 1 соответствует одноосному
растяжению (ξ = 1/3), 2 – одноосному сжатию (ξ = –1/3). 3 – чистому сдвигу (ξ = 0),
4 – равномерному двухосному растяжению (ξ = –2/3). Наблюдается значительное

=0σ 3/2 ij ijS S = −σ σδij ij ijS = 1σ σ
3 ii

=0ε 2/3 ij ije e = −ε 1/3εδij ij ije

= 0ξ σ/σ

= −ξ 1/3
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расхождение диаграмм деформирования для разных условий пропорционального на-
гружения.

Для определения напряженно-деформированного состояния в телах, свойства ко-
торых чувствительны к виду напряженного состояния, могут быть использованы под-
ходы нелинейной теории упругости или деформационной теории пластичности с уче-
том изменяемости свойств материалов. Тогда при формулировке определяющих соот-
ношений можно использовать соответствующую потенциальную функцию и
представить дополнительную работу в виде:

(2.1)

Первое слагаемое (2.1) представляет линейно упругую составляющую деформации,
а функция g(σ0) характеризует нелинейность кривых деформирования. Наиболее рас-
пространенное выражение для функции, отвечающей за нелинейность, является сте-

пенная зависимость вида . Функция (ξ) – это функция вида напря-
женного состояния, которая характеризует чувствительность деформационных харак-
теристик к виду нагружения. При  потенциал (2.1) и задаваемые им
определяющие соотношения совпадают с уравнениями деформационной теории пла-
стичности. Дифференцируя выражение (2.1) по напряжениям, получим связь между
напряжениями и деформациями, которые имеют следующий вид:

(2.2)

Из соотношений (2.2.) следует, что функции λ(ξ) и Λ(ξ) и их производные связаны
соотношениями:

(2.3)

Зная выражения для функции λ(ξ), которая определяется на основе результатов
экспериментов, из второго соотношения (2.3) можно найти функцию Λ(ξ). Это соот-
ношение представляет собой дифференциальное уравнение, решение которого имеет
вид:

(2.4)

Используя (2.2), можно получить выражения для эффективной деформации и объ-
емной деформации:

(2.5)

Из (2.5) можно получить выражение, связывающее эффективную деформацию и
объемную деформацию:

Это соотношение означает, что в рассматриваемых материалах процессы объёмно-
го и сдвигового деформирования взаимосвязаны. В условиях пропорционального на-
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гружения параметр ξ постоянный, но принимает разные значения для разных видов

нагружения. Функция  характеризует расхождение диаграмм
зависимости эффективного напряжения от эффективной деформации для разных
условий пропорционального нагружения, определяемых значением параметра ξ.
Не нарушая общности, можно в качестве базового эксперимента, по отношению к ко-
торому определяется отклонение диаграмм деформирования, выбрать чистый сдвиг,
когда ξ = 0, и считать  и λ(0) = 1. Тогда параметры функции g(σ0) можно опре-
делить на основе диаграммы деформирования, полученной в условиях чистого сдвига.

Условия единственности решения задач с использованием определяющих соотно-
шений (2.2) имеют следующий вид:

3. Напряженно-деформированное состояние во вращающемся диске. Рассмотрим
плоский круглый диск с внешним радиусом b, вращающийся с угловой скоростью ω.
На внешнем радиусе нагрузки отсутствуют. Напряженно-деформированное состоя-
ние в этом диске будет плоским с осевой симметрией. Радиальная и окружная дефор-
мации выражаются через радиальное перемещение ur(r) по известным формулам. В
условиях осевой симметрии уравнение равновесия и уравнение совместности дефор-
маций имеют вид:

(3.1)

где ρ – это плотность материала.
Пусть диск изготовлен из материала с зависимостью свойств от вида напряженного

состояния. Центр диска не перемещается, т.е. . На внешнем радиусе нагрузка
отсутствует, т.е. .

Поскольку связь между напряжениями и деформациями, как это видно из соотно-
шения (2.2), нелинейная вследствие наличия параметра ξ, то необходимо использо-
вать численные методы для нахождения напряжений и деформаций в каждой точке
диска. Нелинейность обобщенных диаграмм деформирования  хорошо опи-
сывается степенной зависимостью  c показателем n = 4 для графита и n = 6 для
чугуна. Для функции параметра вида напряженного состояния λ(ξ) может быть ис-
пользована аппроксимация вида:

(3.2)

Данная аппроксимация позволяет с достаточной степенью точности описать экспе-
риментальные зависимости. Функция Λ(ξ) определяется из соотношения (2.4). Все
константы определяются из эксперимента.

На основе эффективных диаграмм деформирования конструкционного графита
АРВ, представленных на рис. 2, получены следующие значения параметров: n = 4,
k = 2.295 × 10–7 (МПа)–3, А = 1.357 × 10–4 (МПа)–1, В = 1.755 × 10–4 (МПа)–1, А0 =
= 2.0924, С0 = 11.56, С1 = 1.3, С2 = 0.43, ξ0 = 0.48. Параметры функции  определя-
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Рис. 3

0.0035
0.0030
0.0025
0.0020
0.0015
0.0010
0.0005

0.0035
0.0030
0.0025
0.0020
0.0015
0.0010
0.0005

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

r

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0015

0.0010

0.0005

0.0015

0.0010

0.0005

r

�rr(r)

�rr(r) ���(r)

���(r)(a) (b)

(c) (d)
лись на основе диаграммы деформирования при сдвиге, а параметры функции λ(ξ) –
по расхождению эффективных диаграмм при значении .

Используя аналогичные диаграммы деформирования для чугуна СЧ 15-32, приведен-
ные на рис. 1, получим следующие значения параметров: n = 6, k = 5.274 × 10–14 (МПа)–5,
А = 9.470 × 10–6 (МПа)–1, В = 1.705 × 10–5 (МПа)–1, А0 = 2.9327, С0 = 18.3, С1 = 2.3,
С2 = 0.43, ξ0 = 0.48. При этом для определения параметров функции  использова-
на кривая 3, а для функции λ(ξ) – значения напряжения σ0 при постоянном значении

.

Для проведения расчетов во всех уравнениях перейдем к безразмерным величинам,
отнеся радиальную координату к внешнему радиусу диска b, а вместо напряжения
введем безразмерную величину . Тогда определяющие соотношения примут вид:

(3.3)

где все напряжения представлены в безразмерном виде, но их обозначение сохранено.

Результаты расчетов для графита с безразмерной величиной  представле-
ны на рис. 3,a–рис. 3,d, где сплошной линией обозначаются результаты, полученные
при  в функции λ(ξ), а пунктирной – при C1 = 0, т.е. для случая, когда свойства
материала инвариантны к виду напряженного состояния. На рис. 3,а представлено ра-
диальное напряжение, на рис. 3,b – окружное напряжение, на рис. 3,c представлены
радиальные деформации и на рис. 3,d – окружные деформации.
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Рис. 4
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Для чугуна распределения напряжений и деформаций представлены на рис. 4,а–

рис. 4,d при значении безразмерной величины . Как и для графита
сплошной линией обозначаются результаты, полученные при  в функции λ(ξ),
а пунктирной – при C1 = 0. На рис. 4,а представлено радиальное напряжение, на
рис. 4,b – окружное напряжение, на рис. 4,c представлены радиальные деформации и
на рис. 4,d – окружные деформации.

Результаты расчетов свидетельствуют о том, что во вращающемся диске напряже-
ния незначительно подвержены влиянию вида напряженного состояния по сравне-
нию с деформациями.

4. Заключение. В работе исследованы распределения напряжений и деформаций в
диске из материала с нелинейными диаграммами деформирования, зависящими от
вида напряженного состояния. Проведены расчеты с использованием эксперимен-
тальных данных для серого чугуна и конструкционного графита, на основе которых
можно заключить, что степень чувствительности свойств материалов к виду напря-
женного состояния оказывает незначительное влияние на величины напряжений в
диске, но весьма существенно влияет на значения деформаций по сравнению с ре-
зультатами расчетов для материала с инвариантными к виду внешних воздействий
свойствами. Рассматриваемые материалы относятся к классу хрупких или полухруп-
ких, для которых часто используются деформационные критерии прочности, поэтому
данный результат имеет определенное значение.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант 20-11-20230).

ρ =2ω 0.0047
≠1   0C
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