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Для описания распространения акустических поверхностных волн в анизотропном
слое вводится шестимерный комплексный формализм, осуществляется построение
гамильтониана, аналога диссипативной функции Рэлея, а также экспоненциальной
фундаментальной матрицы. Получены дисперсионные уравнения для многослой-
ной пластины с различными условиями на граничных поверхностях. Даны примеры
применения формализма Коши для анализа дисперсии волн Лэмба.
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1. Введение. Ниже излагается методика исследования распространения поверхност-
ных акустических волн в анизотропных слоистых средах с произвольной упругой ани-
зотропией. Основной метод – шестимерный комплексный формализм, основан-
ный на сведении уравнений движения к нормальной форме Коши, и построение
фундаментальных экспоненциальных матриц. Наряду с волнами Лэмба и Рэлея–
Лэмба рассматриваются и их длинноволновые аналоги, именуемые солитонопо-
добными волнами.

1.1. Волны Рэлея. В [1] разработан математический метод и на его основе получено
алгебраическое уравнение для определения скорости распространения поверхност-
ной волны (рэлеевская волна) в изотропном упругом полупространстве с однородны-
ми граничными условиями в напряжениях. В этой же работе отмечено, что ввиду ло-
кализации энергии этих волн в небольшой зоне вблизи поверхности, рассматривае-
мые волны могут распространяться на значительные расстояния и играть решающую
роль в переносе энергии при землетрясениях. В дальнейшем метод Рэлея был обоб-
щен на случай анизотропных полупростанств [2–4]. Для анизотропных полупро-
странств ставилась задача поиска так называемых “запрещенных” направлений, по
которым распространение рэлеевских волн оказывалось невозможным [5–7]. Однако,
в [8–11] и последующих исследованиях [12–15] была сформулирована и доказана тео-
рема существования для релеевских волн, в соответствии с которой для любого на-
правления в любом упруго анизотропном полупространстве рэлеевская волна суще-
ствует, – таким образом, надежда на обнаружение особых направлений в анизотроп-
ных материалах, непропускающих волны Рэлея, не оправдалась.
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1.2. Волны Стоунли. В [16] методом, разработанным в [17] для анализа поверхност-
ных волн, распространяющихся в упругом слое, контактирующем с полупростран-
ством, решена задача о поверхностной волне на границе контактирующих между со-
бой изотропных упругих полупространств. В [18–20] обнаружено, что такая поверх-
ностная волна (названная волной Стоунли) может возникать лишь при определенных
условиях, накладываемых на упругие постоянные контактирующих полупространств,
причем из-за технических трудностей общие аналитические выражения условий су-
ществования такой волны для контактирующих изотропных полупространств полу-
чить не удалось. Например, в [20] исследовалась зависимость отношения констант Ла-
ме μ1/μ2 от отношения плотностей ρ1/ρ2 контактирующих полупространств в случае,
когда константы Ламе двух сред удовлетворяют специальному соотношению

(1.1)

В [20] было обнаружено, что при выполнении (1.1) и дополнительном, часто использу-
емом в геомеханике, условии , волны Стоунли могут возникать лишь в слу-
чае, когда отношение μ1/μ2 близко к единице. В [21] исследовались вопросы суще-
ствования волн Стоунли для контактирующих упруго анизотропных полупространств
и соответствующая теорема существования была доказана для некоторых частных слу-
чаев упругой анизотропии.

1.3. Волны Лява и SH волны. Описание волн с горизонтальной поперечной поляриза-
цией (волны Лява), распространяющихся в упругом изотропном слое, контактирую-
щем с изотропным полупространством, дано в [17], при этом на внешней поверхности
слоя, так же как и в случае волн Рэлея, ставятся однородные условия для касательных
напряжений. В [17] отмечалось, что эти волны наряду с волнами Рэлея участвуют в пе-
редаче сейсмической энергии при землятресениях и, в тех местах, где они распростра-
няются, могут происходить еще более катастрофические разрушения, чем вызванные
только волнами Рэлея. В этой же работе найдено необходимое условие, при котором
эти волны могут распространяться

(1.2)

где  – соответствующие скорости распространения объемных поперечных волн. На-
рушение условия (1.2) приводит к невозможности распространения волн Лява, – та-
кие среды представляют собой барьеры для волн Лява. В [22–24] рассмотрены волны
Лява и имеющие ту же поляризацию SH-волны, распространяющиеся в анизотроп-
ных слое и полупространстве с различными видами упругой анизотропии и различны-
ми условиями на свободных поверхностях. В частности, в [22, 23] показано, что усло-
виями существования волн Лява в случае контактирующих трансверсально изотроп-

ных слоя и полупространства являются условия (1.2), в этом случае  – скорости
объемных волн с горизонтальной поперечной поляризацией. Заметим, что из (1.2) вы-

текает один интересный результат: если , что соответствует одиночному
изотропному или трансверсально изотропному слою со свободными границами, то
волна с горизонтальной поперечной поляризацией, называемая в этом случае SH-вол-
ной, распространяться не может. Заметим, что в случае многослойной среды, содер-
жащей более одного слоя, но по-прежнему без контактирующего полупространства,
SH-волны уже могут распространяться [24].

1.4. Волны Лэмба. В случае, если контактирующее полупространство отсутствует, а
на границах одниочного слоя заданы однородные условия, возникает поверхностная
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волна, называемая истинной (genuine) волной Лэмба. Эта волна поляризована в са-
гиттальной плоскости:

(1.3)
где n – волновой вектор (вектор направления распространения волны), а  – вектор
единичной нормали к срединной или граничной. Волны Лэмба, распространяющиеся
в изотропном упругом слое, впервые исследовались в [25]. В случае анизотропного
слоя со свободными границами, известно [26], что если слой обладает упругой сим-
метрией, характеризуемой вектором q и , то в таком слое могут распространяться
истинные волны Лэмба. Если же слой не имеет упругой симметрии, или направление
распространения n не совпадает с направлением упругой симметрии q, возникают
обобщенные волны Лэмба, имеющие пространственную поляризацию.

1.5. Волны Рэлея–Лэмб. Волны Рэлея–Лэмба – еще один тип волн, которые могут
возникать при сейсмической активности. Эти волны, так же как и волны Лява, рас-
пространяются в системе упругий слой (слои) – полупространство, но, в отличие от
волн Лява, волны Рэлея–Лэмба поляризованы в сагиттальной плоскости. Для волн
Рэлея–Лэмба поляризация аналогична волнам Лэмба: если слой и контактирующее
полупространство имеют общую ось упругой симметрии, совпадающую с направле-
нием распространения волны, то волна, называемая истинной волной Рэлея–Лэмба,
поляризована в сагиттальной плоскости [27–30]. В противном случае, распространя-
ется обобщенная волна Рэлея–Лэмба, имеющая объемную поляризацию; дисперсия
волн Рэлея–Лэмба и родственные задачи рассматривались также в [31–38].

1.6. Волны Лэмба в неоднородных средах. В [39–41] построен модифицированный
формализм Коши для анализа функционально-градиентных сред с поперечной
(трансверсальной) неоднородностью. Уравнения движения в изотропных функцио-
нально-градиентных средах могут быть представлены в виде

где  и μ – параметры Ламе,  – плотность среды, u – поле смещений. Осуществляя
дифференцирование, в [42] уравнения движения были получены в несколько ином
виде, применявшемся в [39–41]:

где верхний индекс Т означает транспозицию.
1.7. Граничные и контактные условия для волн Лэмба. На свободных границах внеш-

них слоев n-слойной среды могут задаваться следующие однородные условия:
а) в напряжениях

(1.4)

б) в перемещениях

(1.5)

г) смешанные условия

(1.6)

где Ck – соответствующие тензоры упругости, uk – поля перемещений в соответствую-
щих слоях, 2hk – толщины соответствующих слоев.
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На контактных поверхностях между k и k + 1 слоями задаются условия идеального
механического контакта

(1.7)

1.8. Постановка проблемы и методы исследования. Ниже, для среды, состоящей из
нескольких анизотропных слоев, определяются условия, обеспечивающие невозмож-
ность распространения обобщенных волн Лэмба в каком-либо направлении. Для ре-
шения этой задачи применяется комбинированный метод, состоящий в построении
фундаментальных экспоненциальных матриц, описывающих распространение волн
Лэмба в одиночном слое, и модифицированный метод передаточных матриц (моди-
фицированный метод Томсона–Хаскелла), использующийся для описания распро-
странения волн в слоистых средах.

Для двухслойной среды, состоящей из анизотропных слоев, имеющих общую ось
упругой симметрии, условия нераспространения истинных волн Лэмба в направлении
этой оси упругой симметрии выписаны аналитически.

2. Основные соотношения. Ниже считается, что все слои однородны и линейно ги-
перупруги. Уравнения движения для упругой однородной анизотропной среды могут
быть записаны в виде

(2.1)

где тензор упругости  предполагается положительно определенным:

(2.2)

Замечание 2.1. В случае изотропной упругой среды условие положительной опреде-
ленности (2.2) эквивалентно

где λ и μ – константы Ламе.
Следуя подходу [30, 35], рассмотрим представление для волны Лэмба, распростра-

няющейся в слое с произвольной упругой анизотропией, в виде:

(2.3)
где r – волновое число;  – волновой вектор (единичной длины), задающий направле-
ние распространения волны; c – фазовая скорость;  – безразмерная мни-
мая переменная; f – неизвестная векторная функция, определяющая изменение ам-
плитуды на волновом фронте. Подставляя выражение (2.3) в уравнение (2.1), получа-
ем обыкновенное дифференциальное уравнение относительно функции f. Это
уравнение известно как уравнение Кристоффеля для волны Лэмба

(2.4)

(2.5)

В (2.5) I – единичная диагональная 3 × 3-матрица. Для последующего анализа реду-
цируем уравнение (2.4) к матричному ОДУ первого порядка, введя вспомогательную
функцию

(2.6)
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С учетом этой функции уравнение (2.4) примет вид

(2.7)

где якобиан G представляет собой матрицу шестого порядка:

(2.8)

причем

(2.9)

В правой части (2.8) 0 – нулевая 3 × 3-матрица. С помощью якобиана (2.8) общее ре-
шение уравнения (2.7) можно представить в виде:

(2.10)

где  – шестимерный и, вообще говоря, комплексный вектор, определяемый с точно-
стью до скалярного множителя из граничных или контактных условий. С учетом (2.10)
решение уравнения движения (2.1) для поверхностной волны в слое может быть пред-
ставлено в виде

(2.11)

В левой части (2.10) .
Замечания 2.2. а) Представление (2.10) остается справедливым и в случае неполу-

простого вырождения матрицы G, т.е. при наличии жордановых блоков в канониче-
ской нормальной форме матрицы G, см. [30, 35, 37].

б) В теории поверхностных волн уравнения движения в форме уравнения второго
порядка (2.4) весьма часто сводят к системе уравнений первого порядка. При этом в
зависимости от выбора вспомогательной функции w, различают несколько эквива-
лентных представлений уравнений движения (2.4) в форме системы шести обыкно-
венных дифференциальных уравнений первого порядка. Из этих представлений наи-
более широко применяется представление (формализм) Штро (Stroh) [4, 37, 38], в ко-
тором вспомогательная функция w принимается в виде

(2.12)

где A – матрица, определенная в (2.5), а F определяется следующим выражением

(2.13)

В случае представления (2.12) функция w с точностью до множителя  совпа-
дает с усилиями на плоскостях .

3. Метод передаточных матриц. Контактные граничные условия (1.7) на граничных
плоскостях k-го слоя могут быть выражены через соответствующий шестимерный
вектор коэффициентов  по формулам (2.10)–(2.12):

(3.1)
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где

(3.2)

Знаки ± перед матрицами Fk и Ak в правой части (3.2) отвечают ориентации внешней
нормали к соответственно “верхней” и “нижней” граничным плоскостям k-го слоя.

Следуя [31, 32], будем называть  передаточными матрицами. При любых r > 0 и
любых гиперупругих средах, удовлетворяющих условию (2.2), передаточные матрицы
(3.2) невырождены:

(3.3)

Поскольку , для доказательства (3.3) достаточно установить невырожден-
ность следующей матрицы

(3.4)

неравенство в (3.4) вытекает из выражения (2.5) для акустического тензора Ak, невы-
рожденного в силу условий (2.2).

Комбинация передаточных матриц (3.2) позволяет выразить усилия и перемещения
на “нижней” граничной плоскости n-го слоя, через граничные условия на “верхней”
поверхности первого слоя:

(3.5)

где N – результирующая передаточная матрица, представляющая собой композицию

передаточных матриц :

(3.6)

Из (3.3), (3.6) вытекает

(3.7)

Результирующая передаточная матрица N может быть представлена в виде блочной
матрицы

(3.8)

где Np,  квадратные 3 × 3-матрицы.
С учетом (3.8) условия (3.5) приобретают вид

(3.9)

4. Общие условия существования (обобщенных) волн Лэмба. В этом разделе приво-
дятся дисперсионные соотношения для пластин с различными условиями закрепле-
ния.
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4.1. Пластина со свободными внешними граничными поверхностями. В этом случае
усилия на внешних поверхностях равны нулю, тогда уравнение (3.9) трансформирует-
ся к виду

(4.1)

Из (4.1) получаем условие существования для волны Лэмба

(4.2)

Действительно, если при каком-либо r матрица N3 вырожденная, то однородные усло-
вия в напряжениях на “нижней” поверхности слоя удовлетворяются при  и

, но это означает, что существует обобщенная волна Лэмба.
4.2. Пластина с защемленными внешними граничными поверхностями. В этом случае

перемещения на внешних поверхностях равны нулю и уравнение (3.9) приобретает
вид

(4.3)

Из (4.3) получаем условие существования:

(4.4)

4.3. Пластина со смешанными условиями (1.6) на внешних граничных поверхностях. В
этом случае усилия на “верхней” поверхности равны нулю, а на “нижней” поверхно-
сти равны нулю перемещения и уравнение (3.9) приобретает вид

(4.5)

По аналогии с предыдущим, из (4.5) получаем следующее условие существования:

(4.6)

5. Заключительные замечания. Приведен обзор и анализ исследований по примене-
нию шестимерного комплексного формализма Коши для описания распространения
акустических поверхностных волн в анизотропном упругом слое с анизотропией об-
щего вида.

Показано, что в основе формализма Коши лежит сведение гиперболических урав-
нений второго порядка к системе шести (гиперболических) уравнений первого поряд-
ка. Далее, осуществляется построение гамильтониана, являющегося аналогом дисси-
пативной функции Рэлея. На последнем этапе в формализме Коши осуществляется
построение экспоненциальной фундаментальной матрицы. Таким образом, удается
получить дисперсионные уравнения как для гомогенного анизотропного слоя, так и
для стратифицированной пластины с различными условиями на граничных поверх-
ностях.

В статье отмечены обобщения формализма Коши для получения дисперсионных
соотношений волн Лэмба в функционально-градиентных средах с непрерывной
трансверсальной неоднородностью; см. [39–41]. Поверхностные акустические волны
в стержнях рассмотрены в [43, 44].
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