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В статье приводится краткий обзор работ по кристаллическим материалам с отрица-
тельным коэффициентом Пуассона (кристаллическим ауксетикам), обладающим
кубической анизотропией. Продемонстрировано, что 1/4 всех кубических кристал-
лов обладают ауксетическими свойствами. Еще больше ауксетиков выявляется сре-
ди хиральным нано/микротрубок с кубической цилиндрической анизотропией.
Установлено, что хиральные нано/микротрубки из кубических кристаллов проявля-
ют при кручении линейный эффект Пойнтинга в отличие от известного нелинейно-
го эффекта для изотропных материалов. В случае продольного растяжения двух-
слойных композитов показано, что происходит нарушение правила смесей Фойгта
при наличии слоя из ауксетиков.
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1. Введение. В механике долгое время принималось, что у реальных изотропных
упругих материалов коэффициент Пуассона ν не бывает отрицательным [1], хотя тер-
модинамическое ограничение в трехмерном случае

не требует этого. Не требует этого и ограничение

при другой размерности изотропной среды D [2]. Материалам с отрицательным коэф-
фициентом Пуассона было присвоено название ауксетики [3–5]. В анизотропной
упругости положительная определенность энергии деформации не требует каких-ли-
бо общих теоретических ограничений на коэффициенты Пуассона упругих материа-
лов в случае кристаллов триклинной, моноклинной, орторомбической, тетрагональ-
ной, ромбоэдрической, гексагональной и кубической систем [6].

Впервые о возможности отрицательного коэффициента Пуассона у реальных ани-
зотропных материалов было сказано в известной монографии А. Лява [7], в которой
говорилось о пирите FeS2 с отрицательным коэффициентом Пуассона –1/7. В 1962 го-
ду сообщалось об отрицательном коэффициенте Пуассона для кварца в интервале
температур от 20 до 650°C [8]. Значение –0.6 достигалось при температуре близкой к
500°C. Позже отрицательность коэффициента Пуассона наблюдалась в ферромагнит-
ных пленках (Fe, Ni, Co и пермаллое) [9], сплаве In-Tl [10], некоторых кубических
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кристаллах [11, 12], никелевом сплаве [13], цеолитах [14], металлических и полимер-
ных пенах [15, 16]. На данный момент известно свыше 450 кристаллических материа-
лов с отрицательным коэффициентом Пуассона [17–24]. Среди них наибольшее коли-
чество кристаллов с отрицательным коэффициентом Пуассона (более 300) обладают
кубической анизотропией [18]. На рис. 1 представлена периодическая система эле-
ментов Д.И. Менделеева, на которой серым цветом указаны ауксетические элементы,
составляющие 1/4 часть всех элементов. Указанные в периодической системе мини-
мальные значения коэффициента Пуассона взяты из [17–23]. В [9] для ОЦК кристал-
лов, в [25] для -кристобалита, в [26] для черного фосфора и в [27] для бифталатов
предлагались некоторые структурные модели, поясняющие ауксетическое поведение
кристаллов.

Описание поведения ауксетических анизотропных материалов базируется на ана-
лизе таких упругих характеристик, как коэффициенты Пуассона, модули Юнга и мо-
дули сдвига [19, 28, 29], и различных классификационных схемах [19, 30–32]. Ранняя
общая классификация по коэффициенту Пуассона [30] опиралась на деление анизо-
тропных материалов на полные ауксетики (материалы с отрицательными коэффици-
ентами Пуассона при любых ориентациях), неауксетики (материалы с положительны-
ми коэффициентами Пуассона при любых ориентациях) и ауксетики, у которых знак
коэффициента Пуассона может изменяться при изменении ориентации. В [31] по-
следний тип ауксетиков предложено называть частичными ауксетиками.

2. Упругие свойства кубических кристаллов. Выражения для модуля Юнга  и коэф-
фициента Пуассона  для кристаллов с кубической анизотропией можно записать в
виде, предложенном в [18, 32],

(2.1)

Здесь безразмерный модуль Юнга e и коэффициент Пуассона ν зависят от двух без-
мерных параметров , δ и угловых переменных. Размерная комбинация коэффици-
ентов податливости  известна как параметр анизотропии для куби-
ческих кристаллов. Требование положительной определенности упругой энергии на-
кладывает следующие ограничения на коэффициенты податливости

(2.2)

которые дают следующие ограничения безразмерных параметров в виде

(2.3)

Из (2.1)–(2.3) видно, что неауксетики характеризуются неравенствами , δ < 0
или , δ > 0. Это отражено на рис. 2a (области 2), на которой приведена классифи-
кационная схема для кубических кристаллов на основе двух параметров  и δ. На рис. 2b
классификационная схема кубических кристаллов дополнена кривыми границ устой-
чивости (2.3). На этой схеме нанесены значения  и δ для более 1100 кубических кри-
сталлов из [33]. Из этого рисунка видно, что около 3/4 кубических кристаллов являют-
ся неауксетиками.

Для полных ауксетиков имеют место неравенства  или  (об-
ласти 1 на рис. 2a). Таких ауксетических кристаллов известно не много: кристаллы
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Рис. 1

П
ер

и-
од

ы
Ря

ды

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

H
H

e
I L
i

�0
.5

4

�0
.4

4

�0
.4

2

�0
.1

3

�0
.4

0

�0
.0

9

�0
.3

6

�0
.0

3

�0
.17

�0
.3

4

�0
.2

2
�0

.0
2

N
a K C
u

R
b

A
g

C
s

A
u

L
a

A
c

C
e

T
h

Pr Pa

N
d U

Pm N
p

Sm P
u

E
u

A
m

G
d

C
m

T
b

Л
ан

та
но

ид
ы

А
кт

ин
ои

ды
B

k

D
y

C
f

H
o

E
s

Tm M
d

L
u L
r

Y
b

N
o

E
r

R
m

Fr

II B
e

�0
.0

05

�0
.2

7
�0

.1
3

�0
.0

7
�0

.7
1

�0
.2

6
�0

.0
4

�0
.2

9

M
g

C
a

Z
n Sr C
d

B
a

H
g

R
a

II
I B

�0
.4

2

�0
.0

9

A
l

Sc G
a Y C
d

Л
ан

та
н.

T
l

А
кт

ин
.

IV C

�0
.0

3

�0
.2

0

Si T
i

G
e

Z
r

Sn H
f

Pb R
f

V N

�0
.0

2

�0
.0

3

P V A
s

N
b

Sb Ta B
i

D
b

�0
.0

9

V
I O

�0
.1

5

S C
r

Se M
o

Te W Po Sg

V
II F

�0
.4

8

C
l

M
n

B
r

Tc I R
e

A
t

B
h

V
II N
e

A
r

K
r

X
e

R
n

V
II

I

Fe R
u

O
s

H
n

�0
.1

5
C

e

R
h Ir M
t

�0
.0

7
N

i

Pd P
t



10 ГОРОДЦОВ, ЛИСОВЕНКО

Рис. 2
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Sm0.7Y0.3S, Sm0.75Y0.25S, Sm0.75La0.25S, Sm0.65La0.35S, Sm0.75Tm0.25S, Ba с положительным
значением коэффициента податливости . Большинство кубических кристал-
лов имеют отрицательное значение коэффициента податливости . Кристал-
лы с  > 0 (менее двух десятков) изображены на рис. 2b квадратами. Отметим еще,
что согласно одним экспериментальным данным Sm0.7Y0.3S, Sm0.75Y0.25S, Ba – полные
ауксетики, а согласно другим частичные ауксетики (см. [18]).

Частичные ауксетики характеризуются неравенством  (области 3 на
рис. 2a), которое следует из (2.1). Численный анализ [18] показал, что большинство
частичных ауксетиков имеют отрицательное значение коэффициента податливости

 и , δ > 0. Полный список кубических ауксетиков представлен в табли-
цах 1–9 работы [18]. На рис. 3 изображено изменение формы поверхности ауксетич-
ности  = 0 в пространстве углов Эйлера при  (a),  (b) и  (c).
Как видно из этого рисунка по мере увеличения параметра  поверхность ауксетичности
изменяется от “открытого типа” к “закрытому”. Такое топологическое изменение по-
верхности ауксетичности происходит при критическом значении безразмерного парамет-
ра . Знак безразмерного параметра δ определяет по какую сторону от поверх-
ности ауксетичности находится область с отрицательным коэффициентом Пуассона
(при δ > 0 эта область располагается внутри).

Максимальные и минимальные значения коэффициента Пуассона для кубических
кристаллов выявляются среди следующих кристаллографических направлений

Последние три индекса в квадратных скобках указывают направление растяжения, а
первых три – поперечное направление. В круглых скобках будут указываться кристал-
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Рис. 3
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лографические плоскости. Анализ этих формул с использованием термодинамиче-
ских ограничений (2.3) показывает, что

Из этих неравенств видно, что для большинства частичных ауксетиков для которых
справедливо  и δ > 0, минимальным значением коэффициента Пуассона бу-
дет  и имеет место неравенство  [17]. Чтобы коэффициент Пуассона

 был отрицательным должно выполняться неравенство  для кубиче-
ских кристаллов, попадающих в  и δ > 0. Согласно экспериментальным дан-
ным для кубических кристаллов [33] был обнаружен один такой ауксетик –
Mn85.3Ni8.8C5.9  c .

В [28, 29] было показано, что кроме указанных ориентаций экстремальные значе-
ния коэффициента Пуассона могут наблюдаться при других ориентациях, например,
при растяжении в направлении близком [111]. Это свойственно метастабильным кри-
сталлам с эффектом памяти формы при мартенситной перестройке кристаллической
решетки [29]. Для сплавов In-Tl (InTl (25at%Tl) ; InTl (27at%Tl)  =
= ‒1.079; InTl (27at%Tl, 200 K) ) и Fe-Pd (FePd (28at%Pd) )
значения экстремумов коэффициента Пуассона могут быть меньше –1 (предельного
значения для изотропных материалов).

Экстремальные значения коэффициента Пуассона для сплавов могут сильно ме-
няться при изменении от концентрации какого-либо из веществ. На рис. 4 приведены
значения коэффициентов Пуассона для сплава AlNi в зависимости от атомного содер-
жания никеля (at%Ni). На этом рисунке квадратами обозначены значения коэффици-
ента Пуассона , кружками – , треугольниками с вершиной вверх –

, треугольниками с вершиной вниз – . Можно видеть, что коэффици-
енты  и  слабо зависят от концентрации никеля. Коэффициент Пуас-
сона  монотонно уменьшается с увеличением содержания никеля от –0.06 для
AlNi (47.5at%Ni) до –0.74 для AlNi (60at%Ni). Сильное изменение  выявляется
у сплавов CuZn (латуни) и CuMn с изменением содержания цинка и марганца. В слу-
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Π < < δ < ν > ν > ν > ν[100],[001] [001],[110] (111),[111] [1 10],[110]0, 0 1.5:

≤ Π ≤0 1
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Рис. 4
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чае латуни коэффициент Пуассона меняется от  для CuZn (4.1at%Zn)
до  для CuZn (47.8at%Zn). Для сплава CuMn коэффициент монотонно
уменьшается от  для CuMn (1.25at%Mn) до  для
CuMn (72at%Mn).

3. Продольное растяжение тонкой двухслойной пластины из кубических кристаллов.
Рассмотрим продольное растяжение тонкой двухслойной пластины из кубических
кристаллов, и обсудим особенности поведения эффективного модуля Юнга и эффек-
тивных коэффициентов Пуассона. Пластина из нижнего слоя 1 толщины h1 и верхне-
го слоя 2 толщины h2, заполненная одинаково ориентированными кубическими кри-
сталлами, растягивается в продольном направлении вдоль оси x (рис. 5). Оси лабора-
торной системы координат  совпадают с кристаллографическими осями [100],
[010], [001]. В предположении однородности деформаций слоев пластины в отсутствие
сил на ее поверхностях и продольного кручения закон Гука определяет связи нор-
мальных деформаций с нормальными напряжениями в слоях с k = 1 и k = 2

Верхний индекс будет указывать номер слоя. Растяжение тонкой двухслойной пласти-
ны в направлении оси x удельной силой  (при выборе единичной ширины пластины
в направлении оси ) позволяет написать уравнения равновесия следующим образом

Предположение жесткого контакта слоев тонкой двухслойной пластины дает ра-

венство нормальных деформаций в плоскости пластины , . В итоге
выражения эффективного модуля Юнга и эффективных коэффициентов Пуассона

ν = −[1 10],[110] 0.14
ν = −[1 10],[110] 0.57

ν = −[1 10],[110] 0.14 ν = −[1 10],[110] 0.61
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Рис. 5
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двухслойной пластины из кубических кристаллов принимают вид (см. подробнее
[34, 35])
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Рис. 6
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Таким образом, формулы для эффективного модуля Юнга двухслойной пластины
из кубических кристаллов (3.1), (3.2) вообще говоря, не следует правилу смесей (α ≠ 1).
Используя ограничения (2.2), можно утверждать, что α > 1 (за исключением случая

= ν2). Из формулы (3.2) также можно видеть, что α возрастает с увеличением разно-
сти положительных коэффициентов Пуассона слоев для пары неауксетиков и для
комбинации ауксетик-неауксетик. Однако при близких значениях модулей Юнга и
коэффициентов Пуассона двух слоев точность предсказания эффективного модуля
Юнга по правилу смесей Фойгта оказывается достаточно удовлетворительной. На рис.
6 представлены изменчивость эффективного модуля Юнга для пластин типа ауксе-
тик-неауксетик Sm0.65La0.35S-Ag и Sm0.65La0.35S-Th в зависимости от отношения тол-

щин слоев h1/h2. Для ауксетического кристалла Sm0.65La0.35S имеем ,

 ГПа, а для кристаллов Ag и Th имеем упругие характеристики ,

 ГПа и  = 0.39,  ГПа, соответственно. Можно видеть из рисунка,
что правило смеси неприменимо для нахождения эффективного модуля Юнга двух-
слойной пластины с ауксетическим слоем. Наличие ауксетика приводит к тому, что
эффективный модуль Юнга превосходит модули Юнга обоих исходных материалов E1

и E2 для любых толщин слоев.
Анализ, проведенный в [34], показал, что эффективный коэффициент Пуассона

также не следует правилу смесей для двухслойных пластин при наличии ауксетиче-
ского слоя. В частности, было установлено, что эффективный продольный коэффи-
циент Пуассона двухслойной пластины оказывается отрицательным при заполнении
ауксетиком только одного слоя с достаточно большим параметром h1/h2 и отношени-

ем модулей Юнга. При малом отношении  эффективный продольный ко-
эффициент Пуассона νxy оказывается положительным.

В [36] был проведен аналогичный анализ изменчивости эффективных характери-
стик двухслойных пластин из различно ориентированных кубических кристаллов при
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продольном растяжении. Установлено, что сильное различие зависимостей эффек-
тивных модулей Юнга и эффективных коэффициентов Пуассона таких двухслойных
пластин от угла относительной ориентации и отношения толщин слоев имеет место
при заполнении слоев одинаковыми кристаллами с положительными или отрицатель-
ными коэффициентами анизотропии δ. Например, в случае двухслойной пластины с
кубическими кристаллами InTl (25at%Tl) и Li с δ > 0, эффективный модуль Юнга мо-
нотонно увеличивается и достигает максимального значения при угле ориентации 45°.
Для двухслойной пластины из Sm0.75Tm0.25S с δ < 0 эффективный модуль Юнга моно-
тонно уменьшается и при угле ориентации 45° достигает минимального значения.
В [36] также было показано, что более полусотни кубических кристаллов с δ > 0 обра-
зовывали двухслойные пластины с эффективным модулем Юнга, который при неко-
торых значениях угла ориентации и толщин слоев превосходит оба модуля Юнга сло-
ев, заполненных одинаковыми кристаллами. Тем самым, правило смесей по Фойгту
не выполняется. Еще большее количество слоистых пластин с такими особенностями
упругого поведения обнаружено, когда слои заполнялись различными неауксетиками
и ауксетиками с положительными, отрицательными и очень малыми коэффициента-
ми анизотропии.

В [37] проведено исследование эффективных свойств трехслойных пластин, состо-
ящих из кубических кристаллов, при растяжении и изгибе. Эффективные модули
Юнга слоистых пластин были во многих случаях больше, чем модули Юнга всех слоев,
за исключением композитов с очень жесткими кристаллами. Эффективные про-
дольные коэффициенты Пуассона при растяжении трехслойных пластин часто
увеличивались с увеличением жесткости неауксетиков, изменяя отрицательный
знак на положительный. Во многих случаях трехслойные пластины типа неауксе-
тик-ауксетик-неауксетик характеризуются положительными эффективными попе-
речными коэффициентами Пуассона, тогда как оба эффективных (продольный и по-
перечный) коэффициента Пуассона могут быть отрицательными в трехслойных пла-
стинах типа ауксетик-неауксетик-ауксетик. В случае изгиба симметричных пластин
внешние слои оказывают более сильное влияние на эффективный продольный коэф-
фициент Пуассона, чем при растяжении, что приводит к трем различным типам пове-
дения [37]: (a) полной продольной ауксетичности (эффективные продольный и попе-
речный коэффициенты Пуассона принимают отрицательные значения), (b) полной
продольной неауксетичности (эффективные продольный и поперечный коэффици-
енты Пуассона принимают положительные значения) и (c) сочетанию продольной
ауксетичности и неауксетичности в зависимости от типа нагрузки (эффективные про-
дольный и поперечный коэффициенты Пуассона с разными знаками).

Приведенные выше результаты для эффективных характеристик двухслойных и
трехслойных пластин получены в рамках приближения сплошной среды. При рас-
смотрении растяжения слоистых пластин нужно учитывать особенности межмолеку-
лярных связей между слоями. Для этого при описании в рамках сплошной среды вво-
дят понятие поверхностной упругости [38].

4. Упругие свойства нано/микротрубок. Впервые нанотрубки были получены в 1952 г.
[39]. Л.В. Радушкевич и В.М. Лукьянович сообщали об электронно-микроскопиче-
ском наблюдении полых волокон диаметром порядка 100 нм, полученных при терми-
ческом разложении окиси углерода на железном катализаторе. Широкое исследова-
ние углеродных нанотрубок началось с их наблюдения в 1991 г. [40] и неуглеродных
нанотрубок в 1992 г. – WS2 нанотрубок [41], в 1993 г. – MoS2 нанотрубок [42], в 1995 г. –
BN нанотрубок [43]. В настоящее время синтезировано большое количество неугле-
родных нанотрубок. Среди них широко представлены нанотрубки из металлов, ме-
талл-дихалькогенидов, окислов металлов и др. [44]. Родственными нанотрубкам объ-
ектами являются микроусы и нанопроволки. Длинные тонкие нити исследовались
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Рис. 7
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еще до открытия нанотрубок. Трубки микронных толщин были получены также рань-
ше 90-х годов [45, 46].

В [47] была предложена модель полого стержня, обладающего цилиндрической
анизотропией, для описания механических свойств углеродных нано/микротрубок. В
дальнейшем эта модель была применена для описания механических свойств неугле-
родных нано/микротрубок с кубической, гексагональной, ромбоэдрической, тетраго-
нальной, орторомбической и моноклинной цилиндрической анизотропией [18, 21, 22,
48–52]. В случае нано/микротрубок с кубической цилиндрической анизотропией [18]
предполагалось, что трубки получались сворачиванием тонких пластин из кубических
кристаллов с ориентацией (001) при различных углах хиральности  (рис. 7). При этом
нормаль к плоскости пластины совпадает с осью 3, с кристаллографическим направле-
нием [001]. Между исходным повернутым базисом прямоугольной пластины  и
локальным ортогональным базисом свернутой цилиндрически анизотропной трубки

 имеет место соответствие , , . При рассмотрении за-
дачи одноосного растяжения трубки ( , ) удель-
ным усилием P было установлено, что оно возможно только при нулевом угле хираль-
ности (при α = 0). В этом случае модуль Юнга E и угловой и радиальный коэффициен-
ты Пуассона  и  можно записать в виде

Из формулы для коэффициентов Пуассона видно, что нано/микротрубки будут ауксе-
тиками при . К таким материалам, например, относятся кристаллы Sm0.7Y0.3S,
Sm0.75Y0.25S, Sm0.75La0.25S, Sm0.65La0.35S, Sm0.75Tm0.25S, TmSe.

Решение задачи о продольном растяжении нано/микротрубки с цилиндрической
кубической анизотропией и с ненулевым углом хиральности с помощью полуобратно-
го метода Сен-Венана оказывается возможно при радиально неоднородных трех нор-
мальных ( ) и одном сдвиговом ( ) напряжениях. В результате
были получены выражения для модуля Юнга и углового и радиального коэффициен-
тов Пуассона , , которые в этом случае отличны друг от друга. Эти выражения
представлены в [15], и здесь не будут приводиться из-за громоздкости. Модуль Юнга
зависит от коэффициентов податливости sij и параметра толщины трубки ρ = 
(отношения внешнего радиуса к внутреннему), а коэффициенты Пуассона – от коэф-
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Рис. 8
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фициентов податливости, параметра толщины и радиальной координаты r. Числен-
ный анализ коэффициентов Пуассона нано/микротрубок из кубических кристаллов –
неауксетиков, частичных и полных ауксетиков показал, что все эти трубки проявляют
ауксетические свойства при различных углах хиральности. Например, у тонкой на-
но/микротрубки из железа (частичного ауксетика) отрицательный коэффициент
Пуассона выявляется у  на внутренней и внешней поверхности при углах хираль-
ности близких к π/4 (рис. 8). На рис. 8 изображено изменение коэффициентов Пуас-
сона  на внутренней (a) и внешней (b) поверхностях и  на внутренней (c) и внеш-
ней (d) поверхностях железных нано/микротрубок. При углах хиральности близких к

 коэффициент Пуассона  на внутренней поверхности монотонно уменьшается
с увеличением параметра толщины ρ. Коэффициент  на внешней поверхности при
том же самом угле хиральности монотонно увеличивается и при  = 1.21 меняет знак с
отрицательного на положительный. В случае тонкой нано/микротрубки из алюминия
(неауксетика) радиальный и окружной коэффициенты Пуассона имеют положитель-

ϕν z

νrz ϕν z

π/4 ϕν z

ϕν z

ρ
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ные значения. Отрицательным коэффициент Пуассона  становится на внутренней
поверхности при ρ = 10 и угле хиральности . Для трубок из полного ауксетика
Sm0.65La0.35S отрицательными оказывается как радиальный коэффициент Пуассона

, так и окружной коэффициент . Численный анализ, проведенный в [18], пока-
зал, что сильное изменение коэффициентов Пуассона наблюдается на внутренней по-
верхности нано/микротрубок.

В [53] модель полого стержня, обладающего цилиндрической анизотропией, была
применена для описания упругих свойств двухслойных нано/микротрубок из кубиче-
ских кристаллов. Модуль Юнга такой нано/микротрубки зависит от коэффициентов
податливости исходных материалов и отношения толщин слоев двухслойной трубки.
Выражения для углового и радиального коэффициента Пуассона дополнительно за-
висят от радиальной координаты. Численный анализ показал, что в случае двухслой-
ных трубок с одинаковыми объемами внутреннего и внешнего слоев модуль Юнга из
ауксетика Sm0.75Tm0.25S ( ,  ГПа) и неауксетиков Li, Ca, Th, Au, Al,
Ge, Fe, SiC, W имеют место отклонения от правила смесей. Они быстро увеличивают-
ся с увеличением модуля Юнга для неауксетика, заполняющего внутренний слой
трубки. Для коэффициентов Пуассона правило смесей также не применимо из-за то-
го, что деформационное влияние одного слоя двухслойных трубок на другой очень ве-
лико из-за жесткого сцепления слоев. Анализ упругих свойств двухслойной трубки,
заполненной ауксетиком Sm0.75Tm0.25S во внешнем слое и неауксетиками во внутрен-
нем слое, показал, что коэффициент Пуассона  трубок с толщиной внешнего слоя,
превосходящий толщину внутреннего слоя в два раза, проявляет отрицательные зна-
чения с относительно небольшими значениями модуля Юнга. При этом коэффициент

 внутреннего слоя может принимать значения, которые значительно ниже –1.
В случае более жесткого неауксетика W во внутреннем слое его влияние превосходит
влияние ауксетика, так что коэффициент Пуассона  остается положительным во
внутреннем слое и в части внешнего слоя. Радиальный коэффициент Пуассона  для
обсуждаемых двухслойных трубок принимает отрицательные значения только во
внешнем слое. В обратном случае, когда двухслойная нано/микротрубка заполнена
ауксетиком Sm0.75Tm0.25S во внутреннем слое и неауксетиком во внешнем слое,
окружной коэффициент Пуассона всегда положителен во внешней части двухслой-
ных трубок, а зона отрицательного коэффициента уменьшается последовательно с
увеличением модуля Юнга у неауксетиков. Более того, в случае жестких неауксетиков
коэффициент Пуассона  оказывается положительным во всем сечении двухслой-
ной трубки несмотря на то, что внутренний слой первоначально заполнялся ауксети-
ком. Радиальный коэффициент Пуассона  принимает отрицательные значения во
внутреннем слое и положительные значения во внешнем слое при заполнении его
неауксетиками Ca, Al, Ge. В случае заполнения внешнего слоя более жестким неаук-
сетиком W коэффициент  оказывается положительным в этом слое и меняет знак
во внутреннем слое из-за сильного неауксетического влияния W. Отрицательный ко-
эффициент Пуассона может получаться не только при заполнении двухслойной на-
но/микротрубки ауксетическим слоем, но и при двух неауксетических слоях! На рис. 9
изображено распределение коэффициентов Пуассона  (a) и  (b) в ауксетическом
двухслойном трубчатом композите Li-Cr, образованном парой неауксетиков (Li: ,

 ГПа; Cr: ,  ГПа) при отношении толщин слоев равном 2. Как
видно из рисунка коэффициент Пуассона  меняет знак во внутреннем слое. Также
ауксетические свойства были выявлены у двухслойных цилиндрических композитов
из пар неауксетиков Ca-Eu0.2Ba0.8S, Ca-W, Ca-Mo.
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Рис. 9
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В [54, 55] с помощью методов молекулярной динамики исследованы механические
свойства при растяжении (сжатии) хиральных металлических однослойных нанотру-
бок из кубических кристаллов меди, железа, алюминия и кобальта и дано сравнение с
результатами, полученными в рамках теории упругости анизотропного тела [18]. Это
сравнение показывает качественное соответствие результатов при существенном ко-
личественном различии. Было также установлено, что хиральные нанотрубки из меди,
железа и кобальта проявляют ауксетические свойства при углах хиральности выше
39.8° при описании обоими методами.

В справочном энциклопедическом издании по экспериментальным упругим кон-
стантам кристаллов Ландолт-Бернштайн [33] собрано около 1200 наборов по упругим
константам кубических кристаллов. Анализ показал, что более 300 из них являются
ауксетиками. В [18] установлено, что практически все нано/микротрубки из кубиче-
ских кристаллов проявляют ауксетические свойства, т.е. изменение типа анизотропии
(переход от прямолинейной анизотропии к криволинейной) приводит к ауксетично-
сти объектов, обладающих цилиндрической анизотропией.

5. Линейный эффект Пойнтинга нано/микротрубок. Эффект Пойнтинга для изотроп-
ных материалов является эффектом второго порядка. Это впервые было установлено
Дж.Г. Пойнтингом. Согласно его экспериментальным исследованиям длины различ-
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ных проволок увеличиваются при их упругом кручении, и удлинение пропорциональ-
но квадрату угла кручения [56, 57]. В [58–60] было показано, что в рамках линейной
анизотропной упругости возможен линейный эффект Пойнтинга у хиральных на-
но/микротрубок из кубических, тетрагональных и орторомбических кристаллов. Для
анализа использовалась модель полого стержня, обладающего цилиндрической ани-
зотропией. Нано/микротрубки получались сворачиванием тонких пластин из кубиче-
ских кристаллов с ориентацией (001) при различных углах хиральности χ. В частном
случае продольного растяжения нано/микротрубки с внутренним радиусов  под дей-
ствием удельной силы  в отсутствие крутящего момента (M = 0) имеет место линей-
ная связь угла кручения  с продольной деформацией  [59]

(5.1)

Коэффициент  зависит от податливостей  и параметра толщины трубки  (отно-
шения внешнего радиуса к внутреннему). Анализ показывает, что в отсутствие крутя-
щего момента растяжение нано/микротрубки из кубических кристаллов вызывает ее
закручивание (обратный эффект Пойнтинга). В ситуации действия крутящего момен-
та M в отсутствие растягивающего усилия (P = 0) происходит изменение длины на-
но/микротрубки (прямой эффект Пойнтинга), а имеет место при малых деформациях
линейная связь угла кручения  и продольной деформации  [59]

Коэффициент  зависит от податливостей и параметра толщины. На рис. 10 показано
изменение коэффициентов  и  с изменением угла хиральности χ и параметра тол-
щины  на примере нано/микротрубок из кристаллов Al и Cr с положительным и от-
рицательным коэффициентами анизотропии , соответственно.
При фиксированном значении угла хиральности величина коэффициента  моно-
тонно падает с ростом параметра толщины трубки для всех кубических кристаллов, а
коэффициент  монотонно растет. Из рисунка также видно, что при углах хирально-
сти 0 и π/4 эффект Пойнтинга исчезает. Изменения коэффициентов  и , отобра-
женные на рис. 10a,b и рис. 10c,d, являются типичными для хиральных нано/микро-
трубок из кубических кристаллов с  и .

В [54, 55] с помощью методов молекулярной динамики проанализирован эффект
Пойнтинга для металлических нанотрубок из кубических кристаллов железа, кобаль-
та, меди и алюминия при растяжении. Анализ показал, что для хиральных железных
нанотрубок имеет место удовлетворительное качественное согласие между атомными
расчетами и результатами в рамках теории анизотропной упругости. В случае нанотру-
бок из кобальта, меди и алюминия значения коэффициента  с помощью атомисти-
ческих расчетов значительно превышают оценки, полученные в рамках теории упру-
гости анизотропного тела.

6. Заключение. Анализ показал, что среди 1100 кубических кристаллов из справоч-
ного издания Ландолт-Бернштайна более одной четверти материалов проявляет аук-
сетические свойства. Одна четверть элементов периодической системы элементов
Д.И. Менделеева также являются ауксетиками. Среди них литий, калий, кальций, же-
лезо, никель, медь, золото, серебро, цинк, олово, свинец, кобальт. Свыше 450 кри-
сталлов различных кристаллических систем являются ауксетиками. Для некоторых
кубических ауксетиков минимальное значение коэффициента Пуассона может быть
меньше –1 (меньше нижней границы для изотропных материалов). На основе двух
безразмерных параметров для кубических кристаллов найдена удобная классифика-
ционная схема, разделяющая все материалы на полные ауксетики, частичные ауксе-
тики и неауксетики. Для хиральных нано/микротрубок из кубических кристаллов
продемонстрировано, что такие трубки проявляют ауксетические свойства, и характе-
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Рис. 10
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ризуются линейным эффектом Пойнтинга. При продольном растяжении двухслой-
ных композитов из кубических кристаллов имеет место нарушение правила смесей
Фойгта для различных комбинаций ауксетиков и неауксетиков.

Разнообразие механических эффектов, связанных с ауксетическими свойствами
кубических кристаллов и конструкций из них, позволяют ожидать многих практиче-
ских приложений.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 18-19-00736.
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