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Рассматривается задача о возбуждении волн на поверхности слоя жидкости, лежа-
щего на упругом полупространстве. Источник возбуждения располагается в упругой
среде. Решается совместная система уравнений теории упругости в полупростран-
стве и теории волн в жидкости. На основе полученных ранее упрощенного решения
дисперсионного уравнения для водяной моды с учетом влияния упругого полупро-
странства и интегрального представления перемещения поверхности жидкости, вы-
званных источником простого вида, строятся аналитические формулы для решения
задачи в предположении длинных волн. Проводится сравнение результатов, полу-
ченных по аналитическим формулам и интегральным представлениям.
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1. Введение. Классическая модель, описывающая распространение длинных волн в
океане основана на рассмотрении линеаризованных уравнений теории несжимаемой
жидкости в предположении, что дно бассейна жесткое [1–4]. Однако предположение
о жесткости дна не позволяет рассматривать процессы вне жидкого слоя, а следова-
тельно, учитывать влияние на распространение волн очага землетрясения. Влияние
очага описывают, как правило, начальные условия: обычно задается либо начальное
возмущение в жидкости, либо начальное смещение дна. В такой классической поста-
новке многие вопросы, связанные с распространением волн (в частности, волн цуна-
ми) остаются без ответа (например, какая часть энергии источника землетрясения пе-
реходит в энергию волны цунами, как влияют характеристики дна бассейна на ско-
рость распространения волн в жидкости и т.д).

Существенно более сложная модель, основанная на совместном решении уравне-
ний теории упругости в подстилающем полупространстве и теории волн в жидком
слое, по-видимому, впервые была предложена Г.С. Подъяпольским и частично реали-
зована им в [5]. Дальнейшее продолжение этот подход получил в работах [6–11].

Волновые процессы в системе упругое полупространство–слой несжимаемой жид-
кости можно представить [12, 13] как сумму распространяющихся с разными скоро-
стями отдельных мод, которые в предельных случаях переходят в продольные, попе-
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речные волны в упругом полупространстве, поверхностную волну Рэлея и волны воз-
вышения на воде. При этом каждая из мод является “гибридной волной” в том
смысле, что перемещения частиц как жидкости, так и упругой среды в ней отличны от
нуля. В дальнейшем переходящую в предельном случае в волну возвышения в жидко-
сти моду мы будем называть “водяной”. Значительное различие (более чем на поря-
док) в скоростях мод, переходящих в продольные, поперечные и рэлеевскую волны в
упругой среде, по сравнению с “водяной” приводит к тому, что через сравнительно
небольшое время с момента начального возмущения, возвышение свободной поверх-
ности жидкости будет определяться только “водяной” модой. Этот факт позволяет по-
строить решение задачи в виде относительно простой интегральной формулы [13].

В этой работе мы обсудим возможное влияние учета упругих свойств дна на некото-
рые характеристики распространяющихся волн в жидкости. Нас будут интересовать
длинные волны. Мы хотим выяснить как повлияет отказ от жесткости дна и замена
его на упругое основание на скорость распространения фронта длинной волны и ее
профиль. При движении волны на большие расстояния возникают дисперсионные
эффекты, которые могут приводить к изменению профиля и амплитуды волны. Учет
дисперсионных эффектов важен с точки зрения определения размера источника.

2. Постановка задачи. 2.1. Система уравнений и граничных условий. Мы ограничимся
здесь случаем постоянной глубины. Считаем, что идеальная незавихренная жидкость
заполняет водоем, дно которого – упругое полупространство. Волновые движения
жидкости описываются потенциалом перемещений , деформации упругого

полупространства – вектором смещений , где  – горизон-
тальные координаты, z – вертикальная. Поверхность жидкости считаем свободной,
невозмущенная поверхность жидкости задается уравнением z = 0, а граница раздела
жидкого слоя и упругого полупространства – уравнением z = –D. Волны в упругом по-
лупространстве описывают уравнения Ламэ

(2.1)

Так как жидкость предполагается несжимаемой и безвихревой, в жидком слое имеем
уравнение Лапласа для потенциала Ψ:

(2.2)

На невозмущенной поверхности жидкости выполняется кинематическое условие

(2.3)

На границе раздела z = –D

(2.4)

(2.5)

(2.6)

и при  U → 0. Здесь cl, ct – скорости продольных и поперечных волн в упругой
среде,  – отношение плотностей жидкости и упругой среды. Приблизитель-
ные значения физических параметров задачи:  км/сек2,  кг/м3,

 кг/м3 для базальта и 2600 кг/м3 для гранита,  км/ч (19800 км/ч),
 км/ч (10080 км/ч) для базальта (гранита). Глубина бассейна D изменяется в
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пределах 2–5 км. Таким образом, можно считать, что ρ ≈ 1/3, . Ско-
рость распространения длинных волн  в слое жидкости находится в пределах 700–
720 км/ч, , . Параметры начальных возмущений и размеры об-
ласти, в которой изучаются решения, мы обсудим позже.

Если решения U и Ψ системы (2.1)–(2.6) найдено, то превышение свободной по-
верхности жидкости η может быть восстановлено по формуле

(2.7)

2.2. Приведение задачи к стандартному виду. Поставленную задачу можно решать
двумя способами. В некотором смысле задача является гиперболической, поэтому можно
решать ее с помощью метода характеристик. Сначала решим задачу в упругом полупро-
странстве, а когда возмущения доходят до поверхности, подключаем водяной слой. Вто-
рой способ основан на разложении решения в интеграл и ряд Фурье. При решении по-
ставленной задачи мы использовали второй способ, который в этом случае кажется нам
более эффективным и простым. Мы можем использовать общие результаты из теории
операторов, если представим задачу в стандартном для теории операторов виде

(2.8)

где  – некоторый матричный дифференциальный оператор по переменным x и z.
Для этого мы должны определить подходящим образом пространство, в котором зада-
ны неизвестные функции. Нестандартность задачи обусловлена тем, что в системе
(2.1)–(2.6) уравнение Лапласа не содержит производные по времени, но в некоторые
граничные условия эти производные входят.

Наличие вариационного принципа, консервативность и физический смысл задачи
показывают, что она должна быть самосопряженной, возможно, в пространстве со
специальным скалярным произведением.

Для того чтобы представить задачу в стандартном виде (2.8), систему нужно преоб-
разовать так, чтобы исключить уравнение Лапласа, а часть граничных условий будет
играть роль уравнений.

Пусть R' – операция, сопоставляющая вектору , где ,
ψD = , вектор , составленный из нормальных производных реше-
ний задачи Дирихле

(2.9)

(2.10)

Используя в качестве неизвестной вектор-функцию из пяти компонент (индекс T
означает транспонирование)

разрешая (2.5) относительно , получим для Y задачу вида (2.8) с начальными
условиями

В работе [9] была доказана теорема о существовании и единственности решения полу-
ченной задачи в более общем случае переменного дна. Отметим, что оператор 
не является даже симметричным в пространстве с обычным скалярным произведени-
ем. Для доказательства “почти” симметричности скалярное произведение было введе-
но особым образом и будет приведено позднее. Для доказательства самосопряженно-
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сти оператора  было построено семейство самосопряженных операторов, приближа-
ющих . Стоит отметить работу [11], в которой для доказательства самосопряженности
в подобной задаче были использованы в качестве неизвестных превышение свободной
поверхности жидкости η и вектор смещений в упругой среде U.

3. Решение задачи в случае постоянного дна. 3.1. Метод Фурье и сведение задачи к
одномерным операторным пучкам. Будем искать некоторые частные решения задачи
в виде

где  – двойственные по отношению к x1, x2 переменные. Решение задачи

сводится к исследованию спектра оператора , который действует на элемен-

ты . Опишем спектр этого оператора при каждом фиксиро-
ванном p.

Очевидно, что функции  вида  являются решениями данной задачи.
Подставив их в уравнения Ламэ, из условия существования ненулевого решения од-
нородной системы уравнений получим уравнение для определения k, откуда находим

где .

Используя (2.9), (2.10) и граничные условия, получаем выражения для ,  через
значение вертикальной составляющей потенциала перемещений упругой среды на
границе раздела:

и уравнение, связывающее ω и p, называемое дисперсионным уравнением:

(3.1)

где λ = ω2 соответствует второй производной по времени. Если ввести  (фа-
зовую скорость), то (3.1) примет вид

(3.2)

3.2. Спектр операторного пучка. Когда , т.е.  уравнение (3.1) имеет два

действительных корня  и , соответственно уравнение (3.2)
имеет корни  и , которые определяют две точки дискретного спектра, соответ-
ствующие поверхностным волнам в жидкости в предельном случае жесткого дна и
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волнам Рэлея в упругом полупространстве, когда слой жидкости отсутствует. Отвеча-
ющие им собственные функции обозначим соответственно  и .

Когда , спектр становится непрерывным, при  имеем двумер-

ное подпространство собственных функций ( ), которые отвечают попереч-

ным волнам в упругой среде, а при  мы должны добавить решения, соответ-
ствующие продольным волнам в упругой среде (собственные функции ).

Остановимся более подробно на исследовании точек дискретного спектра. Для
корня уравнения (3.2), соответствующего поверхностным волнам в жидкости, мы мо-

жем считать значение отношения  малой величиной, так как , cl ~ 6, и то-
гда, считая , перепишем уравнение (3.2) в виде

Воспользовавшись асимптотическим разложением для , получим,

вынося за скобки :

Корень  интереса не представляет. Для нахождения других корней мы имеем
биквадратное уравнение, которое в области существования дискретного спектра име-
ет решение

(3.3)

При малых значениях  (для очень длинных волн)  и мы можем заменить
 на :

или

(3.4)

откуда при |p| = 0 имеем .
Корень уравнения (3.2), соответствующий волнам Рэлея в упругом полупростран-

стве, появляется при , отщепляясь от прямой , и при больших значениях
|p| выходит на постоянное значение, соответствующее значению фазовой скорости
волны Рэлея (при отсутствии слоя жидкости . Учитывая значения ct, cl, D, g,
можно при всех |p| отбросить члены с , которые описывают влияние слоя жид-
кости на Рэлеевскую составляющую решения. В результате получим уравнение
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Рис. 1
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Полагая в (3.6) , получаем, что

При  получаем известное уравнение для фазовой скорости волны Рэлея.
Схематичное изображение спектра оператора показано на рис. 1 слева, цифрой 1

обозначена мода Рэлея, цифрой 2 – водяная мода. Горизонтальная прямая 
определяет нижнюю границу непрерывного спектра, а  определяет границу,
при переходе через которую двукратно вырожденный спектр становится трехкратно
вырожденным. Справа на рисунке представлены дисперсионные кривые для водя-
ной моды.

3.3. Разложение решения по модам, интегральное представление решения и его упроще-
ние для водяной моды. Рассмотрим следующую задачу Коши:

(3.7)

Согласно общей теории решение задачи можно представить в виде разложения по
собственным функциям оператора  (модам):

(3.8)

�

��

=
− + −

v

v v

2

4 2 2 4 44 4 4
l

t t t t l

gk
c c c k k

p

=v tc

= 2cr
t

gp
c

→ ∞p

=v tc
=v lc

= =
= =

∂∂= = = =
∂ ∂

0 ,
,0 0

0 0

ψ
( , )  0 , ψ 0W D

W Dt t
t t

UU U x z
t t

= <0
0 0( , ) ( 0, ), 0U x z x z z

( )

−−
= =

+ +

2
0
2
3

( )
0 2

2 2 3/2
1 1 2 2

1( , ) e( ) ( ) ( )
(1 ( ) )

,
/ /

z z
bU x z a z V x e V x

x b x b

L̂

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

± ±± ±

±

∞
±± ± ±

=

 
 = +

 

   + +   
    

 



� �

� �

2

ω ω,

2
ω ,ω ( , ) ,

10

1Υ Υ , Υ ,
2π

Υ , , Υ , ,

W R

lt

it t it ti
W W R R

R

it kit k m m
t t l l

m

e e C z e C z

e C k z e C k z dk d

p p

pp

p p

p p p

p x



132 ДОБРОХОТОВ и др.
где  – коэффициенты Фурье разложения на-
чальных данных.

Мы хотим определить, какой вклад в решение вносят слагаемые, соответствующие
точке дискретного спектра, отвечающей водяной моде, так как при фиксированных x
и достаточно больших временах в разложении решения по собственным функциям
значимыми являются только слагаемые, соответствующие водяной моде. Нас интере-
сует значение возвышения свободной поверхности η при временах, когда упругие мо-
ды уже не вносят существенный вклад в решение задачи. Это приводит к равенству

(3.9)

где  – компонента вектора , соответствующая η,

 соответствует , а  соответствуют 

Из условия нормировки

находим

(3.10)

Используя приведенные формулы, получаем

(3.11)

Учитывая, что преобразование Фурье от функции V равно

и учитывая выражение для собственных функций, получаем

(3.12)
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(3.13)

Теперь попробуем упростить полученные формулы. Предполагая, что источник
возбуждения расположен достаточно глубоко, его вертикальные размеры не велики,
т.е. , верхний предел в интегралах (3.13) можно заменить на ∞. Тогда по-
лучим, что

(3.14)

Далее воспользуемся упрощенным выражением (3.3) для водяной моды (для λW),

малостью величин , , заменим , в результате получим

(3.15)

Обозначим ϕ – полярный угол вектора x, ψ – полярный угол вектора p,  =
= |x|rcos(ψ – ϕ), . В интеграле (3.15) перейдем к полярным координатам (r, ψ) и
при этом будем предполагать, что точка x нодится достаточно далеко от начала коор-
динат. Применим метод стационарной фазы по углу ψ (см., например, [14]). Это даст

дополнительные слагаемые с . Так как , то при t > 0 слагаемое с

 вносит вклад в асимптотику меньше, чем слагаемые с  (в силу со-
ображений, которые использовались при вычислении асимптотик быстроменяющих-
ся интегралов) [15]. В результате получим

(3.16)

3.4. Длинноволновое приближение. Если рассматривать длинноволновое приближе-
ние, то  можно считать достаточно малой величиной, а , ,

. В результате получим

(3.17)
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функцию. Кроме того, учитывая наличие в интеграле множителя r5/2, быстрое стрем-
ление к 0 подынтегральной функции и существенное изменение подынтегральной
функции лишь при очень малых r, частоту  (дисперсионное соотношение) можно за-
менить на . В результате приходим к следующей формуле:

(3.18)

Величина h характеризует глубину залегания источника, считая от границы раздела
вода–упругое основание.

Ясно, что последний интеграл сводится к вычислению двух интегралов

где . Тогда (3.18) примет вид

(3.19)

Интегралы I2,3 вычисляются точно (см., например, [15]):

где аргумент у  лежит на интервале . При больших значениях ве-
щественной части аргумента z функцию erfc(z) можно представить в виде асимптоти-
ческого разложения:
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Можно воспользоваться другим способом вычисления интегралов I2,3. Имеют ме-
сто формулы

Поэтому, если в формуле (3.18) подынтегральное выражение аппроксимировать

функцией , подобрав параметры  и Q так, чтобы у этой функции и функ-

ции , совпали точка r0, в которой достигается максимум, и значение
этого максимума, то мы получим явные приближенные выражения для решения.

Соответствующие вычисления, выполненные с помощью программы Mathematica
[16], приводят к следующим формулам:

Выберем  и положим

Напомним, что ; отсюда получим

и простые приближенные формулы для решения

(3.21)

где ϕ – полярный угол вектора .
4. Результаты численных расчетов. Приведем некоторые расчеты для действующего

в вертикальном направлении a1 = a2 = 0 осесимметричного источника c b1 = b2 = b3 ≡ b.
На рис. 2 показаны результаты расчетов возвышения поверхности жидкости в зависи-
мости от расстояния от эпицентра в некоторый фиксированный момент времени
(пространственные профили): полученные по формулам (3.11)–(3.13) – сплошная ли-
ния и по формулам из [12] – пунктирная линия. Амплитуда у источников задавалась
таким образом, чтобы максимальное значение возвышения жидкости для обоих реше-
ний совпадали. Глубина залегания источника и его размер для расчетов по (3.11)–
(3.13) задавались 43 км и 2 км, соответственно. Характеристический размер источника
для вычислений по [12] на левом графике равен 5, на правом 3.5. Как видно из рисун-

ка, несмотря на то, что множители  в (3.11)–(3.13) и  в [12] определяют раз-
мер источника, прямого соответствия между ними нет. Довольно хорошее согласие
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Рис. 2
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Рис. 3
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пространственных профилей достигается в том случае, когда характерный размер l по-
чти в 3 раза меньше глубины залегания b – z0 источника.

Обратим внимание и на то, что в случае расположенного в упругом основании ис-
точника, головной гребень волны становится более крутым, а перед ним появляется
характерное понижение уровня жидкости по отношению к невозмущенному состоя-
нию. Как следует из расчетов, дисперсионные эффекты в волнах, порождаемых ис-
точником в упругой среде, выражены слабее, чем в волнах от источника на дне.

На рис. 3 показаны результаты расчетовЖ выполненных по (3.11)–(3.13) – сплош-
ная линия в сравнении с длинноволновым приближением (3.18) – пунктирная линия.
На графике слева глубина залегания источника составляет 43 км, на графике справа –
63 км, характерный размер источника равен 2 км, амплитуда источника для обоих гра-
фиков одинакова. Для профилей волн, полученных по длинноволновому приближе-
нию, передний фронт головного гребня круче, а впадина перед ним более заметна.

Рис. 4 демонстрирует зависимость профиля волны от глубины залегания источни-
ка. Графики слева рассчитаны по (3.11)–(3.13), справа – по (3.18); параметры для рас-
чета: b = 2. z0 = –43 – сплошные, z0 = –53 – штрихпунктирные, z0 = –63 – пунктирные
линии. С увеличением глубины источника на волновых профилях уменьшаются ам-
плитуды “хвостовых” (следующих за головным) гребней, вплоть до их полного исчез-
новения. Волны становятся все более похожими на те, которые порождаются источ-
ником на дне [12] с большим значением характерного размера l, но при этом длина по-
рождаемых волн меняется незначительно.
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Рис. 4
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Рис. 5
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Поведение профилей волны в зависимости от толщины слоя жидкости показано на
рис. 5; левый график рассчитан по (3.11)–(3.13), правый – по (3.18). Данные для расче-
тов: b = 2, z0 = –43. Сплошные линии соответствуют толщине слоя D = 5, штрихпунк-
тирные – D = 4.5, пунктирные – D = 4. Видно, что уменьшение толщины слоя приво-
дит к снижению проявления “дисперсионных” эффектов в волнах: уменьшается ко-
личество хвостовых волн и их амплитуды. Из сравнения левого и правого графиков
видно, что длинноволновая формула (3.18) дает большее изменение амплитуды волны
в зависимости от толщины слоя.

Уменьшение скорости поперечной волны в упругой среде, результаты расчетов
приведены на рис. 6, приводит к незначительному увеличению амплитуд генерируе-
мых волн, практически не влияя при этом на их длину. Длинноволновое приближение
дает на 8–9% меньшие значения для головных впадин, при практически одинаковых
амплитудах головного гребня. График слева построен по (3.11)–(3.13), справа – по
(3.18). Скорости поперечных волн: ct = 2900 – сплошные, ct = 2800 – штрихпунктир-
ные, ct = 2700 – пунктирные линии. Остальные параметры: b = 2, z0 = –43, D = 5.

Результаты расчета волновых профилей для достаточно длинных волн, выполнен-
ные по точным формулам – сплошные линии и явным аналитическим зависимостям
(3.19) – штрихпунктирные линии, представлены на рис. 7. Параметры для расчета взя-
ты следующими: b = 2, z0 = –83, D = 5, ct = 2900. Сравнение показывает, что волновые
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Рис. 6
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профили полученные по явным формулам демонстрируют чуть меньшие амплитуды у
головных гребня и впадины, а также более быстрый выход на стационарное значение.
С увеличением расстояния (график справа) в волнах, полученных по точным зависи-
мостям, начинают проявляться дисперсионные эффекты, отсутствующие в волнах,
рассчитанных по (3.19).
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На рис. 8 приведено сравнение волновых профилей, рассчитанных по точным фор-
мулам – сплошные и аналитическим зависимостям (3.20) – штрихпунктирные линии,
для тех же параметров, что и на предыдущем рисунке.

Заключение. Получены простые формулы, позволяющие изучать влияние парамет-
ров источника и среды на распространение возбуждаемых этим источником длинных
волн. Вывод этих формул опирается, в том числе, на предложенный способ упроще-
ния подынтегральных выражений.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-01-00644 А).
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