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Рассматривается проблема уточненного моделирования сверхтонких стержней, воз-
никшая в связи с необходимостью объяснения известных экспериментальных дан-
ных о существенной зависимости изгибной жесткости таких сверхтонких структур
от их толщины в случае если толщина становится весьма малой, соизмеримой как
считают некоторые авторы с характерными размерами микроструктуры материала.
Для моделирования таких эффектов в теории тонких стержней Кирхгофа использу-
ются градиентные теории, нелокальные, микрополярные теории упругости, включа-
ющие масштабные параметры по построению. Однако полученные результаты мо-
делирования являются весьма противоречивыми, остается нерешенным вопрос о
достоверности полученных результатов и о природе эффекта масштабозависимости
эффективных изгибных свойств сверхтонких стержней. В работе показывается, что
указанные эффекты для стержней Кирхгофа и Тимошенко можно объяснить путем
учета поверхностных свойств для сверхтонких стержней (пластин).
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1. Введение. На протяжении последних лет значительный интерес проявляется к
учету масштабных факторов при оценке эффективных характеристик жесткости
стержней и пластин при уменьшении их толщины [1–6]. Масштабные эффекты на-
шли экспериментальное подтверждение при исследовании изгибной жесткости кон-
сольных стержней из алюминия, полипропилена и эпоксидной смолы [7–12]. Есте-
ственно, что для объяснения подобных эффектов были привлечены градиентные тео-
рии упругости, включающие дополнительные параметры размерности квадрата
длины. Анализ исследований работ, посвященных построению градиентных теорий
изгиба стержней Бернулли приведен в исследованиях [13–16], где для анализа привле-
каются корректные прикладные варианты градиентных теорий, используются различ-
ные подходы для формулировки прикладных теорий изгиба стержней включая вариа-
ционный, асимптотический и полуобратный метод. Отмечено что для построения
уравнений равновесия прикладной теории изгиба стержней, как правило, использует-
ся вариационная процедура получения уравнений равновесия. При таком подходе для
стержней Бернулли–Эйлера можно отметить два основных направления в области
моделирования изгиба сверхтонких стержней. В работах первого направления [17]
рассматривается приближенная модель, в которой считается, что для сверхтонких
стержней трансверсальные перемещения по отношению к оси стержня, а также соот-
ветствующие деформации настолько малы, что их можно принять равными нулю.
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В таком случае полагается, что плотность потенциальной энергии U для градиентной
теории сверхтонких стержней связана только с продольной деформацией  ее произ-
водной по осевой координате.

где  осевые напряжения и деформации,  и  – осевое
перемещение,   – коэффициенты Ламе.

В работах второго направления [18, 19] учитываются все компоненты тензора де-
формаций, так что потенциальная энергия в градиентной теории балок записывается
с учетом гипотез Бернулли в следующей более общей форме

где , x3 и x3 – осевая и поперечная координата изгибаемого стержня.
Для получения уравнений равновесия обычно используется формальная процеду-

ра, сводящаяся к интегрированию функционала Лагранжа по толщине стержня. По-
сле введения определяющих уравнений для усилий уравнений равновесия изгиба за-
писываются относительно прогиба балки . При использовании более простой одно-
мерной модели уравнения изгиба имеют вид:

Отметим, что в этом случае изгибные свойства балки контролируются классической
изгибной цилиндрической жесткостью , а градиентные, масштабные эффек-
ты уточняют характер распределения перемещений (и напряжений) на торцах стерж-
ня в зависимости от вида граничных условий.

Для второго направления указанный выше формальный подход приводит к иному
варианту модели изгиба, с уравнением равновесия вида

где , k – некоторый постоянный коэффициент, который зависит от
типа применяемой градиентной теории.

Последний результат был встречен с большим энтузиазмом, ибо указывали на мас-
штабозависимость свойств изгибаемых тонких структур и позволяли объяснить соот-
ветствующие экспериментальные результаты [8–12]. Однако с другой стороны они
вызывают сомнение из-за того, что решение для полиномиальной, медленно-меняю-
щейся части, полученное по градиентной теории стержней отличается от решения,
построенного в соответствии с классической теорией упругости, приводит к несоот-
ветствию с теоремой об общей структуре градиентного решения [20, 21]. В работах [13,
14] на основе аналитического и численного анализа показано, что причина ошибоч-
ного эффекта масштабозависимости изгибной жесткости сверхтонких стержней Бер-
нулли может быть связана с невыполнением граничных условий в градиентной упру-
гости на лицевых поверхностях изгибаемых балок.

2. Граничные условий на лицевых поверхностях балок. Как правило, процедура полу-
чения равнений изгиба балок на основе вариационного подхода фактически игнори-
рует граничные условия на лицевых поверхностях стрежней для усилий и моментов в
градиентной теории, в силу интегрирования функционала Лагранжа по толщине бал-
ки. Проверка предположения о том, что ошибочная оценка изгибной жесткости мо-
жет быть связана с невыполнением граничных условий на поверхностях изгибаемого
стержня приведена для стержней Бернулли в [13]. В связи с указанной возможностью

появления погрешности при оценке изгибной жесткости порядка  следует от-
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метить, что такого порядка же неточности могут возникнуть в связи с более тонкими
эффектами, порожденными использованием некорректных градиентных моделей [21,
22]. Действительно, в работе [8] градиентная теория изгиба стержней Бернулли стро-
ится с использованием прикладной однопараметрической градиентной теории упру-
гости. Причем, в отличие от большинства других исследований делается попытка
учесть граничные условия на лицевых поверхностях стержней Бернулли. При этом
рассматривается прикладная теория, в которой плотность энергии деформации опре-
деляется симметричным тензором кривизн , найденным по тензору кривизн пово-
ротов : ,  – символ
Леви–Чивита. В таком случае градиентная часть плотности потенциальная энергия

имеет вид , где  – модуль сдвига, l – масштабный параметр. Нетрудно

проверить, что градиентная часть потенциальной энергии  может быть за-
писана в традиционной форме через кривизны вектора перемещений  в следую-
щем виде:

(2.1)

где градиентный тензор модулей упругости шестого ранга  имеет вид:

(2.2)

Легко убедиться, что  в (2.1), (2.2) удовлетворяет условиям потенциальности
(условия симметрии по первой и второй тройке индексов), но не удовлетворяет усло-
вию симметрии порядка дифференцирования [21], т.е. симметрии по второй паре ин-
дексов в каждой из троек индексов.. В этом нетрудно убедиться, вычислив, например

выражение .
Следовательно, не выполняются условия корректности градиентных теорий, об-

суждаемые в работах [20, 21]. Градиентная теория, привлекаемая в [8] к построению
теории изгиба балок, является некорректной. Покажем, что паразитные составляю-
щие в тензоре модулей упругости шестого ранга  возникающие в силу несиммет-
рии относительно последних индексов в каждой из троек ijk и lmn остаются в гранич-
ных условиях. Это, по видимому, является причиной ошибочной оценки изгибной
жесткости. Действительно, следуя [22, 23], нетрудно показать, что краевая задача для
градиентной упругости определяется уравнением равновесия

(2.3)

и краевыми условиями на гладкой поверхности

(2.4)

(2.5)

где nj – компоненты вектора нормали к поверхности, ,  – заданное
усилие на поверхности тела.

Отметим, что паразитные слагаемые, которые могли бы возникнуть из-за отсут-
ствия указанной симметрии в тензоре модулей упругости шестого ранга в определяю-
щих соотношениях для моментов  отсутствуют и в уравнении равнове-
сия (2.3) и во втором граничном условии (2.5) (для моментов) в силу сверток с соот-
ветствующими симметричными выражениями по индексам jk. Однако паразитные
слагаемые остаются в первом граничном условии (2.4) из-за слагаемого  в ко-
тором такой свертки нет. Это паразитное слагаемое, очевидно, вносит погрешность

χij

ω = − ε ,(1/2)i kli k lR χ = ω + ω = − +, , , ,(1/2)( ) (1/4)( )ij i j j i kli k lj kli k lie R e R klie

= μχ χ2
ij ijU l μ

= μχ χ2
ij ijU l

,i jkR

= , ,ijklmn i jk l mnU С R R

ijklmnС

= μ δ +2(1/4) ( )ijklmn lmp ijp kn lmk ijnС l e e e e

ijklmnС

− = − μ2
123132 132123 (1/2)С С l

ijklmnС

τ − μ =, ,( ) 0ij ijk k j

( ) ( )τ − μ + μ = =, , иij j ijk k ijk k l j i i ij ln n n n n t R R

μ = = ∂ ∂,0 и /ijk j k i j j in n R n R n

μ = ,ijk ijklmn l mnС R it

μ = ,ijk ijklmn l mnС R

( )μ ,ijk k jn



51О ПАРАДОКСЕ 

Рис. 1

M0

 

 

M0  

 

 L 

 

x  

y  

z 

b � 2h
в краевое условие порядка  и является причиной ошибки в оценке эффективных
изгибных жесткостей как показано в результате анализа полуобратных решений в за-
дачах изгиба балок [14, 16].

3. Корректная вариационная модель изгиба балок в градиентной упругости. Рассмот-
рим задачу чистого изгиба тонкого стержня прямоугольного сечения (рис. 1.) Полага-
ем что длина стержна равна L, а высота и толщина поперечного сечения равны соот-
ветственно 2h и b. Считаем, что при чистом изгибе тонкой балки в плоской постанов-
ке реализуется следующая кинематика стержней Тимошенко для дисторсий

(3.1)

Здесь    индексы 1 и 2 соответствуют проюдольной и попе-
речной координатам x и y соответственно,  – угол поворота сечения стержня при из-
гибе, w – прогиб балки в направлении оси y, штрихом обозначается производная по
продольной координате x.

Запишем компоненты вторых производных перемещений

(3.2)

Будем в дальнейшем рассматривать наиболее общую корректную градиентную модель
Миндлина в форме 1 (см. [23]), для которой тензор градиентных модулей упругости

 имеет вид:

(3.3)

а определяющие соотношения для напряжений и моментов записываются через тен-
зор дисторсии

(3.4)

Следуя (3.2), (3.4), определяющие уравнения для моментов запишем в виде

(3.5)

Учитывая кинематическую модель (3.1), (3.2), получим систему физических соотно-
шений для напряжений Коши и моментов в терминах угла поворота сечения при из-
гибе и прогибе
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(3.6)

Уравнения (3.1)–(3.6) полностью определяют кинематическую и физическую модель
градиентной упругости для стрежней несжимаемых в поперечном направлении.
Учтем (3.1), (3.2) и запишем выражение вариации потенциальной энергии для наибо-
лее общего варианта корректной градиентной теории дисторсий Миндлина [23]

(3.7)

В случае теории стержней Бернулли–Эйлера, т.е. когда  вместо (3.7) получим

(3.8)

Вариационная форма (3.7) определяет градиентную модель изгиба балок с кинемати-
кой стержней, учитывающих средний сдвиг. Действительно, уравнение равновесия и
граничные условия для этой модели могут быть получены используя вариационный
принцип Лагранжа, , где A – работа сил заданных в объеме и на по-
верхности стержня. Если лицевые поверхности стержня свободны от нагрузки, а на
торцах стержня действует только изгибающий момент, то интегрирование вариацион-
ного уравнения (3.7) по толщине стержня приводит к уравнениям равновесия

(3.9)

где

Уравнения (3.9) очевидно можно переписать в терминах кинематических переменных
θ и w если учесть (3.6). Исключая в полученных уравнениях , можно получить урав-
нение равновесия в прогибах

где D0 – классическая изгибная жесткость, а   линейная и, соответственно,

квадратичная функции от приведенных модулей , .
Первое слагаемое в полученном уравнении указывает на масштабозависимость

эффективной жесткости, а второе определяет градиентный эффект в задаче изгиба.
Множитель при первом слагаемом в записанном уравнении показывает, что гради-

ентные эффекты вносят поправку порядка  в цилиндрическую жесткость как
это отмечалось ранее для стержней Бернулли–Эйлера. Такой результат является след-
ствием использования интегрирования функционала Лагранжа по толщине при выво-
де уравнений равновесия. В результате граничные условия на лицевых поверхностях
балки игнорируются.
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Рассмотрим теперь уравнение (3.8) и проведем интегрирование по частям в послед-
нем слагаемом в отношении поперечной координаты. Получим

(3.10)

Принимая во внимание, что  является произвольной в (3.10) получаем, что на
нижней и верхней границе балки должны выполняться следующие граничные усло-
вия

(3.11)

Условие (3.11) является одним из необходимых условий стационарности функционала
Лагнранжа  имеет смысл уравнения равновесия и не может игнорироваться.
При условии (3.11) потенциальная энергия приобретает вид

(3.12)

Последнее слагаемое в записанном выражении следует принять равным нулю в си-
лу того, что для стержней Бернулли–Эйлера (и для стержней Тимошенко)  = 0.
Поэтому с учетом того, что вдали от торцов балки  является фактически постоян-
ной, выражение (3.12) сводится к выражению потенциальной энергии для модели ба-
лок, кинематика которых определяется только продольной деформацией. Следова-
тельно величина  должна быть исключена из вариационного равенства (3.8). Это
положение имеет и физическое обоснование: если функция  равна нулю на лице-
вых поверхностях балки, то для тонких структур она должна быть равной нулю и в лю-
бой промежуточной точке сечения. В результате показано, что эффективная изгибная
жесткость не зависит от масштабного параметра. Аналогично, только несколько более
сложно, показывается, что и для теории стрежней Тимошенко использование гради-
ентной теории оставляет неизменным изгибную жесткость. Отметим, что полученные
здесь оценки вполне соответствуют результатам, найденным с использованием полу-
обратных решений, в которых граничные условия на лицевых поверхностях балки вы-
полняются точно, а также результатам численного моделирования [13].

4. Адгезионная природа масштабных эффектов для сверхтонких балок (пластин). Мы
показали, что для градиентной модели изгиба балок не наблюдается эффекта зависи-
мости эффективной изгибной жесткости от толщины балки. Тем не менее результаты
экспериментов, приведенных в работах на микростержнях [8–12] показывают, что эф-
фект масштабозависимости имеет место для изгибной жесткости. Попытаемся объяс-
нить этот эффект влиянием поверхностных взаимодействий, роль которых возрастает
при уменьшении толщины балки (пластинки). В работах [24, 25] дана вариационная
модель адгезионных взаимодействий твердых деформируемых тел, как варианта тео-
рии упругости поверхностей тел. Воспользуемся этой моделью. Рассмотрим классиче-
скую теорию упругости для упругих тел с дополнительными свойствами адгезионно-
активной поверхности и запишем потенциальную энергию, которая при решении в
перемещениях полностью определяет математическую модель поверхностных взаи-
модействий

(4.1)

где  работа заданных сил, распределенных в объеме и на
поверхности тела,  – компоненты вектора перемещений,  – компоненты тензора
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дисторсии, ,  – тензоры модулей упругости, определяющие физические свой-

ства тела в объеме и на поверхности,  ,  и  – усилия за-
данные в объеме тела и на его поверхности тела.

Физические соотношения для напряжений в объеме тела  и на поверхности тела
 очевидно, определяются расширенными формулами Грина

(4.2)

В соответствии с (4.1) и (4.2) математическая модель упругих тел с адгезионно-ак-
тивной поверхностью полностью определяется следующим вариационным равен-
ством

(4.3)

Мы будем использовать модель адгезии для классических линейно упругих изотроп-
ных тел, которая полностью определяется соотношениями (4.3) и равенствами

(4.4)

где  , величины  являются модулями упруго-

сти адгезионных взаимодействий, среди которых  описывает, очевидно, по-
верхностное натяжение, μF характеризует девиаторную составляющую взаимодей-
ствий на поверхности тела, а δF – определяет жесткость при изгибе поверхности.

Рассмотрим теперь изгиб изотропной тонкой пластины с адгезионно-активной по-
верхностью [24], [26]. Уравнение изгиба теории пластин Кирхгофа, полученное для
этого случая на основе (4.3), (4.4), имеет вид

(4.5)

где    – амплитудный коэффициент.
Нетрудно записать и уравнение чистого изгиба изотропной пластины с адгезионно-

активной поверхностью в случае кинематики Тимошенко  ,  =
= w(x, y). Например, в случае цилиндрического изгиба (θy = 0) имеем

(4.6)

Для сравнения с экспериментом, рассмотрим, уравнение изгиба балки прямоугольно-
го сечения с адгезионно-активными лицевыми поверхностями, которое для случая
цилиндрического изгиба следует из уравнений теории пластин (4.5) или (4.6). Поло-

жим, что в дальнейшем . Получим

(4.7)
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Рис. 2
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В работе [27], (см. также [8]) представлены результаты эксперимента изгибной
жесткости консольных микростержней заданной толщины. Полученные результаты
измерений представлялись в форме зависимостей приведенных модулей упругости.
Ранее именно эти зависимости использовались в качестве подтверждения справедли-
вости градиентного эффекта масштабозависимости эффективных изгибных характе-
ристик тонких изгибаемых балок, так как экспериментальные зависимости достаточ-
но хорошо приближались квадратичной гиперболической зависимостью. На рис. 2
приведены кривые, характеризующие поведение квадратичной гиперболической

функцией  (обозначена точками ◇) и хорошо описывающие данные экс-
перимента для балки с модулем упругости ≈2.5 ГПа. На том же графике приведена
кривая, показывающая изменение гиперболической функции ( , соответ-
ствующая модели адгезии (4.5), (4.7) и обеспечивающая минимум среднеквадратичного
отклонения от первой кривой в заданном диапазоне толщин (обозначена точками □).
Экспериментальные точки (обозначены крестиками +) указывают диапазон данных
эксперимента. В результате, мы можем заключить, что для наиболее характерного
диапазона толщин модель адгезии с высокой точностью соответствует данным экспе-
римента.

5. Заключение. Дано объяснение эффекту масштабозависимости эффективной из-
гибной жесткости сверхтонких стержней не за счет градиентных эффектов, а за счет
влияния поверхностных эффектов, влияние которых усиливается при уменьшении
толщины. Так как истинный модуль упругости при растяжении фактически не зави-
сит от толщины (см. [8]), то удается идентифицировать масштабный параметр  =
= 4.76 мкм и определить затем модуль упругости поверхностных взаимодействий

 × 103 Па ⋅ м. Наконец отметим, что параметр поверхностных взаимо-

действий  также может быть учтен при описании экспериментальных данных, одна-
ко для оценки его влияния, особенно при изменении длины микростержней, должны
быть приведены дополнительные экспериментальные исследования.

( )( )+ 21 6 /l h

( )+  
�1 /k l h

fk l

μ + μ ≈2 11.9f f
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