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Рассматривается осесимметричное кручение слоя несжимаемого материала Муни–
Ривлина, заключенного между двумя жесткими коаксиальными цилиндрическими
поверхностями. Полагается, что торцы цилиндра закреплены от осевых смещений, а
сечения, ортогональные оси симметрии, не искривляются при деформировании.
В таком случае движение материальных точек происходит по дугам окружностей с
угловой скоростью, которая в общем случае может зависеть как от осевой, так и от
радиальной координаты. В замкнутой форме получен интеграл уравнения равнове-
сия, частным случаем которого является известное решение Ривлина. Как и для
классического решения, тензор напряжений оказывается функцией только радиаль-
ной координаты, а угол кручения материальных точек – линейной функцией осевой
координаты. Показано, что кручение, симметричное относительно плоскости, орто-
гональной оси вращения, может быть реализовано только в рамках решения Ривли-
на. Найденное в работе напряженное состояние может существовать при наличии
трения на цилиндрических поверхностях. Рассмотрена начально-краевая задача,
описываемая полученным точным решением.
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В цилиндрических телах могут быть реализованы три типа осесимметричных сдви-
говых деформаций: кручение, антиплоский (продольный) сдвиг и азимутальный (кру-
говой) сдвиг. Любая их комбинация представляет собой изохорную деформацию. Из
этих трех типов сдвига только простое кручение может быть реализовано в любом не-
линейно-упругом несжимаемом материале [1]. Соответствующее универсальное ре-
шение получено Ривлином [2].

Кручение является одной из наиболее изученных задач механики деформируемого
твердого тела [3]. Так, в теории упруго-пластических задач с конечными деформация-
ми задача о кручении представляет собой редкий пример, когда удается получить точ-
ное решение [4, 5]. Отметим также публикацию [6], где рассматривается кручение, от-
личное от простого (случай нелинейной зависимости угла кручения от осевой коорди-
наты), для некоторых специальных видов функции упругой энергии.

Из трех возможных вариантов совместного действия двух сдвигов наибольшее вни-
мание исследователей получил так называемый “винтовой сдвиг” (антиплоская де-
формация с азимутальным сдвигом). Упомянем здесь работы [7–9]. В работе [7] рас-
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смотрен винтовой сдвиг материала с невыпуклой функцией энергии деформации,
в работе [8] решена та же задача для различных обобщений неогукова материала
с упрочнением, в работе [9] проведено сравнение поведения материалов с линейным и
нелинейным откликом на чистый сдвиг.

Остальные две комбинации сдвигов изучены гораздо меньше. Можно лишь утвер-
ждать, что для материала Муни–Ривлина комбинация кручения с антиплоским сдви-
гом не может быть реализована в статике. Наложение азимутального сдвига на про-
стое кручение рассматривается в настоящей работе, по всей видимости, впервые.

1. Определяющие уравнения. Будем пренебрегать массовыми силами и рассматри-
вать квазистатический процесс деформирования, для которого

(1.1)

здесь  – оператор Гамильтона,  – тензор действительных напряжений Коши, для
которого примем потенциальное соотношение

(1.2)

здесь  – функция добавочного давления, 1 – единичный тензор.
Энергию упругого деформирования W нелинейно-упругой несжимаемой изотропной
среды зададим в форме двухконстантного потенциала Муни–Ривлина [10, 11]

(1.3)

где эйлеров тензор  – мера деформаций Альманси,  =

= tr(g),  – линейный и квадратичный инварианты ,  –
константы материала,  – вектор перемещений в актуальной конфигурации.

Будем рассматривать слой материала, заключенный между жесткими цилиндриче-
скими поверхностями, который испытывает вращение вокруг оси симметрии. Введем
цилиндрическую систему координат с тройкой единичных базисных векторов , ,

, начало которой лежит на оси вращения. При кручении цилиндров произвольного
профиля происходит искривление и депланация изначально плоских сечений. Круче-
ние стержня кругового профиля вокруг оси, совпадающей с осью симметрии, являет-
ся единственным для изотропных материалов случаем, когда такого искривления не
происходит. Торцы цилиндра закреплены от осевых смещений, тогда связь координат

 материальных точек в актуальной конфигурации с координатами  этих
же точек в отсчетной конфигурации задается соотношениями

(1.4)

Здесь  – время или иной параметр нагружения. Частный случай 
соответствует простому кручению.

Тогда вектор перемещений имеет вид , а компоненты
тензора меры деформаций Альманси имеют следующее представление

(1.5)

Обозначим , тогда из (1.2) и (1.3) следует
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Компоненты тензора Коши с учетом (1.5) принимают вид

(1.6)

Уравнение (1.1) с учетом (1.4) приводит к системе

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Из уравнения (1.8) с учетом (1.6) следует

(1.10)

С учетом выражения (1.10) уравнение (1.9) интегрируется относительно неизвест-
ной функции добавочного давления:

(1.11)

здесь  – произвольная функция.
Уравнение (1.7) с учетом выражения , полученного из (1.11), принимает вид

а с учетом (1.10):

(1.12)

Тогда из (1.11) и (1.12) следует

и , напряженное состояние одномерное, зависит только от радиальной коор-
динаты. Отметим, что этим же свойством обладают все универсальные решения нели-
нейной теории упругости [11].

Нелинейное дифференциальное уравнение (1.12) относительно  имеет точ-
ное решение [12]

(1.13)
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где ,  – константы интегрирования, выбор знаков независим и
произволен.

Уравнение (1.10) с учетом (1.13) представляет собой обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение относительно функции , в которое время  входит как параметр.
Его решение есть

где  – константа интегрирования.

Тогда решением уравнения равновесия (1.1) являются функции

(1.14)

При  (1.14) совпадает с универсальным решением Ривлина.

2. Краевая задача. Отметим некоторые особенности полученного решения.
При  скрутка  не может быть тождественна нулю на каком-либо сечении
z = . В этом случае кручение, симметричное относительно плоскости, ортого-
нальной оси , недоступно для рассмотрения с помощью решения (1.14). Далее, каса-

тельное напряжение  отлично от нуля и со-
храняет знак при , ,  – внутренний и внешний радиусы цилиндра. Таким
образом, случай свободных цилиндрических поверхностей также исключен.

Описываемая решением (1.14) краевая задача может быть поставлена в следующем
виде. Пусть полый цилиндр из эластомера жестко закреплен по ободу .
На внутренней поверхности цилиндра задан контакт в виде закона сухого трения с не-
подвижным сердечником, коэффициент трения скольжения на этой контактной по-
верхности равен . Внешняя цилиндрическая поверхность контактирует с оболоч-
кой, жестко связанной с ободом , , здесь  – высота цилиндра. Коэффи-
циент трения скольжения в этой паре равен . Пусть оболочке сообщен поворот в
положительном направлении отсчета угла  на величину  относительно начального
состояния. Тогда ,  и знаки в (1.14) должны быть выбраны так, что

Ψ = A + Bz – . При этом константы интегрирования должны удовлетворять

условиям , .

Условия сухого трения на контактных поверхностях  и σrϕ(r1) =
=  приводят к идентификации оставшихся констант:
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Отметим, что согласно (2.2) указанное решение будет существовать вплоть до пре-
дельного угла поворота , который определяется равенством

Другим ограничением, обеспечивающим существование решения, является соот-

ношение . Согласно (1.14), (2.1), (2.2) в начальном состоянии (α = 0) те-
ло свободно от напряжений.

Работа выполнена в рамках государственного задания ХФИЦ ДВО РАН.
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