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Предложена нелинейная модель изотропного упругого материала, являющаяся
обобщением модели Мурнагана, в которой использовано разложение удельной по-
тенциальной энергии деформаций в ряд по степеням тензора логарифмических де-
формаций Генки. Определен физический смысл констант, входящих в полученные
соотношения. Наряду с модулем объемной упругости  и модулем сдвига  исполь-
зованы константы , связанные с модулями упругости третьего порядка: кон-
станта  отражает нелинейную зависимость гидростатического напряжения от объ-
емной деформации, константа  отражает дилатационный эффект, а константа  –
отклонение угла вида напряженного состояния от угла вида деформированного со-
стояния.

Статья посвящается светлой памяти выдающихся ученых А.А. Ильюшина и Л.А. То-
локонникова, идеи которых получили развитие в этой работе.
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1. Введение. Основы нелинейной теории упругости заложены в работах российских
ученых В.В. Новожилова [1], Л.А. Толоконникова [2], А.И. Лурье [3] в середине про-
шлого века, но и сейчас интерес к построению вариантов моделей нелинейной упру-
гости изотропного материала не ослабевает. В последнее десятилетие количество ра-
бот, касающихся построения упругих потенциалов для сжимаемых и несжимаемых
изотропных тел, как в нашей стране, так и за рубежом многократно возросло. Это свя-
зано с тем, что наряду с известными нелинейно деформируемыми упругими материа-
лами, такими как резины, каучуки, эластомеры, в поле зрения исследователей попали
и новые материалы, для которых характер деформирования соответствует модели не-
линейно упругого изотропного материала. Например, в работе [4] построена модель
материала, полученного переработкой шин и обладающего высокой нелинейностью
объемных деформаций. Применение соотношений нелинейной упругости для моде-
лирования клеточных структур (пены) продемонстрировано в работе [5]. Большое
число современных публикаций посвящено построению моделей нелинейной упруго-
сти для описания мягких биологических тканей.

В работах [4, 6, 7] отмечается, что модель материала Генки хорошо описывает экс-
периментальные данные до деформаций порядка 30–40%. Материалом Генки называ-
ют модель изотропного упругого материала с линейными определяющими соотноше-
ниями, связывающими тензор логарифмических деформаций с обобщенным “повер-
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нутым” тензором напряжений. В работах [4, 7–9] отмечается, что тензор деформаций
Генки обладает свойствами, позволяющими естественным образом обобщать с его по-
мощью нелинейные соотношения, хорошо зарекомендовавшие себя при малых де-
формациях.

Модели гиперупругих изотропных материалов, построенные с использованием ме-
ры логарифмических деформаций Генки, нашли достаточно широкое распростране-
ние. Упругие потенциалы как функции собственных значений или алгебраических
инвариантов тензора Генки известны, например, из работ [4, 7, 8, 10, 11]. В большин-
стве известных работ не обсуждаются физические аспекты выбора выражения для
упругого потенциала, а также остается открытым вопрос о том, как экспериментально
определить входящие в эти выражения материальные константы или функции.

В настоящей статье предлагается разложение упругого потенциала в ряд по степе-
ням тензора деформаций Генки, что является обобщением известных работ [3, 12], в
которых в подобном разложении использовался тензор деформаций Коши–Грина. В
статье показано, что удержание в разложении упругого потенциала членов второго по-
рядка соответствует модели материала Генки, а сохранение членов второй и третьей
степеней приводит к модели материала, являющейся обобщением известной модели
Мурнагана, широко применяющейся в расчетной практике для сжимаемых упругих
изотропных материалов.

2. Меры конечных деформаций и напряжений. Рассмотрим движение материального
объема  изотропной упругой среды, который в начальный момент  занимал про-
странственную область . Положение материальной точки в области  определим
радиус-вектором , а для той же точки в области  положение определяется
радиус-вектором . Закон движения точек среды задается соотношением

Деформация среды в окрестности материальной точки  определяется дифферен-
циальной формой закона движения

где  – тензор-аффинор деформации.
На основании известной теоремы о полярном разложении произвольного тензора

представим аффинор деформации в виде

где симметричные тензоры ,  называют правой и левой мерами искаже-
ний, а тензор  является ортогональным тензором, сопровождающим деформацию

( ).
Тензоры U и V используются для определения материального (лагранжева, правого)

и пространственного (эйлерова, левого) логарифмических тензоров деформаций (тен-
зоров Генки):

(2.1)

Тензоры (2.1) наряду с тензором деформаций Коши  и тензором

деформаций Альманси  широко используются при описании конеч-
ных деформаций среды [3, 9, 10]. В работах [4, 9, 10] отмечаются важные свойства ме-
ры деформаций Генки: во-первых, шаровая и девиаторная составляющие тензора
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Γ = θE/3 +  изменяются независимо в процессах изменения объема и процессах
формоизменения; во-вторых, инварианты тензора Генки

(2.2)

характеризуют относительное изменение объема , интенсивность фор-
моизменения (е) и угол вида деформированного состояния ( ). Соотношения (2.2)
связывают алгебраические инварианты тензора Генки , , , с
так называемыми естественными инвариантами деформаций  [2].

В работах [7, 13] доказано, что в изотропном материале тензор логарифмических де-
формаций Γ энергетически сопряжен с обобщенным “повернутым” тензором напря-

жений , где  – тензор истинных напряжений Коши. Это значит, что
дифференциал удельной потенциальной энергии в случае изотропного материала, ко-
гда главные оси тензоров  и  совпадают, может быть представлен в виде:

(2.3)

где  представляет собой дифференциал энергии изменения объема, а
dWiso =  – дифференциал энергии формоизменения. Такое разложение диф-
ференциала потенциальной энергии деформаций возможно и в случае бесконечно ма-
лых деформаций.

Таким образом, использование в качестве меры конечных деформаций тензора
Генки позволяет наиболее естественным образом обобщить известные физически ли-
нейные и физически нелинейные модели упругости на случай больших деформаций.

3. Представление удельной потенциальной энергии деформаций через естественные ин-
варианты тензора Генки. Рассмотрим модель изотропного “гиперупругого” материала,
в котором постулируется существование потенциала деформаций [3, 4, 9–11]. В свою
очередь в ряде работ [5, 12, 14, 15] удельная потенциальная энергия деформаций пред-
ставляется в виде ряда по степеням тензора деформаций.

Будем считать удельную потенциальную энергию деформаций аналитической
функцией тензора деформаций Генки и запишем ее в виде ряда

(3.1)

где в случае начального ненапряженного состояния можно считать , .
Тензоры  (четвертого ранга) и  (шестого ранга) являются тензорами упругих кон-
стант материала.

Тензор напряжений  в соответствии с (2.3) и (3.1) определяется выражением

(3.2)

Для изотропного упругого материала вид тензоров  и  известен [3, 12, 16, 17].
В частности, в ортонормированном базисе   тензор  имеет компонен-
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ты, симметричные по парам индексов  и выражающиеся
через модуль объемной упругости  и модуль сдвига  [3, 10, 17]:

(3.3)

Компоненты тензора шестого ранга  также симметричны по парам индексов
 и для изотропного материала вы-

ражаются через константы упругости третьего порядка  [12, 16, 17]:

(3.4)

В работах [10, 15] предлагалось использовать разложения тензоров  и  по специ-
альным образом выбранному базису. Рассмотрим обобщенный канонический тензор-
ный базис А.А. Ильюшина [10, 18], состоящий из тензоров второго ранга:

(3.5)

где  – параметр вращения, и образуем из него тензорные базисы четвертого ранга

(3.6)

и шестого ранга:

(3.7)

где .
Разложения тензоров (3.3) и (3.4) по базисам (3.6) и (3.7) для изотропного упругого

материала имеют вид [10, 15]:
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Если в разложении удельной потенциальной энергии (3.1) ограничиться только
членом второго порядка относительно тензора логарифмических деформаций Γ, то с
учетом представления (3.8) получим

(3.10)

а тензор напряжений принимает вид

(3.11)
Соотношения (3.10), (3.11) являются естественным обобщением соотношений ли-

нейной теории упругости на случай конечных деформаций, полученным с использо-
ванием тензора логарифмических деформаций. Модель материала (3.10), (3.11) назы-
вают материалом Генки [4, 7, 8]. В работах [4, 6, 7] отмечается, что модель материала
Генки хорошо согласуется с экспериментом до умеренно больших деформаций
(30‒40%).

4. Обобщение модели Генки на физически нелинейные соотношения. Сохраним в
представлении (3.1) для удельной потенциальной энергии деформаций два первых не-
нулевых члена

(4.1)

Тогда в соответствии с (3.2) тензор напряжений принимает вид

(4.2)

Если компоненты тензоров N и L принять в виде (3.3) и (3.4), то удельная потенци-
альная энергия деформаций (4.1) может быть выражена через алгебраические инвари-
анты тензора Генки в виде:

где  – модуль упругости Ламе.

С учетом известной связи между алгебраическими инвариантами [3]

получим

(4.3)

Если обозначить , , , то выражение (4.3) принимает
вид

(4.4)

Если в выражении (4.4) заменить инварианты тензора деформаций Генки на анало-
гичные инварианты тензора деформаций Коши, то представление удельной потенци-
альной энергии деформаций в виде (4.4) совпадает с моделью Мурнагана [3], причем
коэффициенты  из (4.4) называют константами Мурнагана. Для некоторых мате-
риалов значения этих констант приведены в [3].
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Таким образом, представление удельной потенциальной энергии в виде (4.1) позво-
ляет обобщить модель Генки на физически нелинейные соотношения типа соотноше-
ний Мурнагана.

Если при вычислении удельной потенциальной энергии деформаций использовать
разложения тензоров  и  по обобщенному каноническому базису (3.8), (3.9), то ее
можно представить через естественные инварианты тензора Генки в виде:

(4.5)

Следствием (4.5) является выражение для обобщенного “повернутого” тензора на-
пряжений в виде

(4.6)

где  – девиатор тензора , а функции  определяются выражениями

В соответствии с (4.5) найдем

(4.7)

Из модели (4.5) следует, что если тензоры  и  постоянны, то в выражении (4.6)
коэффициенты являются материальными функциями естественных инвариантов тен-
зора Генки следующего вида:

Константы  из соотношений (4.7) в отличие от констант в законе Мурнагана
[3] имеют ясный физический смысл. Установим степень влияния констант и их физи-
ческий смысл, рассматривая частные случаи деформирования:

1. чисто объемная деформация, когда , e = 0. В этом процессе гидростатиче-
ские напряжения изменяются по закону

поэтому константа  учитывает изменение объема второго порядка малости и может
быть определена из опыта на всестороннее сжатие;

2. чистое формоизменение, когда θ = 0. В этом процессе гидростатические напря-
жения изменяются по закону

следовательно, постоянная c2 позволяет учесть дилатационные явления в материале:
появление гидростатического напряжения при чистом формоизменении;

3. процесс формоизменения, в котором угол вида деформированного состояния
. Это может быть простой сдвиг или двухосное растяжение–сжатие. В

этом случае свертка тензоров , что говорит о несоосности тензо-
ров  и  или об отклонении угла вида напряженного состояния от угла вида дефор-
мированного состояния.
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Вариант определяющих соотношений (4.6) с функциями (4.7) можно рассматривать
как частный случай общего варианта соотношений, в котором каждая из материаль-
ных функций зависит от всех трех инвариантов тензора Генки:

удовлетворяющих условиям совместности

Такой общий вариант соотношений был предложен и обоснован в работах [10, 19,
20]. Было показано, что функция  определяет гидростатическое напряжение в мате-
риале. Зависимость  от интенсивности деформаций e позволяет описать дилатаци-
онные явления в материале (появление гидростатического напряжения при чистом
формоизменении). Функция  определяет закон формоизменения, а функция  задает
отклонение свойств материала от частного постулата изотропии А.А. Ильюшина – об-
щей гипотезы, допускающей в нашем случае независимость напряжений от третьего
инварианта тензора деформаций Генки.

В определяющих соотношениях (4.6) с функциями (4.7) константы материала
 связаны с модулями упругости второго и третьего порядков, значения ко-

торых для некоторых материалов известны [3]. В настоящее время разработаны аку-
стические методы определения модулей упругости третьего порядка, регламентируе-
мые государственным стандартом [21]. Таким образом, проблема идентификации со-
отношений (4.6), (4.7) решается.

От представления удельной потенциальной энергии деформаций в форме (4.5) воз-
можно естественным образом перейти к упругому потенциалу для несжимаемых мате-
риалов, положив инвариант . Получим двухконстантную модель несжимаемого
материала с потенциалом

отражающую зависимость напряжений от угла вида деформированного состояния, в
том числе и разносопротивляемость несжимаемого материала растяжению и сжатию.

5. Заключение. В статье предложен подход к построению физически нелинейных
соотношений поведения изотропных упругих тел в рамках модели материала Генки.
Подход основан на использовании представления удельной потенциальной энергии
деформаций в виде ряда по степеням тензора логарифмических деформаций. Полу-
ченные для входящих в это представление тензоров упругости четвертого и шестого
рангов разложения по обобщенному каноническому тензорному базису А.А. Илью-
шина позволили достаточно просто представить удельную потенциальную энергию
деформаций в виде функции естественных инвариантов тензора Генки. Полученные
соотношения являются аналогом потенциала Мурнагана и частным случаем общей
формы определяющих соотношений, предложенной в работах [10, 19]. Использование
обобщенной модели Генки в форме Мурнагана позволяет придать константам модели

 ясный физический смысл: константа c1 отражает нелинейную зависимость
, константа c2 отражает дилатационный эффект, а константа c3 – отклонение уг-

ла вида напряженного состояния от угла вида деформированного состояния.
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