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Рассмотрена задача управления колебаниями струны с заданными неразделенными
значениями функции прогиба и скоростей в промежуточные моменты времени. Ме-
тодом разделения переменных задача сводится к задаче управления обыкновенных
дифференциальных уравнений с заданными начальными, конечными и неразделен-
ными многоточечными промежуточными условиями. Задача решается с помощью
методов теории управления конечномерными системами с многоточечными проме-
жуточными условиями. В качестве приложения предложенного подхода построено
управляющее воздействие для задачи управления колебаниями струны с заданными
неразделенными условиями на значения функции прогиба и скоростей струны в
двух промежуточных моментах времени.
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Введение. Одними из самых распространенных процессов в природе и технике яв-
ляются колебательные процессы, которые моделируются волновым уравнением [1–3].
При этом на практике часто возникают задачи управления, когда нужно сгенериро-
вать желаемую форму колебания, удовлетворяющую промежуточным условиям. Мно-
гие процессы управления из различных областей науки и техники приводят к необхо-
димости исследования многоточечных краевых задач управления, характерной чертой
которых является наличие неразделенных (нелокальных) условий в нескольких про-
межуточных точках интервала исследования. Благодаря многочисленным приложе-
ниям внимание исследователей привлекли многоточечные краевые задачи, в которых,
наряду с классическими краевыми (начальное и конечное) условиями, заданы также
неразделенные (нелокальные) многоточечные промежуточные условия [4–16]. Нераз-
деленные многоточечные краевые задачи, с одной стороны, возникают как математи-
ческие модели реальных процессов, а с другой – для многих уравнений невозможна
корректная постановка локальных краевых задач. Неразделенность многоточечных
условий может быть обусловлена, в частности, невозможностью на практике прово-
дить замеры измеряемых параметров состояния объекта мгновенно или в его отдельно
взятых точках. Подобные задачи имеют важные прикладные и теоретические значе-
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ния, так что естественным образом возникает необходимость их исследования в раз-
личных постановках.

Многочисленные примеры технологических процессов, приводящих к задачам
управления системами с распределенными параметрами, рассмотрены в [1–3] и пред-
ложены различные методы решения. Задачи управления колебательных процессов,
как внешними, так и граничными управляющими воздействиями при различных ти-
пах граничных условий, рассмотрены в работах [8–15]. В работах [8–13] рассмотрены
задачи об управлении колебаниями струны и мембраны с заданными промежуточны-
ми (локальными) состояниями с помощью внешних сил, действующих на системы. В
работе [14] рассматривается многоточечная краевая задача в полислое и для нее дока-
зывается теорема о существовании корректной краевой задачи. В работе [15] построе-
ны алгоритмы нахождения приближенного решения и установлены условия их сходи-
мости. В [16] на основе метода параметризации исследуется линейная многоточечная
краевая задача для системы нагруженных дифференциальных уравнений и предложен
алгоритм нахождения решения.

В настоящей работе рассматривается задача управления для уравнения колебания
струны с заданными начальными, конечными условиями и неразделенными значени-
ями прогиба и скоростей точек струны в промежуточные моменты времени. Методом
разделения переменных задача сводится к задаче управления со счетным числом
обыкновенных дифференциальных уранений с заданными начальными, конечными и
неразделенными многоточечными промежуточными условиями. Для каждой гармо-
ники, используя методы теории управления конечномерными системами с многото-
чечными промежуточными условиями, построено управляющее воздействие. В каче-
стве приложения предложенного конструктивного подхода построено управляющее
воздействие для управления колебаниями струны с заданными неразделенными зна-
чениями функции прогиба и скоростей точек струны в двух промежуточных моментах
времени, а также в случае, когда в один момент времени задано только значение про-
гиба, а в другой момент – значение скорости.

1. Постановка задачи. Рассмотрим однородную упругую натянутую струну длиной l,
края которой закреплены. Пусть в вертикальной плоскости на струну действуют рас-
пределенные силы с плотностью u(x, t), которое является управляющим воздействием.

Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые поперечные коле-
бания струны), т.е. отклонения от состояния равновесия, описываются функцией

, , , которая подчиняется при  и  волновому
уравнению
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В уравнении (1.1) , где  – натяжение струны,  – плотность однородной
струны. Функция , удовлетворяющая уравнению (1.1), дважды непрерывно
дифференцируема вплоть до границы области.
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Пусть в некоторые промежуточные моменты времени 
на значения функции прогиба струны и ее производные заданы неразделенные (нело-
кальные) условия в виде

(1.4)

(1.5)

где  и  – заданные величины , а  и  – некоторые известные
функции.

Вообще может быть, что в некоторые моменты времени tk  в условиях
(1.4), (1.5) присутствует или значение функции прогиба или значение производной
этой функции, т.е. необязательно, что в каждый моменты времени tk  в
условиях (1.4), (1.5) одновременно присутствовали функции  и .

В таких случаях будем считать, что соответствующие коэффициенты  или  равны
нулю.

Задачу управления колебаниями струны с заданными неразделенными условиями
(1.4), (1.5) в промежуточные моменты времени tk  можно сформулировать
следующим образом: среди возможных управлений , , , требу-
ется найти управление, переводящее колебания струны (1.1) с граничными условиями
(1.3) из заданного начального состояния (1.2), обеспечивая удовлетворение неразде-
ленных многоточечных промежуточных условий (1.4) и (1.5), в заданное конечное со-
стояние

(1.6)

Здесь , , , ,  и  – заданные гладкие функции, удовле-
творяющие условиям согласования.

Предполагается, что система (1.1) при ограничениях (1.2)–(1.6) на промежутке вре-
мени [0, T] является вполне управляемой [5, 17]. Это означает, что на промежутке вре-
мени [0, T] можно выбрать управляющее воздействие , под воздействием которо-
го функция прогиба струны  удовлетворяет уравнению (1.1) и заданным услови-
ям (1.2)–(1.6).

2. Решение задачи. Для построения решения поставленной задачи ищем решение
уравнения (1.1) с граничными условиями (1.3) в виде

(2.1)

Представим функции ,  и  в виде рядов Фурье
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Подставим разложения (2.1), (2.2) в соотношениях (1.1)–(1.6). В силу ортогонально-
сти системы собственных функции следует, что коэффициенты Фурье  удовле-
творяют счетному числу систем обыкновенных дифференциальных уранений

(2.3)
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и следующим начальным, неразделенным многоточечным промежуточным и конеч-
ным условиям:

(2.4)

(2.5)

(2.6)

где через , , , , , ,  и  обозначены коэффициенты Фурье,
соответствующие функциям , , , , , ,  и .

Общее решение уравнения (2.3) с начальными условиями (2.4) и его производная
по времени имеют вид

(2.7)

Теперь, учитывая промежуточные неразделенные (2.5) и конечные (2.6) условия,
используя подходы, приведенные в работах [5, 7], из уравнения (2.7) получим, что
функции  для каждого  должны удовлетворять следующей системе равенств:
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Тогда интегральные соотношения (2.8) при помощи функции (2.10) запишутся сле-
дующим образом

(2.11)

Таким образом, искомые функции ,  для каждого n должны удовлетво-
рять интегральным соотношениям (2.11).

С помощью следующих обозначений
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запишем интегральные соотношения (2.11) следующим образом
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Из соотношения (2.13) (или (2.11)) следует, что для каждой гармоники движение,
описываемое уравнением (2.3) с условиями (2.4)–(2.6), вполне управляемо тогда и
только тогда, когда для любого заданного вектора  (2.12) можно найти управление
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Следуя [5, 18], для каждого  функцию , , удовлетворяющую
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Пусть , тогда решение уравнения (2.16) будет

(2.18)

Следовательно, из (2.14) и (2.18) имеем

(2.19)

Элементы матрицы , согласно (2.17) и обозначениям (2.10), (2.12), имеют следую-
щий вид
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Отметим, что, согласно обозначениям (2.10), будем иметь

Следовательно, учитывая обозначения (2.10) и (2.12), управляющее воздействие
, , согласно (2.19), представляется в следующем виде:

Подставляя полученные выражения  в (2.7), получим  на промежутке вре-
мени , а из формул (2.1) и (2.2) – получим функции  прогиба и 
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управления. Таким образом, явные выражения для функции управления  имеют
вид:

при 

при 

при 

при 

Видно, что управляющее воздействие, решающее поставленную задачу, является
кусочно непрерывной функцией.

3. Пример. Предположим, что m = 2 (т.е. ), тогда для  из
выражения для  будем иметь:
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Полагая, что , , , получим, что , , Tλn =
= . Следовательно, из вышеприведенных выражений получим
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или

Отсюда будем иметь, что .

Ясно, что при , ,  и  следует . Следовательно, для об-
ратной матрицы получим

Из формулы (2.12) с учетом (2.9) получим

Выполняя произведение  и , будем иметь
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Таким образом, получим выражения для функции управления  в виде:

при 

при 

при 

В предположении, что , а , условия (1.4) и (1.5) принимают вид

В этом случае для матриц  и  будем иметь

Отметим, что . Следовательно, из (2.12) с учетом (2.9) получим
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Таким образом, имея значение вектора , получим явные выражения для функ-
ции управления  в виде:

при 

при 

при 

Таким образом, имея явные выражения функций управления, с помощью выше-
приведенных формул можно найти функцию прогиба стуны.

Заключение. Задача управления колебаниями струны с заданными неразделенными
значениями функции прогиба и скоростей в промежуточные моменты времени мето-
дом разделения переменных сводится к задаче управления со счетным числом обык-
новенных дифференциальных уранений с заданными начальными, конечными и не-
разделенными многоточечными промежуточными условиями. Задача решается с по-
мощью методов теории управления конечномерными системами с многоточечными
промежуточными условиями. В качестве приложения предложенного подхода по-
строено управляющее воздействие для колебания струны с заданными неразделенны-
ми значениями прогиба и скоростей точек струны в двух промежуточных моментах
времени.
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