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Исследовано влияние упругих констант трансверсально изотропных пород на вели-
чины концентраций напряжений на контуре скважины. Показано, что при равно-
компонентном исходном напряженном состоянии основным параметром, характе-
ризующим отклонение концентрации напряжения на контуре скважины от концен-
трации, характерной для изотропного тела, является отношение независимого
сдвигового модуля в плоскости, нормальной к плоскости изотропии, к величине
сдвигового модуля, характерного для одного из подклассов трансверсально изотроп-
ной среды, выделенных Сен-Венаном, являющегося комбинацией других упругих
констант. При данном отношении, равном единице, концентрации напряжений для
изотропной и анизотропной среды совпадают. Известный факт близости данного
отношения к единице для большинства трансверсально изотропных горных пород
позволяет использовать для них в первом приближении упругое решение для изо-
тропного тела. Показано, что близость к единице отношения независимого сдвиго-
вого модуля к комбинациям остальных упругих констант, характерными для других
подклассов, выделенных Сен-Венаном, также наблюдается для большинства пород,
хотя и с несколько меньшей точностью.
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1. Введение. При решении практических задач важным вопросом является выявле-
ние характера и степени анизотропии. При слабо выраженной анизотропии различие
между результатами, полученными с ее учетом, и результатами для изотропной среды,
несущественно. Количественно степень анизотропии определяется, очевидно, через
некоторые безразмерные параметры, характеризующие свойства среды вдоль различ-
ных направлений. В случае проницаемости, теплопроводности, электропроводности
и других свойств, характеризуемых тензорами второго ранга, компоненты которых
выражаются через три независимые величины – главные значения, в качестве величи-
ны, характеризующей степень анизотропии естественно принять отношение макси-
мального и минимального из главных значений (или произвольную функцию от этого
отношения). В случае трансверсальной изотропии, характерной для слоистых сред
число независимых величин, определяющих тензорные свойства второго ранга, со-
кращается до двух. Для тензора проницаемости это величины проницаемости в плос-
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кости изотропии и по нормали к ней. Отклонение отношения проницаемостей вдоль
этих направлений от единицы и будет характеризовать степень анизотропии.

Для упругости, характеризуемой тензором четвертого ранга, вопрос определения
степени анизотропии становится не столь очевидным. Даже в рассматриваемом слу-
чае трансверсальной изотропии число независимых величин, определяющих упру-
гие свойства равно пяти, и из них можно составить четыре независимые безраз-
мерные комбинации. Для двумерной задачи (плоская деформация и плоское на-
пряженное состояние), как показано Лехницким [1, 2], степень анизотропии
описывается двумя независимыми параметрами. Обычно, для трансверсально изо-
тропных сред в качестве наиболее существенного параметра принимают отноше-
ние модулей в продольном и поперечном направлении [3]. Данный выбор, несмот-
ря на кажущуюся естественность, как будет показано ниже, не является столь од-
нозначным и оптимальным.

С практической точки зрения наибольший интерес представляют величины, харак-
теризующие отклонения в распределении полей напряжений по сравнению с распре-
делениями напряжений в изотропной среде, а не формальные комбинации упругих
констант. Поскольку едва ли можно ожидать нахождение универсального параметра,
пригодного для произвольных геометрий и граничных условий, логично рассмотреть
наиболее характерные, часто встречающиеся, и по возможности простые задачи. К та-
ким задачам, в первую очередь следует отнести задачи о концентрации напряжений на
контуре цилиндрических выработок (скважин), расположенных горизонтально, либо
наклонно по отношению к осям упругой анизотропии. Далее будут рассмотрены слу-
чаи скважины в трансверсально изотропном массиве, расположенной вдоль плоско-
сти изотропии и под наклоном к ней.

2. Общие соотношения. Закон Гука для трансверсальной анизотропии, характерной
для большинства осадочных пород обычно записывается в виде [1, 2]

(2.1)

Здесь  – компоненты тензоров деформации и напряжения в системе коорди-
нат с осью  направленной по нормали к плоскости изотропии;  – компоненты
матрицы податливости, составленной из компонент тензора податливости, причем

Компоненты матрицы податливости выражаются через технические константы –
модули Юнга в плоскости изотропии и по нормали к ней ; коэффициенты Пуас-
сона  (два последних связаны между собой); модули сдвига в плоскости изо-
тропии и в любой плоскости, нормальной к ней,  (первый из них не является
независимой величиной)

(2.2)
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Отметим, что при использовании технических констант наличие двух коэффициен-
тов Пуассона в плоскости, нормальной к плоскости изотропии, , вызывает не-
удобства и является потенциальным источником ошибок.

3. Скважина с осью, лежащей в плоскости изотропии. Равнокомпонентное исходное
напряженное состояние. Задача о цилиндрическом отверстии, ось которого совпадает с
одной из главных осей тензора упругости, в плоской постановке была решена Лехниц-
ким и Солдатовым [4] (см. также [1, 2]). Используя указанное решение, концентра-
цию напряжений на контуре цилиндрического отверстия (скважины) (отношение
окружных напряжений на контуре к напряжениям, приложенным на бесконечности)
в трансверсально изотропной среде, ось которого лежит в плоскости изотропии, а сре-

да сжата на бесконечности гидростатическими напряжениями, , можно запи-
сать следующим образом

(3.1)

Здесь  – модуль упругости в направлении касательной к контуру.

(3.2)

Угол  отсчитывается от оси  по направлению оси . Константы  определе-
ны следующим образом

(3.3)

для условий плоского напряженного состояния.

(3.4)

для условий плоской деформации.
Здесь постоянные  имеют смысл модифицированных для условий плоской дефор-

мации постоянных:

(3.5)
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Согласно решению (3.1) экстремальные концентрации напряжений на контуре до-
стигаются на контуре в точках  соответствующих полярным углам  и в точ-
ках  соответствующих полярным углам , то есть на главных осях тензора
упругости (податливости) (рис. 1)
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причем  для . Характерные распределения концентраций напряжений на
контуре для значений   приведены на рис. 1:
пунктирная линия (длинные штрихи) – , ; пунктирная линия
(короткие штрихи) – , ; сплошная линия – , kA = 1;
штрих-пунктирная линия – , ; точечная линия –  = 1,

. Данные значения соответствуют ярко выраженной анизотропии.
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нение  от величины, определяемой (3.9) или (3.8). Наиболее естественным ви-

дится использование отношения независимого сдвигового модуля  (роль неза-
висимого модуля сдвига  в величину концентрации напряжений на контуре от-
верстия отмечалась Лехницким [2]) к сдвиговому модулю, посчитанному по
формуле (3.8)

(3.10)

Более точным, хотя менее удобным является параметр

(3.11)

где  определяется (3.9). Как будет показано ниже, различие между введенными па-
раметрами обычно пренебрежимо мало.

При , что соответствует , концентрации напряжений имеют макси-
мумы в точках, пересечения контура с главными осями тензора упругости ( , ),

и минимумы в точках  (точные значения даются весьма громоздкими выраже-

ниями, получаемыми приравниванием нулю производных , определяемых фор-
мулой (3.1), по углу ) и симметричных относительно главных осей тензора упругости
(точки  на рис. 1). При , что соответствует , максимумы и минимумы
меняются местами. Приближенной формулу для максимума концентрации напряже-
ния для  можно получить, раскладывая точное решение в ряд по параметру

. Для  данное разложение имеет вид

(3.12)

Влияние параметра kA на концентрацию напряжений на контуре иллюстрируют
рис. 2 и 3. На рис. 2 представлены зависимости концентраций напряжений fA и  для

 от отношения kA, соответствующие значению параметров  =
= –0.2, : сплошная линия –  для k = 1; пунктирная
линия –  для ; штрих-пунктирная линия – fA для k = 2. На рис. 3 представлена
зависимость концентраций напряжений в точках максимума для  для тех же зна-
чений параметров  (кривые для k = 1 и k = 2 используемых параметров не различи-
мы, отличие в численных значениях наблюдалось в четвертом знаке для ).

Важным фактом, хорошо подтверждаемым приведенными иллюстрациями, являет-
ся сохранение отклонения концентрации напряжений от изотропного случая даже
при равенстве главных значений модулей (k = 1). Из рис. 1–3 видно, что для  от-
клонение отношения модулей k от единицы приводит к увеличению концентрации
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Рис. 2

���

���

���

���

��� ��	 ��� ��
 ���
G13/G 'B

�
/�0

Рис. 3

���

����

����

����

����

��� ��� ��� ���
G13/G 'B

�
/�0
гим, однако кроме параметра  остальные параметры выражаются через упругие посто-
янные посредством достаточно громоздких формул и лишены прозрачного смысла.

Интересно отметить, что сочетание упругих характеристик, соответствующее вы-
полнению условия (3.8) (или, что то же самое, (3.10)) соответствует одному из частных
случаев, рассмотренных еще де Сен-Венаном [5] (см. также [1, 6]), для которых зави-
симость упругих модулей от ориентации в пространстве имеет наиболее простой вид.

Выражение (3.10) было отмечено в работе Батугина и Ниренбург [3], как условие
постоянства директрисы сдвигового модуля в плоскости, нормальной к плоскости
изотропии трансверсально изотропного материала, и показано, что данная формула с
точностью до 10% дает верные значения для 45 из 47 горных пород, которые в первом
приближении можно рассматривать, как трансверсально-изотропные (алевролиты,
филлиты, сланцы, песчаники, известняки, граниты, гранодиориты и др.). Значения
упругих констант были взяты из экспериментальных исследований разных авторов
[7–14]. В ссылках на данную работу, формулу (3.10) обычно характеризуют как эмпи-
рическую, полученную в результате обобщения опытных данных. С учетом значения
величины отношения сдвигового модуля к модулю, посчитанному по формуле (3.10)

k
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для определения напряжений, а также исследований де Сен-Венана, данную формулу
едва ли можно считать эмпирической.

Отметим, что условие (3.9) используется также при исследовании распространения
фронтов волн (условие Гассманна [15, 16]) и соответствует эллипсоидальности по-
верхности рефракции.

Для 39 из 47 пород, исследованных в [3] (для остальных пород набор исходных дан-
ных по упругим константам был неполным, что не позволило провести для них требу-
емый анализ), значения отношения независимого сдвигового модуля к модулю, по-
считанному по формулам (3.10), (3.9) представлены в Таблице – их относительная
разница не превосходит 2% (выполнение условия для того же набора данных, что и в
настоящей работе было исследовано Анниным [16], где было показано, что оно вы-
полняется точностью, определяемой из условия (3.10)). В табл. 1 также приведены па-
раметры  для условий плоской деформации и значения добавок к коэффициен-
там концентрации напряжения, посчитанные по формулам (3.6), (3.12). Результаты
показывают, что для большинства пород, при выполнении условия (3.10) либо (3.9),
изменения в коэффициентах концентрации имеют тот же порядок, что и отклонения
от значений, даваемых (3.10), т.е. для практических целей пренебрежимо малы. Однако
для одной из пород отклонения в обоих случаях весьма существенны. Представлены
также значения отклонения коэффициентов концентрации напряжений для случая од-
ноосного сжатия вдоль максимального модуля (обсуждение дано ниже, раздел 2).

Также были проверены гипотезы приближенного выполнения соотношений, дава-
емых оставшимися тремя из четырех частных случаев анизотропии, рассмотренных де
Сен-Венаном [5] (см. также [17]). Данные подклассы ( ) соответствуют эллип-
соидальным индикаторным поверхностям в пространствах 
(рассмотренный выше случай, , соответствует эллипсоидальной индикаторной по-
верхности в пространстве ) [5, 17]) и возникают в моделях механики поврежде-
ний, теории эффективных сред; кроме того для данных подклассов получен ряд ана-
литических решений [17]. Здесь n – вектор нормали в пространстве;  – податли-

вость в направлении n;  – жесткость в направлении n; матрица жесткости 
есть обратная матрица от матрицы податливости. Для данных подклассов также введем
коэффициенты , для которых величины  определяются следующим образом [17]

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Результаты расчетов для указанных величин для 39 пород представлены в Таблице.
Из анализа данных следует, что хотя используемая формула (3.10) дает лучшее соот-

ветствие, различие в точности не столь велико: средние отклонения  и сред-

неквадратичные отклонения , где , 

равны –0.031, –0.034, –0.036, –0.069, –0.078, и 0.121, 0.121, 0.125, 0.135, 0.146, соответ-
ственно. Во всех случаях присутствует систематическое занижение значения.
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Небольшое различие в точности формул свидетельствует скорее о не слишком вы-
раженной анизотропии рассматриваемых пород, чем о наличии глубинной связи меж-
ду упругими константами, даваемой различными соотношениями.

Из результатов исследования [3] и анализа упругого решения [1, 2, 4] для концен-
трации напряжений вблизи кругового отверстия (скважины), а также результатов рас-
четов для скважины, наклоненной к плоскости изотропии, можно сделать вывод, что
для анализа напряженного состояния вокруг скважин в анизотропных породах в боль-
шинстве случаев можно использовать решение Ламе для изотропного тела. Однако,
для тех редко встречающихся пород, для которых указанное соотношение не выпол-
няется с необходимой точностью, использование решения для изотропной среды бу-
дет приводить к заниженным значениям величины концентрации напряжений. Осо-
бенно опасен случай , поскольку для него максимумы напряжений при-
ходятся на зоны, где максимальные касательные напряжения действуют в плоскостях
изотропии, и именно эти плоскости в горных породах обычно менее прочны [18–22].

Таким образом, с одной стороны, для большинства пород параметр  при-
мерно равен единице, что позволяет использовать решение для изотропной среды, с
другой стороны, для пород у которых отклонение данного параметра от единицы на-
блюдается, именно этот параметр становится определяющим при расчете напряжен-
ного состояния.

4. Неравнокомпонентное исходное напряженное состояние. Напряженное состояние
пород, слагающих углеводородные месторождения, а также вмещающих пород, обыч-
но близки к равнокомпонентным (гидростатическим), поскольку девиаторная состав-
ляющая напряженного состояния обычно за геологические времена успевает релакси-
ровать [23]. Релаксации способствует и то, что пласты, слагающие углеводородные ме-
сторождения, как правило, перекрыты “ловушками”, слагаемыми непроницаемыми
породами, обладающими высокой пластичностью. Релаксации, конечно, могут пре-
пятствовать тектонические процессы, однако, слишком большая их интенсивность
приводила бы к дизъюнктивным нарушениям в “ловушках” и, как следствие, утечки
углеводорода. Поскольку процессы релаксации и тектонические процессы разнона-
правлены (первые приводят к выравниванию напряженного состояния, а вторые к по-
явлению неравнокомпонентности), в общем случае, напряженное состояние может
оказаться неравнокомпонентным, причем главные оси тензора действующих напря-
жений не обязательно должны быть соосны ни глобальным координатным осям, свя-
занным с дневной поверхностью, ни осям, связанным с упругими свойствами породы.
Однако в силу вышесказанного, для условий большинства углеводородных месторож-
дений едва ли можно ожидать ярко выраженной неравнокомпонентности.

Обычно, одно из главных напряжений (σzz) предполагается вертикальным и опре-
деляемым весом вышележащих пород. Два другие, предполагаются независимыми

(4.1)

где λx, λy – коэффициенты бокового распора; причем часто предполагается их равен-
ство: . В обычных условиях коэффициент бокового распора равен или слег-
ка меньше единицы . При сильной тектонике один, а иногда и оба коэффициента
могут быть больше единицы [19, 20]. Случай неравенства всех компонент тензора
внешнего поля напряжения (включая присутствие касательных напряжений) рас-
смотрен в работе [24].

Для описания напряженного состояния вблизи скважины, пробуренной горизон-
тально, с осью, совпадающей с направлением одного из главных напряжений и лежа-
щей в плоскости изотропии трансверсально изотропной породы, можно использовать
общее решение [1, 2, 4] плоской задачи об отверстии в ортотропной среде, ось которо-
го совпадает с одной из осей ортотропии. Концентрация напряжений на контуре мо-

= >13/ ' 1Ak G G

= 13/ 'Ak G G

σ = λ σ σ = λ σ,xx x zz yy y zz

λ = λ = λx y

λ ≤ 1
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жет быть записана следующим образом (по-прежнему используются соотношения
плоской деформации)

(4.2)

где  определяется (3.1), а  есть концентрация напряжений на контуре сква-
жины, возникающая при прикладывании одноосного сжатия вдоль горизонтальной
оси

(4.3)

Экстремальные значения данного выражения всегда приходятся на точки A, A'
 и  для всех допустимых значений упругих параметров

(4.4)

Для данного случая относительная величина независимого сдвигового модуля (3.10)
перестает быть решающей для определения концентраций напряжений и их отличие
от изотропного случая.

Концентрация напряжений в точках  и  получается под-
становкой (3.6), (4.4) в (4.2)

(4.5)

Из формул (4.5) видно, что, подобно изотропному случаю, снижение напряжения
вдоль оси  по сравнению с гидростатическим приводит к увеличению концентра-
ции напряжений в точках  и снижению концентрации в точках 

Значения концентраций напряжений для 39 пород представлены в Таблице. Из
анализа данных видно, что при не слишком выраженной неравнокомпонентности ис-
ходного напряженного состояния влияние анизотропии на концентрацию напряже-
ний для большинства пород невелико.

5. Наклонная скважина. Для выяснения роли параметра  на распределе-
ние напряжений на контуре скважины, наклоненной к главным осям тензора упруго-
сти горной породы, (наклонной скважины в трансверсально изотропной породе с го-
ризонтально расположенной плоскостью изотропии) были проведены конечно-эле-
ментные расчеты, показавшие, что при выполнении условия (3.10) отличие
концентрации напряжений от двойки (величины, характерной для изотропной среды)
составляет менее 1%. Полученное различие вполне могло быть вызвано погрешно-
стью метода конечных элементов.

6. Заключение. Исследовано влияние упругих констант трансверсально изотропно-
го тела на величины концентраций на контуре скважины. Для большинства пород па-
раметр  примерно равен единице, что позволяет использовать решение для
изотропной среды; для пород, у которых наблюдается отклонение kA от единицы,
именно этот параметр становится определяющим при расчете напряженного состоя-
ния.

Показано, что при неравнокомпонентном исходном напряженном состоянии сни-
жение напряжения вдоль оси  по сравнению с гидростатическим приво-
дит к увеличению концентрации напряжений в точках  и снижению концентра-
ции в точках .

Расчеты напряжений на контуре скважины, наклоненной к главным осям тензора
упругости горной породы, показали, что при выполнении условия (3.10) концентра-

( ) ( ) ( ) ( )θθ
∞

σθ = = θ − − λ θ
σ

0 11
zz

f f f

( )θ0f ( )θ1f

( ) θθ = − θ + + θ2 2
1

1
{ cos (1 )sin }Ef k n

E

θ = π( 0, ) ( )θ = ± π, ' /2B B

= − = +1 1
1 , 1A Bf f n
k

( )θ = π, ' 0,A A ( )θ = ± π, ' /2B B

( ) ( ) ( )− − λ −= + + − λ = + = + − − λ +1 1 11 1 1 , 1 1 1A B
n n nf f n

k k k k

, 'A A
, 'A A , ' .B B

= 13 13/ 'Ak G G
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( )θ = π, ' 0,A A
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( )θ = ± π, ' /2B B
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ция напряжений отличается от двойки (величины, характерной для изотропной сре-
ды) менее чем на 1%.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 16-11-10325
(для К.Б.У.).
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