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Анализируются точные решения волнового уравнения Похгаммера–Кри, описыва-
ющего распространение гармонических волн в упругом цилиндрическом стержне.
Для продольных аксиально симметричных мод впервые проведен спектральный
анализ матрицы дисперсионного уравнения. Получены аналитические выражения
для поляризации волн. На поверхности стержня для фундаментальной продольной
аксиально симметричной моды определены коэффициенты поляризации соответ-
ствующих волн и проведен анализ вариации этих коэффициентов в зависимости от
частоты. Обнаружено, что при фазовой скорости фундаментальной аксиально сим-
метричной продольной моды, совпадающей со скоростью поперечной волны, про-
исходит одновременное обращение в нуль всех компонент перемещений на боковой
поверхности стержня, что представляется исключительно важным для проектирова-
ния акустических волноводов.
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1. Введение. Впервые дисперсионные уравнения, описывающие распространение
гармонических волн в цилиндрическом стержне, называемых волнами Похгаммера–
Кри, получены в [1–3]. Однако, решения этих уравнений, связывающие фазовую (или
групповую) скорость с частотой, оставались практически неизученными вплоть до се-
редины прошлого века, когда в [4–23] с помощью численного анализа дисперсионных
уравнений [1–3, 8] были найдены первые ветви дисперсионных кривых. Надо отме-
тить, что в [4–20] исследовались продольные аксиально симметричные моды, тогда
как в [21–23] рассматривались также изгибные и крутильные моды.

С помощью асимптотических методов в [4–12] были найдены длинноволновой и
коротковолновой пределы для фазовой скорости фундаментальной продольной акси-
ально симметричной моды. При этом коротковолновой предел ( ) фазовой скоро-
сти при :

(1.1)

совпал со скоростью волны Рэлея ( ), а длинноволновой предел дал следующее зна-
чение фазовой скорости :

1,limc
ω → ∞

=1,lim Rc c
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2,limc
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(1.2)

где  – модуль упругости, а  – плотность материала стержня. В [4–6] для скорости
 предложено наименование “стержневая” скорость.

Дисперсионные кривые высших мод в терминах безразмерных фазовой частоты и
волнового числа с помощью численных методов исследовались в [4–20], причем в [8],
по-видимому, впервые были вычислены корни дисперсионного уравнения примени-
тельно и построены первые три дисперсионные кривые, отвечающие низшим про-
дольным аксиально симметричным модам.

Помимо собственно дисперсионных кривых в [19] численно исследовалось распре-
деление по сечению стержня амплитуд компонент перемещений для первых трех про-
дольных аксиально симметричных мод.

Одна из интересных особенностей незатухающих высших мод , m > 1 соот-
ветствующих дисперсионных кривых, появляется при :

(1.3)

Фактически, условие (1.3) означает наличие в высших модах горизонтальной асимп-
тоты в дисперсионной зависимости  при фазовой скорости . Здесь обнару-
живается связь с незатухающими высшими модами соответствующих дисперсионных
кривых волн Лэмба [24], для которых также выполняется соотношение (1.3). Анало-
гичные эффекты возникают и в случае изгибных волн в балках Тимошенко [25].

2. Основные соотношения. Уравнения движения для изотропного упругого тела в от-
сутствии массовых сил представимы в виде

(2.1)

где u – поле перемещений, ,  – скорости продольной и поперечной объемных волн
в среде, причем

(2.2)

В (2.2) ,  – константы Ламе,  – плотность среды.
Далее для векторного поля u применяется представление Гельмгольца

(2.3)
где  и  соответственно скалярный и векторный потенциалы. В цилиндрических
координатах представление Гельмгольца (2.3) для физических компонент вектора пе-
ремещений приобретает вид

(2.4)

причем из условия аксиальной симметрии следует

(2.5)
Подстановка представления (2.3) в уравнения движения (2.1) дает

(2.6)
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Для гармонической волны, распространяющейся в направлении оси , потенциалы
(2.6) представимы в виде

(2.7)

где  – волновое число, связанное с фазовой скоростью c и круговой частотой  соот-
ношением

(2.8)

В (2.7)  – координата в поперечном сечении ( ),  – волновой вектор,
, t – время.

Подстановка представлений (2.7) в уравнения (2.6) дает уравнения Гельмгольца для
соответствующих потенциалов

(2.9)

Переход в (2.9) к цилиндрическим координатам для скалярного потенциала  с уче-
том аксиальной симметрии потенциала Φ0:

(2.10)

приводит к уравнению Бесселя

(2.11)

где c – фазовая скорость волны. Решения уравнения (2.11) выражаются через функции
Бесселя первого и второго рода нулевого порядка

(2.12)

где ,  – неизвестные, вообще говоря, комплексные коэффициенты и

(2.13)

Учет аксиальной симметрии компонент потенциала  обеспечивается условиями

(2.14)

Уравнения (2.9), (2.14) дают уравнения Бесселя (для соответствующих физических
компонент):

(2.15)
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Решение уравнений (2.15) имеет вид

(2.16)

В (2.16) ,  неизвестные комплексные коэффициенты и

(2.17)

Условие аксиальной симметрии векторного потенциала  накладывает еще одно
ограничение [14, 16]:

(2.18)

С учетом (2.4), (2.5), (2.12), (2.16), (2.18), векторное поле, отвечающее распростране-
нию продольной аксиально симметричной гармонической незатухающей волны в ци-
линдрическом стержне, оказывается представимым в виде [19]:

(2.19)

С учетом необходимой ограниченности поля перемещений на оси  и неогра-
ниченности при  бесселевых функций второго рода, из (2.19) следует

(2.20)

При получении (2.20) из (2.19) константа C3 обозначена C2.
Замечание 2.1. Выражения (2.20) показывают, что на оси стержня при r = 0 выпол-

няется естественное условие , поскольку . В то же время, поскольку
 = 1, компонента  при r = 0 принимает вид

(2.21)

Выражение (2.21) показывает, что для обращения в нуль компоненты  при r = 0 не-
обходимо выполнение соотношения

(2.22)

Далее будет показано, что соотношение (2.22) выполняется, в частности, том случае,
когда фазовая скорость волны  совпадает со скоростью , а матрица дисперсионного
уравнения простая.

3. Дисперсионное уравнение. Условие равенства нулю поверхностных усилий на бо-
ковой поверхности цилиндра при  представимо в виде

(3.1)

где  – вектор единичной внешней нормали к боковой поверхности.
Подстановка поля перемещений (2.20) в условия (3.1) позволяет записать гранич-

ные условия (с точностью до экспоненциального множителя ) в терминах соот-
ветствующих бесселевых функций
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(3.2)

Условия (3.2) дают искомое дисперсионное уравнение, записываемое в виде

(3.3)
где A – квадратная матрица второго порядка с (комплексными) коэффициентами

(3.4)

При получении (3.4) использовано тождество

(3.5)

Двумерные и, вообще говоря, комплексные собственные векторы, отвечающие ну-
левым собственным числам матрицы (3.3), определяют поляризацию соответствую-
щих волн.

Замечания 3.1. а) Дисперсионное уравнение (3.3) может иметь как действительные,
так и мнимые и комплексные корни [13–15]. Действительным корням отвечают рас-
пространяющиеся моды, (незатухающие в направлении оси z) с действительной фазо-
вой скоростью, а мнимым и комплексным корням соответствуют нераспространяю-
щиеся моды, затухающие в направлении оси z. Решения, отвечающие нераспростра-
няющимся модам, необходимы для удовлетворения граничных условий на торцах
стержня при решении краевой задачи для ограниченного или полуограниченного
стержня.

б) Подстановка компонент (3.4) в уравнение (3.3) позволяет представить дисперси-
онное уравнение в виде

(3.6)

причем, ввиду (2.13), (2.17), волновое число  входит неявно в качестве аргумента в со-
ответствующие бесселевы функции.

4. Спектральный анализ дисперсионного уравнения (2.3). Спектральный анализ мат-
рицы , определяющей дисперсионное уравнение (3.3), распадается на два случая.

4.1. Матрица  полупростая. Спектральное разложение матрицы A дает

(4.1)
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торы, причем
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где обозначено

(4.3)

Коэффициенты  в (4.3) определены выражениями (3.4).
Соответствующие (нормированные) собственные векторы имеют вид

(4.4)

Анализ выражений (4.4) для собственных векторов и выражений (4.2) для собствен-
ных чисел, дает

Предложение 4.1. а) Необходимым и достаточным условием полупростоты матрицы
A является условие отличия от нуля дискриминанта d, определенного по (4.3).

б) Условие вырождения матрицы A (необходимо простой при однократном вырож-
дении) имеет вид

(4.5)
Доказательство. а) Выражение (4.2) показывает, что условие  дает необходи-

мое и достаточное условие для того, чтобы -матрица была простой (в этом случае
ее собственные числа различны) и, как следствие полупростой.

б) В силу (4.2), условие вырождения эквивалентно условию

(4.6)
из (4.6) подстановкой выражений для ,  и f из (4.3), получаем требуемое усло-
вие (4.5).

Замечание 4.1. Непосредственный анализ показывает, что условие (4.5), вытекаю-
щее из (4.2), (4.3), эквивалентно дисперсионному уравнению (3.3).

4.2. Матрица A неполупростая. В этом случае
(4.7)

и спектральное разложение матрицы A принимает вид

(4.8)

Двукратное вырождение для неполупростой матрицы эквивалентно выполнению
условия

(4.9)
Откуда, принимая во внимание (4.3), следует
Предложение 4.2. а) Необходимым и достаточным условием неполупростоты матри-

цы  является выполнение условия

(4.10)
б) При выполнении (4.10) условие двукратного вырождения неполупростой матри-

цы  принимает вид

(4.11)
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Доказательство. а) Как показано, в Предложении 4.1.а для неполупростоты матри-
цы A необходимо и достаточно выполнение условия (4.7). Но при выполнении этого
условия оба собственных вектора, как показывает (4.4), совпадают. Это означает, что
матрица становится неполупростой. Далее, подстановка в (4.7) соответствующих вы-
ражений из (4.3) дает условие (4.10).

б) В силу (4.2), вырождение матрицы A при выполнении условия (4.7) эквивалентно
выполнению условия

(4.12)

Принимая во внимание (4.3), последнее условие эквивалентно (4.11).

Замечание 4.2. Для случая двукратного вырождения соответствующее дисперсион-
ное уравнение, отвечающее условиям (4.10), (4.11), при использовании (3.4), предста-
вимо в виде

(4.13)

5. Поля перемещений. Компоненты корневых собственных векторов (4.4), (4.8), от-
вечающих нулевым собственным числам, являются коэффициентами ,  в выраже-
ниях (2.20) для компонент поля перемещений.

5.1. Матрица Α полупростая. Подстановка в (2.20) компонент корневого собствен-
ного вектора (4.4), отвечающего нулевому собственному числу (4.2) при выполнении
условия вырождения (4.5), дает

(5.1)

где f,  определены выражениями (4.3), коэффициенты  матрицы A определены по
(3.4). В (5.1) и далее нулевая компонента  отдельно не указывается.

Предложение 5.1. В случае полупростой матрицы A амплитуда компоненты  на оси
стержня (r = 0) обращается в нуль при .

Доказательство. Для рассматриваемого случая условие (2.22) принимает вид

(5.2)

Это условие при учете (4.3) удается преобразовать к эквивалентному виду

(5.3)

Подстановка в (5.3) выражений (3.4) для коэффициентов  при  обеспечива-
ет выполнение условия (5.3).

Замечание 5.1. Для рассматриваемого случая полупростой матрицы A, выражения
для перемещений (5.1) применимы для аксиально симметричных мод  любого
порядка m.
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5.2. Матрица A неполупростая. Подстановка в (2.20) компонент корневого соб-
ственного вектора (4.8), отвечающего нулевому собственному числу (4.2) при выпол-
нении условий вырождения (4.10), (4.11), дает

(5.4)

Предложение 5.2. В случае неполупростой матрицы A амплитуда компоненты  на
оси стержня (r = 0) не обращается в нуль при фазовой скорости c, совпадающей со
скоростью поперечной волны .

Доказательство. Для случая неполупростой матрицы условие (2.22) принимает вид

(5.5)

Это условие при учете (4.3) можно преобразовать к эквивалентному виду

(5.6)

Подстановка в (5.6) выражений (3.4) для коэффициентов  при  показывает,
что условие (5.5) не выполняется.

Замечание 5.2. Так же, как и для случая полупростой матрицы A, для неполупростой
матрицы выражения перемещений (5.4) применимы для аксиально симметричных
мод  любого порядка m.

5.3. Амплитуды перемещений на боковой поверхности. При определении поляризации
волны, особый интерес представляют нормализованные (по модифицированной

-норме) амплитуды ,  компонент перемещений (5.1), (5.4) на боковой поверхно-
сти стержня

(5.7)

Замечание 5.3. Надо отметить, что, вообще говоря, амплитудные значения компо-
нент смещений  и  для рассматриваемой установившейся гармонической волны
при каком-либо значении радиуса r и, в частности, при r = R, могут одновременно об-
ратиться в нуль (для учета этого введена единица в знаменатель в (5.7)). Таким обра-
зом, при некоторых значениях параметров в аксиально симметричных продольных
модах гипотетически возможна ситуация, когда одновременно .

6. Амплитуды перемещений для фундаментальной моды. По уравнениям (5.1) для слу-
чая полупростой матрицы A и уравнениям (5.4) для неполупростой матрицы с помо-
щью (5.7), определялись амплитуды ,  на боковой поверхности цилиндрического
стержня. Амплитуды определялись при различных значениях коэффициента Пуассо-
на в диапазоне .

Для этих значений коэффициента Пуассона по дисперсионному уравнению (3.3)
определены нижние ветви дисперсионных кривых, отвечающие фундаментальной ак-
сиально симметричной моде. Соответствующие дисперсионные кривые приведены
на фиг. 1.
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Фиг. 1

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 c/c2, lim
0

1

2

3

0
0.1
0.2
0.3
0.4

�R/c2
Кривые на фиг. 1 отвечают различным значениям коэффициента Пуассона (значе-
ния коэффициента Пуассона указаны на графике).

На фиг. 2, 3 приведены графики изменения амплитуд ,  для фундаментальной
аксиально симметричной моды в зависимости от изменения относительной фазовой
скорости .

На фиг. 2, 3 для всех исследованных значений коэффициента Пуассона обращает
на себя внимание убывание до нуля обеих амплитуд ,  при вариации фазовой ско-
рости в диапазоне от  до . Далее, при фазовых скоростях , компонента 
возрастает и вновь убывает до нуля уже в окрестности скорости .

Замечания 6.1. а) Подстановка фазовой скорости  в выражения (3.4) показыва-
ет, что при этой скорости матрица A является простой с единственным корневым соб-
ственным вектором

(6.1)

Корневой собственный вектор (6.1) соответствует коэффициентам ,  в
представлении (2.2). Далее, непосредственный анализ выражений (5.1), (5.7) для слу-
чая полупростой матрицы A показывает, что, действительно, при  на боковой
поверхности .

б) Одновременное обращение в нуль амплитуд ,  фундаментальной моды при
фазовой скорости, совпадающей со скоростью волны сдвига , представляется важ-
ным с точки зрения проектирования акустических волноводов: в этом случае соответ-
ствующая волна оказывается полностью локализованной внутри стержня. Интересно,
что такую волну невозможно обнаружить с помощью поверхностных детекторов, по-
скольку на поверхности стержня обе компоненты перемещений обращаются в нуль.
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7. Выводы. Проведен анализ решений волнового уравнения Похгаммера–Кри, опи-
сывающего распространение гармонических волн в упругом цилиндрическом стерж-
не.

Для продольных аксиально симметричных мод впервые проведен спектральный
анализ матрицы дисперсионного уравнения. Получены аналитические выражения
для поляризации волн.

На поверхности стержня для фундаментальной продольной аксиально симметрич-
ной моды определены амплитуды поляризации соответствующих волн и проведен
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анализ вариации амплитуд в зависимости от фазовой скорости и коэффициента Пуас-
сона.

Обнаружено, что при фазовой скорости фундаментальной продольной аксиально
симметричной моды, совпадающей со скоростью поперечной волны, происходит од-
новременное обращение в нуль всех компонент перемещений на боковой поверхно-
сти стержня, – это представляется важным для проектирования акустических волно-
водов.

Автор благодарит РФФИ (гранты 17-08-00311 и 18-58-41001Узб_т) за частичную
финансовую поддержку.
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