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В терминах отсчетной конфигурации проведена линеаризация уравнений нелиней-
ной механики первоначально изотропного упругого тела (ПИУТ) в окрестности не-
которого преднапряженного состояния равновесия. При этом использовалось спе-
циальное представление упругого потенциала через алгебраические инварианты
тензора деформации Коши–Грина, содержащее модули высших порядков. Построе-
ны линеаризованные определяющие соотношения и уравнения движения, учитыва-
ющие нелинейное влияние начальных деформаций на свойства ПИУТ.
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1. Введение. Технологическое развитие авиа- и машиностроения, приборостроения
и электроники приводит к необходимости создания новых конструкционных матери-
алов, а также подробного исследования их физических свойств, технологических и
прочностных характеристик в зависимости от режимов и условий эксплуатации. Про-
ведение подобных исследований сопряжено с необходимостью решения сложных
прикладных задач теории упругости и привлечения механических моделей гиперупру-
гой среды [1, 2], с той или иной степенью точности отражающих процессы, происхо-
дящие в изучаемых телах. В случае изотропного материала упругий потенциал пред-
ставляется в виде скалярной функции инвариантов меры или тензора деформации [2–
4]. Для жестких материалов широко используется предложенное Мурнаганом пред-
ставление упругого потенциала в виде кубической функции инвариантов тензора де-
формации Коши–Грина [5] с константами III порядка. Значения последних опреде-
лены для ряда металлов, сплавов и конструкционных материалов, кристаллов с раз-
личными классами симметрии [6–9], а также для некоторых горных пород [10].
Модель Мурнагана позволяет более точно описывать поведение предварительно на-
пряженных тел. С ее помощью в [6, 10–19] исследованы эффекты второго порядка, а
также изучены особенности динамики, распространения и локализации волн в пред-
напряженных средах. В [11] проведена линеаризация уравнений нелинейной механи-
ки деформируемого твердого тела в текущей и отсчетной конфигурациях. Получен-
ные результаты в дальнейшем [11, 16–19] использованы при решении ряда конкрет-
ных задач динамической теории упругости. В [17–19] исследовано влияние характера
начальных воздействий на возникновение, распространение и локализацию волновых
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полей в однородных и неоднородных предварительно напряженных средах. Развитие
технологий, основанных на эксплуатации материалов и конструкций, допускающих
большой уровень деформации, определяет необходимость усовершенствования при-
влекаемых моделей за счет использования более сложных форм упругого потенциала.
Различные представления упругих потенциалов с константами III и IV порядков
успешно использовались при моделировании мягких и резиноподобных материалов
[20, 21]. Среди жестких материалов выделяются так называемые металлические стек-
ла, перспективные в практических приложениях и обладающие уникальными физи-
ческими свойствами. Они способны до начала пластического течения выдерживать
чрезвычайно высокий уровень упругой деформации, что требует привлечения кон-
стант IV порядка для адекватного описания их поведения. Результаты эксперимен-
тальных исследований по определению упругих модулей III и IV порядков для объем-
ных металлических стекол на основе циркония (Zr) и палладия (Pd) представлены в
[22–24]. Настоящая работа посвящена усовершенствованию развитой в [11] линеари-
зованной теории контактного взаимодействия предварительно напряженных тел пу-
тем учета модулей IV порядка в представлении упругого потенциала. В работе постро-
ены линеаризованные определяющие соотношения и уравнения движения предна-
пряженной среды, позволяющие учитывать нелинейные эффекты “второго” и
“третьего” порядков при анализе влияния начальной деформации на упругие свой-
ства исходного материала. Изучено влияние модулей высших порядков на характери-
стики предварительно напряженного материала при расчете начально-деформиро-
ванного состояния.

2. Общая постановка задачи для преднапряженного ПИУТ. Введем в рассмотрение
отсчетную  и актуальную V конфигурации с радиус-векторами:

(2.1)

где  – ортонормированный декартовый векторный базис,  и  –
лагранжевы и эйлеровы координаты, соответственно.

Деформацию среды характеризуют градиент деформации С и тензор деформации

Коши–Грина  (  – набла оператор в отсчетной конфигурации, У – единичный тен-
зор):

(2.2)

напряженное состояние – тензоры напряжений Кирхгофа  и Пиола В:

(2.3)

В случае изотропного материала удельная потенциальная энергия деформации

 может быть выражена через алгебраические инварианты  
тензора деформации Коши–Грина [22–24]:

(2.4)

Здесь  – упругие модули II порядка;  и  – упругие модули III и
IV порядков, соответственно. Тензор Кирхгофа (2.3) с учетом представления (2.4) за-
писывается в виде [3]:

(2.5)
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(2.6)

Краевая задача нелинейной теории упругости для предварительно напряженного
ПИУТ в лагранжевых координатах описывается уравнениями

(2.7)

и граничными условиями на поверхности тела :

(2.8)

b и t – векторы массовых и поверхностных сил, соответственно;  – радиус-вектор
точек поверхности деформированного тела;  – плотность материала в отсчетной
конфигурации; n – единичный вектор нормали к поверхности недеформированного
тела. Замыкает постановку задачи закон состояния гиперупругого изотропного мате-
риала (2.5), (2.6).

3. Линеаризованные уравнения движения для преднапряженного ПИУТ. Пусть суще-
ствует некоторое равновесное начально-деформированное состояние ПИУТ и вели-
чины, характеризующие это состояние, не зависят явно от времени [3, 11]:

(3.1)

Уравнения равновесия в объеме и на поверхности  представляются со-
отношениями:

(3.2)

(3.3)

Рассмотрим малое возмущение начального состояния (3.1), вызванное небольшим
изменением поверхностных или массовых сил (характеристики возмущенного состо-

яния будем отмечать верхним индексом ):

(3.4)

Положение точек тела в таком состоянии определяется радиус-вектором

(3.5)

Здесь  – малый параметр, u – вектор добавочных перемещений. Для тензора Пио-
ла в возмущенном состоянии справедливо представление:

(3.6)

(3.7)
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Величины (3.4)–(3.6), определяющие возмущенное состояние тела, удовлетворяют
уравнениям движения (2.7) с граничными условиями (2.8). Учитывая соотношения
(3.1)–(3.7), в отсутствие массовых сил получаем линеаризованные уравнения движе-
ния:

(3.8)

и линеаризованные граничные условия на поверхности :

(3.9)

Путем линеаризации определяющих соотношений (2.3), (2.5) найдем конвектив-

ную производную тензора Пиола :

(3.10)
Здесь

(3.11)
где

(3.12)

Здесь символом “ ” обозначена операция полного умножения.
Далее будем полагать, что начальное деформированное состояние ПИУТ однород-

но:

(3.13)

где  – относительные удлинения волокон, направленных вдоль координатных
осей, совпадающих в естественной конфигурации с декартовыми координатами.

Градиент деформации и тензор деформации Коши–Грина (2.2) с учетом условия
(3.13) записываются следующим образом:
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Здесь использованы соотношения

Согласно представлениям (3.12), коэффициенты  равны:

(3.17)

Линеаризованные уравнения движения (3.8) в скалярном виде представляются
формулами ( ):

(3.18)

Используя выражения (3.16), компоненты линеаризованного тензора напряжений

Пиолы  могут быть представлены в компактной форме [2, 3, 11]:

(3.19)
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Все остальные коэффициенты  равны нулю.
Представление (3.19) определяет влияние начальных деформаций на исходные

свойства изотропного материала, т.е.  определяют свойства предварительно на-
пряженного тела. В отсутствии начальных деформаций , согласно
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ного первоначально изотропного тела принимают вид [1–3, 11]:
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(3.24)
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– на границе раздела (при контакте без трения):

(3.25)

4. Различные типы начального напряженного состояния ПИУТ. Начальные напряжения
в теле определяются тензором Кирхгофа, который в случае однородной начальной дефор-
мации (3.13) задан соотношениями (3.15) с коэффициентами (2.6). Группируя слагаемые
по степеням тензора деформации , для компонент тензора Кирхгофа получаем:

(4.1)

Если в представлении (2.4) удержать слагаемые с упругими модулями II и III поряд-
ков, то для , согласно выражениям (2.6), получим:

и   в выражениях (4.1).
При сохранении в упругом потенциале (2.4) только слагаемых с модулями II поряд-

ка коэффициенты  равны:

Компоненты тензора напряжений Кирхгофа в этом случае линейно связаны с ком-
понентами тензора деформации Коши–Грина.

Слагаемые  и   позволяют учитывать в соотношениях (4.1) влияние
упругих модулей высших порядков:

(4.2)

(4.3)

Выражения (4.1) представляют собой систему трех, в общем случае нелинейных,
уравнений относительно трех неизвестных: ,  или их сочетаний в
зависимости от способа задания начального напряженно-деформированного состоя-
ния. При комбинированном задании начального состояния известной предполагается
деформация вдоль одной оси (например, ) и два условия на напряжения. Деформа-
ции и напряжения вдоль других осей определяются из системы (4.1). Далее исследова-
ны влияния предварительных напряжений при следующих видах начальных состоя-
ний :
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χ = λ + β + β χ = μ + β χ = β2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 3 3

1 4, ,
2 3

I I I I

=3 0kB ( )= 1,2,3k

χ χ χ1 2 3, ,

χ = λ χ = μ χ = = = =1 1 2 3 2 3, , 0; 0, 1,2,3k kI B B k

2kB 3kB ( )= 1,2,3k

( )
( )
( )

= ζ + ζ + + ζ + + β

= ζ + ζ + + ζ + + β

= ζ + ζ + + ζ + + β
β βζ = + β ζ = + β + β

2 2 2
21 2 1 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2
22 2 2 1 2 1 3 1 1 3 1 1 3

2 2 2
23 2 3 1 3 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1
1 2 2 2 3

2 ( )

2 ( )

2 ( )

, 3 4
2 2

B S S S S S S S S

B S S S S S S S S

B S S S S S S S S

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

= ξ + ξ + + ξ + + ξ + + ξ + +

= ξ + ξ + + ξ + + ξ + + ξ + +

= ξ + ξ + + ξ + + ξ + + ξ + +
γξ = + γ ξ

3 2 3 3 2 2
31 4 1 3 2 3 1 3 2 3 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 2 3 3 2 2
32 4 2 3 1 3 2 3 1 3 2 2 1 3 1 1 3 2 1 3

3 2 3 3 2 2
33 4 3 3 1 2 3 3 1 3 2 3 1 2 1 1 2 3 1 2

1
1 2

3 ( ) ( ) 2

3 ( ) ( ) 2

3 ( ) ( ) 2

,
2

B S S S S S S S S S S S S S S

B S S S S S S S S S S S S S S

B S S S S S S S S S S S S S S
γ γγ γ γ= + γ + γ ξ = + γ + ξ = + γ + + γ3 31 1 1

2 2 4 3 2 4 2 4
4 162 2 , , 2 2

2 6 3 6 3

{ }1 2 3, ,S S S { }1 2 3, ,P P P

v1

( )= ≠ ≠, , 1,2,3;i j k i j k

 = = =1 , 0i i j kx P P P P

 = = =2 0,i i j kx P P P P
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Фиг. 1

0.18

0

−0.18

−0.36

−0.54
0.84 0.92 1.00 1.08

vi vi

v1

P 1xi P 2xi

P 3x

(a)

0.27

−0.09

0

0.09

0.18

−0.18

−0.28

−0.36
0.84 0.88 0.92 0.96 1.00 1.04 1.08 1.12

(b)

1.0

0.5

0

−0.5

−1.0
0.92 1.000.96 1.04 1.08 1.12

(c)

1

2

3

2

1

3

3

1

2

v2
*

v3
*

v3 v3

v3

v2 v2

v2

v2
*

v3 v3

v3

v3

v2
 (трехосное, несимметричное)

 (трехосное, гидростатическое)

В качестве материала использовано металлическое стекло со следующими парамет-
рами [22]:

Упругие коэффициенты и начальные напряжения в приведенных ниже численных
результатах отнесены к модулю сдвига  изотропного материала в естественном со-
стоянии (далее штрихи опущены)

На фиг. 1 и 2 приведены эпюры начальных напряжений, необходимых для дости-
жения требуемой деформации, рассчитанные без учета модулей высших порядков
( , ; пунктирные линии, кривые 1), с учетом упругих модулей III
порядка ( , штриховые линии, кривые 2) и с учетом модулей упругости
III и IV порядков ( , сплошные линии, кривые 3). На фиг. 1 представле-
ны эпюры напряжений, рассчитанные для одноосных (1xi, фиг. 1, a), двухосных (2xi,
фиг. 1, b) и гидростатического (3x, фиг. 1, c) состояний соответственно. Фиг. 2 иллю-
стрирует влияние учета модулей высших порядков на поведение напряжений для
трехосных (3xi) состояний, осложненных наличием постоянной статической состав-
ляющей G, равной 0.1 (фиг. 2, a) и –0.1 (фиг. 2, b). Как следует из графиков, присут-

 = = =3 ,i i j kx P P P P G

 = = =1 2 33x P P P P

ρ = λ = μ =
β = − β = − β = −

γ = − γ = γ = γ = −

3

1 2 3

1 2 3 4

9300 кг/м , 145.3 ГПа, 35.8 ГПа
227 ГПа, 234 ГПа, 81.8 ГПа

105828 ГПа, 1555.6 ГПа, 181ГПа, 298 ГПа

μ

= μ = μ = μ' / , ' / , /'* *
ijkl ijklP P G G C C

= =2 3 0k kB B = 1,2,3k
≠ =2 30, 0k kB B

≠ ≠2 30, 0k kB B
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Фиг. 2

0.22

0.11

0

−0.11

−0.12
0.88 0.92 0.96 1.00 1.04 1.08 1.12

0.19

−0.19

0

−0.38

−0.57

−0.76
0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 0.15 1.101.15

P 3xi P 3xi

(a) (b)
1

1

3

3
2

2

v3
*

v3
*

v2
*

v3
* v3 v3v2 v2v3 v3

v2

v2

vi vi
ствие констант высших порядков приводит к значительной нелинейности зависимо-

сти “напряжения–деформации”. Символами  на фиг. 1 и 2 обозначены критические

значения удлинений соответствующих кривой k , при которых начальные на-

пряжения становятся комплекснозначными. Символами  и  обозначены значе-

ния, при которых напряжения достигают локального минимума  или максимума

, соответственно. В диапазоне  выполняется условие взаимно однозначного

соответствия “напряжения–деформации”, что свидетельствует о выполнении в этом диа-

пазоне критерия  [5], определяющего внутреннюю устойчивость материала.

Как следует из графиков, наличие констант высших порядков ограничивает диапазон

удлинений, при которых материал сохраняет устойчивость. Учет констант IV порядка в

большей степени сужает диапазон устойчивости. Наиболее чувствительным к потере

устойчивости является 9-ти константный материал в гидростатическом состоянии.

5. Влияние модулей высших порядков на свойства преднапряженного ПИУТ. В каче-

стве тензора напряжений в предварительно напряженном упругом теле выступает тен-

зор  (3.19) – линеаризованный тензор Пиола, участвующий в уравнениях движения

(3.21) с граничными условиями (3.9), (3.22)–(3.25) в зависимости от задачи и типа сре-

ды. Влияние начальных напряжений на свойства первоначально изотропного матери-

ала отражают коэффициенты  (3.20). Перепишем их в следующем в виде [11]:

(5.1)

Здесь  зависят от свойств материала и характера начальных воздействий

(5.2)

Все остальные коэффициенты  равны нулю.

v
*
k

( )= 2,3k
−

vk
+

vk
−

kP
+

kP − +
v v[ , ]k k

( )σ ⇔ v
0

3,ii ix

•D

*
ijklC

×= δ + =v v
* , , , , 1,2,3ijkl jk i ijkl j kC P C i j k l

×
ijklC

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

×

× ×

×

= λ + μ + β + β + β + β + γ + γ +

+ γ + γ + γ + γ + γ + γ

= = μ + β + + β + γ + + γ + γ

= λ + β + + β + γ + + γ + +

+ γ + γ + γ

2
2 3 1 2 1 3 4

2
2 3 1 1 2 1 2 4 2

2
3 2 1 3 1 4 2 2 1

2 2
2 1 1 3 2 1

2
4 2 2 1 1

7
2 4 2 2 4

3

1
4 2 2

2

1
2 2

2

4
2 (4 3 ) 2

3

1
4 ,

2

iiii i i

i

ijij ijji i j i j

iijj i j i j i j

i j

C S I S

I S I I

C C S S I I S S I I

C S S I S S S S I

S S I I = ≠, 1,2,3,i j i j

×
ijklC
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Фиг. 3

0.34

−0.34

0

−0.68
−0.3 −0.15 0 0.15 0.3

ΔC1111, ΔC2222 2x1 2x1
0.6

−0.2

0

0.2

0.4

−0.4
−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2

ΔC1111, ΔC2222

ΔC1122, ΔC2233 ΔC1122, ΔC2233

0.4

−0.2

0

0.2

−0.4
−0.30 −0.15 0 0.15 0.30

0.6

−0.2

0

0.2

0.4

−0.4
−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2

1

1 1

1'

1'

1'

1'

2

2

2

2
3 1

3

3

3

2'

2'

2'
3'

3'

3'

3'

(a) (b)

(c) (d)

P2
*P2

+

P2
+ P2

+

P3

P3
+

P3
+ P3

+

P3 P3

P3P2

P P

P P
Фиг. 3 и 4 иллюстрируют влияние деформации на четыре типа упругих коэффици-

ентов в предварительно напряженном теле. На рисунках представлена зависимость

 ( , где  – значения упругих модулей в естественном

состоянии) от величины начальных напряжений для  (фиг. 3) и 

(фиг. 4) при двухосном ( , фиг. a и c) и трехосном ( , , фиг. b и d) началь-

ных воздействиях. Как и ранее, учет упругих модулей II порядка, II и III, а также II, III

и IV порядков отмечены на фигурах пунктирными (кривые 1), штриховыми (кривые 2) и

сплошными (кривые 3) линиями, соответственно. Кривые с отметками 1, 2, 3 и 1', 2', 3'

на фиг. 3, a, b соответствуют  и , на фиг. 3, c, d –  и , на

фиг. 4, a, b –  и , на фиг. 4, c, d –  и .

Как видно из фиг. 3, 4 даже в области линейности по начальным напряжениям учет

модулей высших порядков в предварительно напряженном теле приводит к суще-

ственным изменениям в поведении . Однако, при всех различиях в поведении 

следует отметить, что при одноосных, двухосных и гидростатическом начальных на-

пряженных состояниях пересечения , ,  и  с учетом различных

приближений происходит в нуле (P = 0, фиг. 3 и 4, a, c). При этом значение P = 0 отве-

чает естественному состоянию. В случае несимметричного трехосного напряженного

состояния ( ) или трехосного состояния общего вида значение P = 0 не со-

ответствует естественному состоянию материала. Пересечение пар  и ,

 и ,  и ,  и  в случае  происходит в

Δ ijklC Δ = − 0 0*( )/ijkl ijkl ijkl ijklC C C C 0
ijklC

* *,iiii iijjC C * *,ijij ijjiC C

12x 13x = −0.1G

Δ 1111C Δ 2222C Δ 1122C Δ 2233C

Δ 2323C Δ 2332C Δ 1313C Δ 1331C

*
ijklC *

ijklC

Δ iiiiC Δ iijjC Δ ijjiC Δ ijijC

= ±13 , 0.1x G

Δ 1111C Δ 2222C

Δ 1122C Δ 2233C Δ 2323C Δ 2332C Δ 1313C Δ 1331C = −13 , 0.1x G
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Фиг. 4

0.4

−0.4

−0.2

0

0.2

−0.6
−0.3 0.30−0.15 0 0.15

ΔC2323, ΔC2332 ΔC2323, ΔC2332

ΔC1313, ΔC1331 ΔC1313, ΔC1331

2x1 3x1

2x1 3x1

0.4

−0.4

−0.2

0

0.2

−0.6
−0.6 0.2−0.4 −0.2 0

−0.4

−0.2

0

0.2

−0.30 0.30–0.15 0 0.15

0.4

−0.2

0

0.2

−0.4
−0.6 0.2−0.4 −0.2 0

2
3

3 1

3

1
3

1
2

2
3

1

(a) (b)

(c) (d)

P2 P2

P2 P2

P3
P3

P3 P3P3 P3P2

3'

3'

3'

3'

1'

1'

1'

1'

2'

2'

2'

P P

P P
некотором деформированном состоянии ( , фиг. 3 и 4, b, d), значения в точках

пересечения отлично от нуля и зависит как от характера начального напряженного со-

стояния, так и от констант, учитываемых в соответствующих приближениях.

6. Линейное приближение. В случае малых начальных деформаций используется ли-

нейное приближение для инвариантов меры деформации:

Коэффициенты  (2.6) и  (3.17)  в линейном приближении выра-

жаются формулами

Компоненты тензора Кирхгофа (2.5) имеют простой вид:

Коэффициенты , входящие в выражения для компонент линеаризованного тен-

зора напряжений Пиола (3.19), (3.20), при малых начальных деформациях записыва-

ются следующим образом :

≠ 0P

= + δ = + δ = + δ + δ = ≠v v v v
2

1 , 1 2 , 1 , , 1,2,3,k k k k k i k i i k i k

= δ = = δ + δ + δ = =1 1 2 3 2 3, , 0k kS I s I I

χk χkm ( )=, 1,2,3k m

( )χ = λ χ = μ + β χ = β + γ χ = λ + β

χ = χ = β + γ χ = γ χ = χ = γ χ = χ = χ =

1 2 2 3 3 3 11 1

12 21 2 2 22 4 13 31 3 23 32 33

4
, , ,

3

4
, , , 0

3

s s s s

s

= λ + μδ =2 , 1,2,3k kP s k

*
ijklC

( )= ≠, 1,2,3,i j i j
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Фиг. 5

0.34

−0.34

0

−0.68
−0.50 0.25P−0.25 0

ΔC1111 1x1

0.34

−0.34

0

−0.68
−0.50 0.25P−0.25 0

ΔC2222 1x1

0.4

−0.2

0

0.2

−0.4
−0.50 0.25P−0.25 0

ΔC1122 1x1

0.4

−0.2

0

0.2

−0.4
−0.50 0.25P−0.25 0

ΔC2233 1x1

0.4

−0.4

−0.2

0

0.2

−0.6
−0.50 0.25P−0.25 0

ΔC2323 1x1

0.2

−0.2

0

−0.4
−0.50 0.25P−0.25 0

ΔC1331 1x1

(a)

(c)

(e) (f)

(d)

(b)

0

2

0 3

1

1

3

2 3

1

0

0

2

1

3

0

2

3
1

2 2

0

3

1

P2

P2

P2
P2

P2

P2

P3

P3

P3
P3

P3

P3

P2

P2

P2

P3

P3

P3

P3

P3
(6.1)

На фиг. 5 показано влияние учета нелинейности деформации на различные свой-

ства преднапряженного материала при одноосном (1x1) начальном воздействии. Как и

на предыдущих графиках здесь представлены относительные изменения коэффици-

ентов , рассчитанных с учетом лишь упругих модулей II порядка (кривые 1), II и

III порядков (кривые 2), и II, III и IV порядков (кривые 3), в зависимости от величины

начальных напряжений. Цифрой 0 отмечены линейные по деформации приближения

коэффициентов (6.1).

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

= + λ + μ + δ + β + β δ = μ + μ + β δ + δ

= λ + β + λ + β δ + δ = + μ + δ + β δ + δ

1 2 3

1 2 3

* *2 1 2 4 , 2

* *2 , 1 2 2

iiii i i i ijij i j

iijj i j ijji i j i j

C P s C

C s C P

Δ ijklC
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Из графиков следует, что чувствительность коэффициентов  к нелинейности

деформации заметно различается, однако для большинства коэффициентов суще-

ствует область малых деформаций, в которой нелинейностью можно пренебречь. Та-

ким образом, при оценке динамических, эксплуатационных и прочностных характе-

ристик деталей, выполненных из искусственных высокотехнологичных материалов,

работающих под воздействием различного рода нагрузок, при решении широкого

круга прикладных задач, а также задач контактного взаимодействия необходимо соче-

тать максимально точный учет свойств материала с возможностью получения доста-

точно простых и эффективных в использовании решений.

7. Заключение. В терминах отсчетной конфигурации проведена линеаризация урав-

нений нелинейной механики деформируемого твердого тела в окрестности некоторо-

го преднапряженного состояния равновесия. Использовалось специальное представ-

ление упругого потенциала через алгебраические инварианты тензора деформации

Коши–Грина, содержащее модули высших порядков. Построены линеаризованные

определяющие соотношения и уравнения движения, учитывающие нелинейное влия-

ние начальных деформаций на свойства ПИУТ. Исследовано влияние различных ви-

дов больших начальных деформаций на упругие коэффициенты первоначально изо-

тропного материала. Показано значительное расхождение в поведении упругих моду-

лей для предварительно напряженных двух-, пяти- и девятиконстантных материалов.

При малых начальных деформациях для большей части упругих коэффициентов раз-

личия между линейным по деформации и нелинейными, связанными с учетом моду-

лей высших порядков, приближениями в случае простых начальных воздействий не-

значительны. При сложных воздействиях разница в поведении коэффициентов ста-

новится существенной. Анализ показал, что использование линейного приближения

при исследовании влияния начальных воздействий на упругие свойства первоначаль-

но изотропного материала более предпочтительно, чем использование модели двух-

константного материала.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант

14-19-01676) и Миннауки и высшего образования РФ (проект 01201354242).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Трусделл К. Первоначальный курс рациональной механики сплошных сред. М.: Мир, 1975.
592 с.

2. Maugin G.A. Continuum Mechanics of Electromagnetic solids. Elsevier science publishers. Am-
sterdam, New York, Oxford, Tokyo, 1968. 598 p.

3. Лурье А.И. Нелинейная теория упругости. М.: Наука, 1980. 512 с.

4. Красильников В.А., Крылов В.В. Введение в физическую акустику. М.: Наука, 1984. 403 с.

5. Murnaghan F.D. Finite deformations of an elastic solid // Am. J. of Math. 1937. V. 59. № 2. P. 235–
260.

6. Hughes D.S., Kelly J.L. Second-Order Elastic Deformation of Solids // Phys. Rev. 1953. V. 92. № 5.
P. 1145–1149.

7. Thurston R.N., Brugger K. Third-order elastic constants and the velocity of small amplitude elastic
waves in homogeneously stressed media // Phys. Rev. 1964. V. 133. № 6A. P. A1604–A1610.

8. Smith R.T., Stern R., Stephens R.W.B. Third-order elastic moduli of polycrystal line metals from ul-
trasonic velocity measurements // J. Acoust. Soc. Amer. 1966. V. 40. № 5. P. 1002–1008.

9. Секоян С.С. О вычислении констант упругости третьего порядка по результатам ультразву-
ковых измерений // Акуст. журн. 1970. Т. 16. № 3. С. 453–457.

10. Бакулин В.Н., Протосеня А.Г. О наличии нелинейных эффектов при распространении упру-
гих волн в горных породах // ДАН СССР. 1982. Т. 263. № 2. С. 314–316.

11. Калинчук В.В., Белянкова Т.И. Динамические контактные задачи для предварительно на-
пряженных тел. М.: Физматлит, 2008. 240 с.

12. Hayes M., Rivlin R.S. Propagation of plane wave in an isotropic elastic material subjected to pure
homogeneous deformation //Arch. Ration Mech. and Analysis. 1961. V. 8. № 1. P. 15–22.

13. Калинчук В.В., Полякова И.Б. О вибрации штампа на поверхности предварительно напря-
женного полупространства // Прикл. механика. 1982. Т. 18. № 6. С. 22–27.

*
ijklC



15МОДУЛИ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ В УРАВНЕНИЯХ ДИНАМИКИ
14. Гузь А.Н. Упругие волны в телах с начальными напряжениями. Т. 1. Киев: Наук. думка,
1986. 376 с.

15. Гузь А.Н. Упругие волны в телах с начальными напряжениями. Т. 2. Киев: Наук. думка,
1986. 536 с.

16. Белянкова Т.И., Калинчук В.В. О взаимодействии осциллирующего штампа с предваритель-
но напряженным полупространством // ПММ. 1993. Т. 57. Вып. 4. С. 123–134.

17. Калинчук В.В., Белянкова Т.И. Динамика поверхности неоднородных сред. М.: Физматлит,
2009. 312 с.

18. Белянкова Т.И., Калинчук В.В. Особенности локализации волнового поля в преднапряжен-
ном функционально-градиентном слое // Физика и механика материалов. 2015. Т. 23. № 1.
С. 25–30.

19. Белянкова Т.И., Калинчук В.В. Особенности локализации волнового поля в преднапряжен-
ном функционально-градиентном слое // Акустический журнал. 2017. Т. 63. № 3. С. 219–
234.

20. Destrade M., Ogden R.W. On the third- and fourth-order constants of incompressible isotropic elas-
ticity // J. Acoust. Soc. Am. 2010. V. 128. № 6. P. 3334–3344.

21. Shams M., Destrade M., Ogden R.W. Initial stresses in elastic solids: Constitutive laws and acousto-
elasticity // Wave Motion. 2011. V. 48. P. 552–567.

22. Кобелев Н.П., Колыванов Е.Л., Хоник В.А. Упругие модули высших порядков объемного ме-
таллического стекла Zr52.5Ti5Cu17.9Ni14.6Al10 // ФТТ. 2007. Т. 49. Вып. 7. С. 1153–1158.

23. Kobelev N.P., Khonik V.A., Makarov A.S., Afonin G.V., Mitrofanov Yu.P. On the nature of heat effects
and shear modulus softening in metallic glasses: A generalized approach // J. of Appl. Phys. 2014.
V. 115. P. 033513.

24. Кобелев Н.П., Колыванов Е.Л., Хоник В.А. Упругие модули высших порядков металлического
стекла Pd40Cu30Ni10P20 // ФТТ. 2015. Т. 57. Вып. 8. С. 1457–1461.


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


