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Изучается влияние постоянного трения на устойчивость прямолинейного движения
конуса, вращающегося вокруг оси симметрии. Предполагается, что боковая поверх-
ность конуса обтекается безотрывно и на этой поверхности действуют нормальные
напряжения и трение, которые определяются по методу локального взаимодей-
ствия. Нормальные контактные напряжения принимаются пропорциональными
квадрату нормальной составляющей скорости, а трение считается постоянным по
модулю и действующим в направлении обратном проекции вектора скорости на ка-
сательную плоскость. При замороженных скорости движения центра масс и угловой
скорости вращения вокруг оси симметрии получены критерии асимптотической
устойчивости в виде системы двух неравенств, не содержащей интегралов. Подроб-
но изучено влияние трения на устойчивость прямолинейного движения однородно-
го конуса.
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1. Введение. В ряде работ [1–3] авторы изучали влияние вращения вокруг оси сим-
метрии на глубину проникания осесимметричного тела в упругопластическую среду, а
также оптимизацию формы вращающегося тела. Контактные напряжения в этих ра-
ботах определялись на основе метода локального взаимодействия, а изменение глуби-
ны проникания происходит за счет того, что трение на боковой поверхности тела из-
меняет свое направление из-за вращения и его проекция на ось симметрии уменьша-
ется. Однако эти результаты справедливы только при условии, что прямолинейное
движение вращающегося тела является устойчивым, поэтому изучение влияния вра-
щения на устойчивость при действии на боковой поверхности тела нормальных на-
пряжений и трения является важным для практических приложений.

В общем виде эта задача рассматривалась в работах [4–8]. Исследовалась асимпто-
тическая устойчивость прямолинейного движения с постоянной скоростью тела при
отсутствии его вращения вокруг оси симметрии [4–7] и получены критерии асимпто-
тической устойчивости тела, вращающегося вокруг оси симметрии [8]. Для вращаю-
щегося тела были получены критерии устойчивости, зависящие от интегралов по дли-
не тела. В случае однородного конуса, на поверхности которого действуют только
нормальные напряжения, зависящие от квадрата нормальной составляющей скорости
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(инерционное сопротивление), а трение отсутствует, критерии асимптотической
устойчивости удалось свести к двум алгебраическим неравенствам и подробно иссле-
довать его устойчивость [8]. Оказалось, что в этом случае вращение повышает устой-
чивость прямолинейного движения конуса. Однако влияние трения на устойчивость
вращающегося тела в этих работах исследовано не было.

В данной работе изучается влияние трения на устойчивость прямолинейного дви-
жения с постоянной скоростью конуса при действии на его поверхности инерцион-
ных нормальных напряжений и постоянного (пластического) трения. В этом случае
удалось свести критерии асимптотической устойчивости к системе, не содержащей
интегралов. Для случая однородного конуса был проведен расчет областей парамет-
ров, при которых его прямолинейное движение будет устойчиво. Расчеты показали,
что при наличии трения вращение конуса вокруг оси симметрии может приводить к
потере его устойчивости. Дальнейшее увеличение угловой скорости вращения вновь
повышает устойчивость конуса, однако придание быстрого вращения не всегда техни-
чески осуществимо.

2. Постановка задачи. Круговой конус массы m, длины  и тангенса угла полурас-
твора  движется по инерции в безграничной среде. Главный момент инерции конуса
при поперечном вращении , а моментом инерции относительно оси симметрии .
Центр масс конуса расположен на оси его симметрии на расстоянии  от вершины.

Введем системы координат  и , связанные с конусом. В цилиндрической
системе координат  боковая поверхность конуса задается выражениями

. Начало прямоугольной системы координат  по-
местим в центр масс конуса: , , . Движение ко-
нуса в системе координат  определяется вектором скорости  центра
масс и вектором угловой скорости вращения относительно центра масс Ω =
=  (фиг. 1).

Введем безразмерные величины
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Выражения для внешней нормали, проекций вектора скорости  произвольной точки
на поверхности тела на нормаль и на касательную плоскость в системе координат

 даются формулами

Вектор напряжений на боковой поверхности конуса зададим в виде суммы каса-
тельных и нормальных напряжений: , где  – постоянное по модулю
касательное напряжение (пластическое трение),  – единичный касательный вектор
в направлении скольжения;  – контактное давление

(2.1)

Здесь  – плотность среды, . На основании конуса напряжения отсутству-
ют. Запишем выражения для результирующей силы и момента, действующих на конус
в системе координат :

Система дифференциальных уравнений движения жесткого тела вращения в систе-
ме координат  записывается в следующем виде [8, 9]:

(2.2)

В случае малых возмущений относительно прямолинейного движения 
, замороженных скорости движения центра масс и угловой ско-

рости вращения вокруг оси симметрии, систему дифференциальных уравнений (2.2)
можно линеаризовать и получить критерии асимптотической устойчивости прямоли-
нейного движения. Для тела вращения эти критерии имеют следующий вид [8]:

(2.3)
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где

(2.4)

Выражения для  в общем случае тела вращения, на боковой поверхности
которого действует трение и нормальные напряжения, задаваемые по методу локаль-
ного взаимодействия, приведены в [8] и имеют громоздкий вид. Однако в случае кону-
са, пластического трения и зависимости  от , задаваемой (2.1), эти выражения
могут быть существенно упрощены и приведены к следующему виду

(2.5)

Здесь введены безразмерные величины
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Из последней формулы видно, что . Следовательно, первое неравенство в (2.3)
выполняется всегда и критерии асимптотической устойчивости прямолинейного дви-
жения конуса сводятся к двум неравенствам

(2.6)

Интегралы  вычисляются аналитически

(2.7)

Таким образом, в случае конуса, инерционных нормальных напряжениях и пластиче-
ском трении критерии асимптотической устойчивости сводятся к системе двух нера-
венств (2.6), не содержащей интегралов.

3. Области устойчивого движения. Рассмотрим подробнее случай однородного конуса

Расчет областей параметров , в которых прямолинейное движение однород-
ного конуса при замороженной скорости движения центра масс будет асимптотиче-
ски устойчивым, проводился по формулам (2.4)–(2.7) в системе компьютерной мате-
матики GNU Octave. Для случая, когда на боковой поверхности конуса действуют
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только касательные напряжения, а нормальные напряжения отсутствуют  = 0),
на фиг. 2 показаны области параметров , при которых движение конуса будет
асимптотически устойчивым. Области устойчивости для конусов , 0.6 пока-
заны на фиг. 2 затемнением, правой штриховкой (линии штриховки нанесены с на-
клоном вправо под углом 45°) и левой штриховкой (линии штриховки нанесены с на-
клоном влево под углом 45°) соответственно. Из фиг. 2 видно, что вращение конуса
вокруг оси симметрии может приводить к потере его устойчивости. Однако дальней-
шее увеличение  снова делает его устойчивым. Если  и вращающийся конус
движется устойчиво, то увеличивая  (увеличивая  или уменьшая скорость) его
можно сделать неустойчивым. Из фиг. 2 видно, что верхняя граница области неустой-
чивости при ,  стремится к конечному значению . Этот результат ока-
зался неожиданным, так как в [8] показано, что при   верхняя граница об-
ласти неустойчивости стремится к значению .

На фиг. 3 показаны области параметров , при которых движение однородного
конуса  будет устойчивым при действии на боковой поверхности трения и нор-
мальных напряжений. Области устойчивости для случаев  показаны
на фиг. 3 затемнением, правой штриховкой и левой штриховкой соответственно. Из
фиг. 3 видно, что с ростом  (с увеличением нормальных напряжений или уменьше-
нием плотности конуса) диапазон значений , при которых конус движется устойчи-
во, в большинстве случаев увеличивается, однако при малом  увеличение  может
приводить к потере устойчивости. При  сделать устойчивый вращающийся ко-
нус неустойчивым путем увеличения  возможно уже не всегда, а только при доста-
точно больших .
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На фиг. 4, 5 показаны области параметров  при которых движение однородно-
го конуса  будет устойчивым. Области устойчивости для случаев 
показаны на фиг. 4 затемнением, правой штриховкой и левой штриховкой соответ-
ственно. Области устойчивости для случаев  показаны на фиг. 5 затемнени-
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κ = 0,2,4



92 ОСИПЕНКО
ем, правой штриховкой и левой штриховкой соответственно. Из фиг 4, 5 видно, что
при малом  области устойчивости для случаев  и  различаются очень силь-
но. При малом  появление даже небольших  (малое трение или большая скорость)
приводит к существенному уменьшению области параметров, при которых прямоли-
нейное движение конуса при замороженной скорости центра масс является устойчи-
вым.

4. Заключение. При замороженных скорости движения центра масс и угловой ско-
рости вращения вокруг оси симметрии влияние пластического трения на асимптоти-
ческую устойчивость прямолинейного движения однородного конуса является неод-
нозначным. При отсутствии вращения вокруг оси симметрии рост трения приводит к
увеличению области параметров, при которых движение конуса является устойчивым,
а в случае вращения вокруг оси симметрии появление трения может приводить к по-
тере устойчивости.

Работа выполнена по теме Госзадания (номер госрегистрации АААА-А17-
117021310380-1) и при частичной финансовой поддержке Российским фондом фунда-
ментальных исследований (проект № 17-08-00775a).
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