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лает возможным проведение аккуратного характеристического анализа задачи. Сначала рассмотре-
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ВВЕДЕНИЕ
В последние несколько лет наблюдается рост

числа работ, посвященных задачам распростра-
нения детонационных волн в неоднородных газо-
вых смесях. Такие задачи представляют интерес
не только с точки зрения фундаментальных основ
теории детонации, но и с практической точки
зрения. Одно из конкретных применений –
предотвращение случайного возникновения де-
тонации в шахтах, в изолированных частях кото-
рой может накапливаться взрывоопасная смесь.
В такой смеси по разным причинам возможно об-
разование градиента концентрации топлива, что,
в свою очередь, будет влиять на механизм воспла-
менения смеси, переход горения в детонацию и ее
последующее распространение. Однако основ-
ной причиной активных исследований особенно-
стей детонационных процессов в неоднородных
газовых смесях является разработка двигателей,
основанных на непрерывной вращающейся дето-
нации [1–4]. В таких двигателях окислитель и
топливо впрыскиваются в установку раздельно,
что приводит к распространению детонации по
сильно неоднородной смеси.

Для описания сложного процесса, происходя-
щего в реальных установках, проводятся исследо-
вания модельных постановок, при рассмотрении

которых проясняются механизмы распростране-
ния детонации в неоднородных средах. Можно
выделить следующие гуппы работ, в которых
изучается распространение детонации в плоском
канале:

• в среде с переменным продольным [5, 6] и
поперечным [7–9] градиентом концентрации
топлива;

• в среде c переменной плотностью смеси
[10, 11];

• вдоль [12, 13] или поперек [14] инертного
слоя газа;

• в рамках уравнений-аналогов [15].
Отдельно стоит отметить недавнюю работу

[16], в которой изучаются соотношения вкладов
следующих двух составляющих в итоговую нели-
нейную динамику процесса распространения де-
тонационной волны в неоднородной среде: пер-
вая – связана с пульсирующей природой детона-
ционной волны как таковой, проявляющейся и в
однородной среде; вторая – обусловлена перио-
дическим изменением параметров перед фрон-
том лидирующей ударной волны (ЛУВ). Обнару-
жено, что в зависимости от параметров задачи
может происходить как усиление колебаний па-
раметров за фронтом детонационной волны, так
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и, наоборот, их стабилизация по сравнению со
случаем однородной среды.

В наших предыдущих работах [17, 18] были по-
строены вычислительные алгоритмы для модели-
рования детонации в системе координат, связан-
ной с лидирующим фронтом (СКФ) волны дето-
нации, в рамках одно- [17] и двухстадийной [18]
моделей кинетики химических реакций. Сумми-
руем кратко основные достоинства и недостатки
расчетов детонации в СКФ [18]. В подобной по-
становке, с одной стороны, осуществляется пере-
ход в неинерциальную систему координат, по-
скольку скорость лидирующего скачка зависит от
времени. Это приводит к преобразованию при-
вычных уравнений Эйлера, составляющих основу
математической модели – в них начинает фигу-
рировать априори неизвестная скорость лидиру-
ющего скачка, для нахождения которой необхо-
димо использовать те или иные дополнительные
соображения [19–21]. Неинерциальность систе-
мы координат и необходимость рассмотрения до-
полнительных уравнений для скорости волны
определяют бóльшую сложность подобного под-
хода с точки зрения его программной реализации
по сравнению с численным решением уравнений
Эйлера в неподвижной, лабораторной системе
координат. С другой стороны, рассмотрение за-
дачи в СКФ имеет три основных достоинства.

Во-первых, данный подход требует существен-
но меньше вычислительных затрат по сравнению
с традиционным рассмотрением задачи иниции-
рования и распространения детонации в лабора-
торной системе координат (см., например, [22]).
Здесь расчетная область физически соответствует
на части или полному по длине каналу, в котором
рассматривается распространение детонацион-
ной волны, а всегда некоторой области непосред-
ственно за фронтом ЛУВ.

Во-вторых, данный подход позволяет точно
фиксировать параметры непосредственно за
фронтом ЛУВ. Ударная волна является фиксиро-
ванной границей расчетной области и не испы-
тывает численного “размазывания”, что неиз-
бежно происходит в методах сквозного счета.

В-третьих, СКФ гораздо больше подходит для
характеристического анализа поля течения за
фронтом детонационной волны [23]. Характери-
стический анализ, в отличие от анализа только
полей давления, плотности, массовой доли реа-
гента, скорости газа, который обычно проводится
для иллюстрации динамики распространения де-
тонации, способен дать объяснение наблюдаю-
щихся режимов течения. Так, в работе [19] подоб-
ный анализ позволил обобщить понятие звуко-
вой точки из теории Чепмена–Жуге для случая
нестационарной пульсирующей волны детона-
ции. Более того, реализующиеся пульсирующие
режимы течения можно объяснить и с количе-

ственной точки зрения, анализируя поведение
характеристик, как это сделано в работах [18, 23].

Эти факторы стимулируют расчеты распро-
странения детонационной волны в неоднородной
газовой смеси в системе координат фронта лиди-
рующего скачка. При построении такого алгорит-
ма необходимо разработать соответствующие вы-
числительные алгоритмы расчета распростране-
ния ударной волны (УВ) в неоднородной среде.

Целями настоящей работы являются:
• разработка вычислительного алгоритма для

моделирования распространения УВ в среде с
возмущением плотности в СКФ;

• проведение с использованием разработан-
ного алгоритма характеристического анализа ди-
намики распространения УВ в среде с линейным
(задача, рассмотренная в работах Чиснелла и Уи-
зема [24, 25]) и синусоидальным распределения-
ми плотности (задача Шу–Ошера [26]).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Математическая модель основывается на
уравнениях Эйлера, дополненных уравнением
состояния идеального газа и записанных в век-
торной форме в системе координат  связан-
ной с фронтом ЛУВ:

(1)

Здесь  – плотность газа,  – скорость газа в лабо-
раторной системе координат   – скорость
УВ,  – давление газа,  – полная энергия газа на
единицу объема,  – удельная внутренняя энер-
гия газа,  – фиксированное значение показателя
адиабаты, которое во всех расчетах принималось
равным 1.4. Эффектами вязкости, молекулярной
диффузии и теплопроводности пренебрегаем. От-
метим, что скорость газа  в системе уравнений (1)
связана со скоростью ЛУВ посредством следую-
щего уравнения:

где  – скорость газа в СКФ. Второе из системы
уравнений (1), уравнение импульса, записанное че-
рез скорость  будет выглядеть следующим образом:
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что совпадает с классическим результатом из ра-
боты [27]. Уравнение (2) отличается от привычно-
го уравнения Эйлера добавлением силы инерции

Для определения скорости ударной волны в
СКФ определяющая система уравнений (1) за-
писывается в характеристической форме вдоль

-характеристики:

(3)

где в первом уравнении системы через  обо-
значена материальная производная вдоль -ха-
рактеристики,  – скорость звука. Нижним ин-
дексом “0” обозначены параметры перед фронтом
ЛУВ. В лабораторной системе координат это – из-
вестные функции пространственной координа-
ты, а в рассматриваемой постановке в СКФ – из-
вестные функции времени. В рамках настоящей
работы

(4)

Через  обозначена начальная координата УВ.
Возможность определения скорости ЛУВ при

рассмотрении системы (3) обусловлена результа-
тами работы [19], в которой изучалась динамика
распространения детонационной волны в одно-
родной среде, т.е. в случае  Конкретная
разностная реализация, приводящая к выраже-
нию для текущей скорости ЛУВ, приведена ниже
в разделе с вычислительным алгоритмом.

Определяющая система уравнений решается
на фиксированном отрезке  Правая грани-
ца соответствует фронту ЛУВ. На ней выставля-
ются граничные условия, определяемые соотно-
шениями Ренкина–Гюгонио (Rankine–Hugoniot)
на скачке, движущемся с текущей скоростью 
которая находится в результате решения системы
уравнений (3), (4) (см. следующий раздел). Длина
расчетной области  выбиралась достаточно
большой, чтобы для рассматриваемых задач левая
граница области не влияла на динамику движе-
ния фронта ЛУВ. Формально левая граница обла-
сти считалась свободной, использовались гранич-
ные условия экстраполяции нулевого порядка.

В качестве начальных условий во всей расчет-
ной области задаются одинаковые параметры за
фронтом ударной волны с числом Маха  кото-
рая в начальный момент времени начинает взаи-
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модействовать с пространственной неоднородно-
стью плотности на пути ее распространения:

(5)

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ

Расчетная область покрывается равномерной
расчетной сеткой. Расчетные ячейки нумеруются
от 1 до  Для численного интегрирования систе-
мы уравнений (1) используются конечно-объем-
ная дискретизация конвективной части и явная
схема Эйлера интегрирования по времени. Пара-
метры на гранях ячеек определяются в результате
кусочно-линейной реконструкции вектора кон-
сервативных переменных с помощью ограничи-
теля minmod. Шаг интегрирования по времени
выбирается динамически для обеспечения устой-
чивости на выбранной сетке. Численный поток,
который рассчитывается по сеточно-характери-
стическому варианту схемы Куранта–Изаксона–
Рис (Courant–Isaakson–Rees) [28] учитывает неяв-
ным образом скорость УВ. В этой части решения
уравнений газовой динамики без учета протекания
химических реакций алгоритм не отличается от
методики, подробно описанной в работах [17, 18].

Основное отличие от предыдущих работ в ча-
сти вычислительного алгоритма связано со спо-
собом интегрирования уравнений для нахождения
скорости ЛУВ, так как параметры среды перед УВ
теперь неоднородны. Дискретизация системы урав-
нений (3), (4) выглядит следующим образом [19]:

(6)

Нижним индексом “s” обозначим параметры
на скачке при  индексом “*" – параметры в
точке пересечения -характеристики с осью x
(см. рис. 1). Через  обозначен путь, пройденный
ЛУВ на момент времени 

Параметры с индексом “*” находятся с помо-
щью линейной интерполяции по известным па-

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

γ − ρ γ += + ρ =
γ + γ − +

−  γ=  γ + ρ 
v

2 2
0 0

0 0 2

2 1 2
0

0 0

2 1 1
, ,

1 1 2

2 1
.

1

s s

s

M x M
p p p

M

M p
M x

.N

( ) ( )( ) ( )
( )

++ +

+
+ +

+


 − + ρ + ρ − =

− = + − Δ


 γρ = ρ + + Δ  ρ

 
 
   

v

v

v
11 1

1 21
1 10

0 0 0 1
0

1 0

.

,** *2
,* * *

n nn n n n
s ss

n n n n n

n
n n n n

n

p p c c

x c D t

px L M t

= 0,sx
+C

nL
:nt

=
= Δ

0
.

n
n j j

j

L D t



ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 41  № 8  2022

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДИНАМИКИ 51

раметрам в точках  (центр последней
ячейки в расчетной области) и  и имеют вид

(7)

Из второго уравнения системы (6) следует вы-
ражение для координаты точки пересечения С+-
характеристики с осью x:

(8)

Параметры в точке  в момент времени
 определяются из соотношений Ренкина–

Гюгонио, аналогичным параметрам (5) как
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Подстановка выражений (7)–(9) в (6) приво-
дит к системе из двух нелинейных алгебраических
уравнений относительно неизвестных парамет-
ров  и  которая решается численно мето-
дом Ньютона. Граничные условия реализуются
путем задания параметров в фиктивных ячейках.
Для расчета потоков через левую и правую грани
расчетной области вводятся фиктивные ячейки с
индексами “ ” и “ ”. На левой грани-
це расчетной области применяется экстраполя-
ция нулевого порядка:

На правой границе параметры в фиктивной ячейке
равняются текущим параметрам за фронтом ЛУВ:

РАСПРОСТРАНЕНИЕ УДАРНОЙ ВОЛНЫ 
В СРЕДЕ С ЛИНЕЙНЫМ 

ГРАДИЕНТОМ ПЛОТНОСТИ

Перед рассмотрением задачи о распростране-
нии УВ в среде с синусоидальным распределени-
ем плотности рассмотрим сначала более простую
задачу, когда плотность перед УВ меняется ли-
нейно – увеличивается или уменьшается. Во-
первых, для данной задачи существуют аналити-
ческие оценки решения. Во-вторых, можно про-
вести наглядную качественную аналогию между
гладким синусоидальным профилем плотности и
кусочно-линейным профилем с чередующимися
участками увеличения и уменьшения плотности.

Задача о распространении УВ в среде с линей-
ным градиентом плотности изучалась многими
авторами. Аналогично задаче о взаимодействии
УВ с единичным контактным разрывом [29], при
взаимодействии УВ с градиентом плотности фор-
мируются контактные разрывы и волны разреже-
ния или сжатия (в зависимости от знака градиен-
та). Волны разрежения или сжатия взаимодей-
ствуют с контактными разрывами с образованием
переотраженных волн, которые также влияют на
динамику движения ЛУВ. В работе [30] с исполь-
зованием численного анализа проводилось ис-
следование влияния переотраженных волн на
фронт ЛУВ в зависимости от различных факто-
ров, таких как: число Маха волны, абсолютное
значение и знак градиента плотности, а также вид
профиля плотности (линейное изменение или по
степенному закону). Выводы были основаны на
сравнении численных результатов с аналитиче-
ским решением Чиснелла–Уизема [24, 25] (см.
Приложение 1). Одно из основных предположе-
ний при построении аналитического решения
Чиснелла–Уизема – отсутствие влияния переот-
раженных волн на фронт ЛУВ. Отметим, что ана-
литические оценки параметров течения в ударно-

+1nM +ρ 1
0 ,n

= −1m =m N

− =1 0.n nu u

ρ = ρ = =v v, , .n n n n n n
N s N s N sp p

Рис. 1. Сеточный шаблон разностной схемы для рас-
чета скорости ЛУВ.
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волновых задачах представляют и самостоятель-
ный интерес, например, в задачах распростране-
ния ударных волн в двухфазных средах [31–33] и
в каналах сложной формы [34].

Расчетная область – отрезок [–10;0]. Значения
начальной плотности, скорости и давления во
всей расчетной области соответствуют парамет-
рам за УВ с числом  Перед фронтом ЛУВ
находится покоящийся газ при давлении 
На участке конечной длины, равной 1.0 плот-
ность газа меняется по линейному закону:

(10)

Для случая линейно растущей плотности газа пе-
ред фронтом ЛУВ   Для случая ли-
нейно падающей плотности  
Числовые параметры постановки взяты из работ
[30] (закон изменения плотности (10) и конкрет-
ные значения  и ) и [26] (интенсивность УВ).
Здесь и далее все параметры приведены в безраз-
мерном виде. Расчеты проводились на сетке с
числом ячеек 

Рассмотрим сначала случай линейно растуще-
го градиента плотности. Ударная волна преодоле-
вает участок с неоднородной плотностью за вре-
мя  (см. рис. 2 и 3). Процедура построе-
ния характеристик описана в Приложении 2. В
течение этого периода времени за фронтом ЛУВ
генерируются волны сжатия и контактные разры-
вы. При этом скорость ЛУВ падает, а число Маха
увеличивается. Как до, так и после момента вре-
мени  аналитическое решение Чиснелла–Уизе-
ма (кривая 4 на рис. 3), не учитывающее влияние
переотраженных волн на ЛУВ, сильно отличается
от численного решения (кривая 2 на рис. 3). От-
метим, что в работе [35] представлена модифика-
ция аналитической теории Чиснелла–Уизема для
возможности учета влияния переотраженных
волн на ЛУВ.

После того как плотность перед волной стано-
вится постоянной, скорость волны и число Маха
уменьшаются под воздействием волн, отражен-
ных от контактных разрывов за волной и догоня-
ющих ЛУВ. Основные изменения продолжаются
до тех пор, пока волна, отраженная от контактно-
го разрыва, следующего вдоль -характеристи-
ки, выпущенной в начальный момент времени,
не догонит ЛУВ при  В этот момент времени
число Маха ЛУВ выходит на значение, близкое
асимптотической величине (прямая 5 на рис. 3).
Данная асимптотика определяется решением за-
дачи Римана (Riemann). Параметры по одну сто-
рону от разрыва в этой задаче Римана – парамет-
ры за фронтом УВ с числом Маха, равным 3.0, со-
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ответствующие начальному моменту времени,
когда значение плотности перед УВ равно 1.0. Па-
раметры справа – итоговые параметры перед УВ,
соответствующие моменту времени, когда плот-
ность перестает меняться и ее значение становит-
ся равным 8.0.

Из рис. 2 видно, что -характеристики, вдоль
которых следуют отраженные от ЛУВ волны сжа-
тия, постепенно вливаются в характеристику,
следующую из начала координат. По этой причи-
не по мере распространения протяженность вол-
ны сжатия уменьшается. Например, в момент
времени  на рис. 2 и 4 границы ее обозначе-
ны точками K и G. Контактные разрывы, форми-
рующиеся при прохождении ЛУВ участка пере-
менной плотности, двигаются с постоянной ско-
ростью. Граница области контактных разрывов
обозначена на рис. 2 и 4 точками E и F. Давление
и скорость в области между ЛУВ и хвостом волны
сжатия на промежутке времени от  до  (напри-
мер, для момента времени  это – область 
на рис. 4) не постоянны из-за влияния характери-
стик из “переотраженного характеристического
треугольника”, IAB, на рис. 2. Время, в течение
которого переотраженные волны продолжают
влиять на ЛУВ, несмотря на то, что плотность пе-
ред УВ уже постоянна, коррелирует со временем,
которое требуется пройти волне, отраженной от
точки A, до точки I, а также волне, переотражен-
ной от точки I, до точки B.

Аналогичное исследование проведено для слу-
чая уменьшающейся перед фронтом ЛУВ плотно-
сти. В этом случае УВ преодолевает участок с гра-
диентом плотности за время ≈0.66. Вместо волн

−C

≈ 1Bt

At Bt
Bt [ ]G;0x

Рис. 2. Семейство характеристик в задаче о распро-
странении УВ по участку среды конечной длины с ли-
нейно возрастающим градиентом плотности.
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сжатия за фронтом ЛУВ генерируются волны раз-
режения. При этом, в отличие от случая с увели-
чивающейся плотностью перед ЛУВ, скорость
ЛУВ увеличивается, а число Маха уменьшается.
Также аналитическое решение Чиснелла–Уизе-
ма, не учитывающее влияние переотраженных

волн на ЛУВ, практически не отличается от чис-
ленного до момента времени t = 0.66, когда ана-
литическое решение выходит на стационарный
уровень. По предположению, сделанному в работе
[30], это свидетельствует о том, что переотраженные
волны почти не влияют на итоговое решение в этой

Рис. 3. Динамика изменения скорости (кривая 1) и числа Маха ЛУВ (кривая 2) в задаче о распространении УВ по
участку среды конечной длины с линейно возрастающим градиентом плотности (кривая 3, плотность перед фронтом
ЛУВ). Штрих-пунктирная кривая 4 – аналитическое решение Чиснелла–Уизема. Штрих-пунктирная прямая 5 –
асимптотическое решение.
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Рис. 4. Рассчитанные пространственные профили распределения за фронтом ЛУВ в задаче о распространении УВ по
участку среды конечной длины с линейно возрастающим градиентом плотности в момент времени t = 1.0. Кривая 1 –
распределение плотности, 2 – распределение скорости, 3 – распределение давления.

5

10

15

25

20

0

30

35

40

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

10

14

12

18

16

20

24

22

–3.0 –2.5 –2.0 –1.5 –1.0 –0.5 0
x

ρ pv

1

2 3

xK xG xF xE



54

ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 41  № 8  2022

ПОРОШИНА и др.

области. Данное предположение подкрепляется
проведенным характеристическим анализом. Ха-
рактеристики  вначале отклоняясь от ЛУВ, го-
раздо позже приходят к правой границе расчетной
области, и, соответственно, их влияние на ЛУВ так-
же начинается позже. Характеристики  вдоль ко-
торых следуют отраженные от ЛУВ волны разреже-
ния, постепенно расходятся, расстояние между ни-
ми увеличивается.

После того как плотность перед волной стано-
вится постоянной, ее скорость и число Маха уве-
личиваются под воздействием волн, отраженных
от контактных разрывов за волной и догоняющих
ЛУВ. Это продолжается до тех пор, пока послед-
няя переотраженная волна не догонит ЛУВ в мо-
мент времени  К этому времени число
Маха выходит на асимптотический уровень.

РАСПРОСТРАНЕНИЕ УДАРНОЙ ВОЛНЫ 
В СРЕДЕ С СИНУСОИДАЛЬНЫМ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ПЛОТНОСТИ

Задача о взаимодействии УВ с синусоидаль-
ным возмущением плотности была рассмотрена в
статье [26] (отсюда ее название – задача Шу–
Ошера) в качестве примера, иллюстрирующего
свойства ENO-схем повышенного порядка точ-
ности. Со временем данная задача стала распро-
страненным, достаточно жестким тестом для
проверки реализации и свойств методов сквозно-
го счета для решения уравнений Эйлера, так как
решением задачи является течение, в поле кото-
рого содержатся и гладкие структуры, и движу-
щиеся разрывы. По этой же причине задача Шу–
Ошера часто используется для проверки методов
расчета течений с волнами детонации (см., на-
пример [36, 37]), поскольку структура фронта де-
тонационной волны включает и лидирующий
скачок, и область гладкого изменения парамет-
ров за ней, которая должна очень хорошо разре-
шаться. Разрешение гладких областей течения
возможно при использовании схем повышенного
порядка точности, которые в то же время должны
быть достаточно устойчивыми и не приводить к
возникновению нефизичных осцилляций в
окрестностях газодинамических разрывов. Зада-
ча Шу–Ошера не имеет точного решения, и в ка-
честве эталонного часто рассматривают решение
из работы [26], полученное на сетке с разрешени-
ем 6.25 · 10–3 методом сквозного счета третьего
порядка точности.

Отметим работы [35, 38, 39], в которых для ис-
следования распространения УВ в среде с неод-
нородным распределением плотности, в том чис-
ле в модельных постановках, близких задаче Шу–
Ошера, использовались методы, отслеживающие
фронт ЛУВ. Данные методы, в некотором смысле
близкие алгоритму, который предлагается в на-

+,C

−,C

≈ 3.69.t

стоящей работе, базировались на аппарате по-
движных сеток или представляли собой разно-
видности метода погруженной границы.

Расчетная область – отрезок [–20;0]. Значения
начальной плотности, скорости и давления во
всей расчетной области соответствуют парамет-
рам за УВ с числом  Перед фронтом ЛУВ
находится покоящийся газ при давлении 
плотность которого меняется по закону

где   Расчеты проводились на сетке
с числом ячеек 

В начальный момент времени и до момента
 плотность перед УВ увеличивается по

синусоидальному закону. Как и в задаче с линей-
но растущей плотностью перед фронтом ЛУВ, это
сопровождается образованием волн сжатия и
контактных разрывов (см. рис. 5). При этом число
Маха ЛУВ увеличивается, в то время как ее ско-
рость уменьшается. Волны, отраженные от ЛУВ и
следующие вдоль характеристик  постепенно
сливаются в одну характеристику, догоняя друг
друга. Фронт волны сжатия со временем стано-
вится более крутым. В итоге этот процесс приво-
дит к формированию внутренних ударных волн. В
момент времени  плотность перед ЛУВ
начинает уменьшаться, и, аналогично описанно-
му ранее случаю уменьшающегося линейного
градиента плотности, теперь вдоль характеристик

 следуют волны разрежения; ЛУВ начинает
ускоряться, а число Маха ее уменьшается. Далее
процесс циклично повторяется по мере продви-
жения ударной волны по среде с переменной
плотностью.

На рис. 6 показано изображение профиля
плотности газа за ЛУВ в момент времени  в
сравнении с профилем из работы [26]. При

 график плотности имеет вид колеб-
лющейся кривой, что связано с распространени-
ем налево контактных разрывов, отраженных от
ЛУВ, а также влиянием на эту область характери-
стик  и  переотраженных внутри зоны кон-
тактных разрывов. Видно хорошее соответствие
между результатом, полученным при расчете с
использованием предложенного алгоритма, и
эталонным результатом [26].

Некоторая неточность в фазе пиков в области
контактных разрывов связана с погрешностями
оцифровки результатов [26], не полной идентич-
ностью моментов времени сравнения результатов
и необходимостью совмещения графиков отно-
сительно текущего положения фронта ЛУВ для
прямого сравнения результатов. Важными явля-
ются различия в амплитудах пиков, отстоящих от
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фронта ЛУВ. Как показано, например, в работе
[40], занижение амплитуды пиков связано с недо-
статочно высоким порядком точности численно-
го метода. При использовании методов третьего и
выше порядков точности соответствие данным
[26] в этой части будет лучше. Специфика реше-
ния задачи в СКФ может также потребовать ис-
пользования более точного алгоритма определе-
ния скорости ЛУВ. В работе [17] для этих целей
использовалась локально-квадратичная аппрок-
симации характеристики  в окрестности ЛУВ.+C

ВЫВОДЫ

1. В работе предложен алгоритм для расчета
распространения ударной волны в среде с пере-
менной плотностью в системе координат, связан-
ной с ударной волной. С использованием работ
[17, 18] описанный алгоритм может быть обобщен
на случай химически реагирующих сред в рамках
одно- и двухстадийной модели кинетики и при-
менен для исследования механизмов распростра-
нения волн детонации в неоднородных средах.

2. Работоспособность вычислительного алго-
ритма продемонстрирована для двух типов неод-
нородностей перед ударной волной: участок ко-
нечной длины с линейным градиентом плотности
и синусоидальное распределение плотности. Для
случая линейного градиента проведено сравне-
ние полученных результатов с аналитической
теорией Чиснелла–Уизема, не учитывающей
влияния переотраженных волн на лидирующую
ударную волну. Были получены хорошее согласо-
вание для случая уменьшающейся плотности пе-
ред ударной волной и расхождение результатов
для случая увеличивающейся плотности, что свя-
зано с разной степенью влияния переотраженных
волн на лидирующий скачок. Решение задачи о
взаимодействии ударной волны с синусоидаль-
ным распределением плотности (задача Шу–
Ошера) сравнивалось с решением, представлен-
ным в работе [26]. Получено хорошее согласова-
ние за исключением амплитуд некоторых пиков в
зоне контактных разрывов. На уровне характери-
стик показано, что решение задачи Шу–Ошера
циклически сочетает в себе элементы решения
задачи об уменьшающемся и увеличивающемся
линейных градиентах плотности перед волной.

3. Рассмотренные в статье задачи служат не
только для валидации вычислительного алгорит-

Рис. 5. Семейство характеристик в задаче Шу–Ошера. Пунктирные горизонтальные прямые обозначают моменты
времени, соответствующие максимальным значениям плотности перед ЛУВ, штрих-пунктирные линии – минимальным.
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Рис. 6. Пространственные профили плотности газа за
фронтом ЛУВ в задаче Шу–Ошера в момент времени
t = 1.8. Сплошная линия – расчет авторов, точки –
расчет из работы [26].
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ма. Они демонстрируют основную идею исследо-
вания в системе координат, связанной с лидиру-
ющим скачком. Подобный математический ап-
парат позволяет проводить качественные и
количественные исследования течений с ударны-
ми и детонационными волнами с точки зрения
поведения характеристик, которые раскрывают
механику газодинамических процессов.

Приложение 1

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 
ЧИСНЕЛЛА–УИЗЕМА

Приведем аналитическое решение [24, 25] за-
дачи о взаимодействии ударной волны с неодно-
родной средой без учета влияния переотраженных
от контактных разрывов волн. Теория Чиснелла–
Уизема рассматривает область непрерывно меняю-
щейся плотности перед волной как совокупность
слоев с постоянной плотностью, разделенных
элементарными контактными разрывами. В част-
ности, в работах [24, 25] выведено соотношение,
связывающее изменение плотности перед удар-
ной волной  и ее интенсивность  где  – от-
ношение давления за ударной волной к давлению
перед ударной волной:

(11)

где  – константа,  – показа-
тель адиабаты. Из уравнения (11) следует система
обыкновенных дифференциальных уравнений,
которую следует решать численно относительно
неизвестных   и числа 

(12)

где  – траектория ударной волны,  – постоян-
ное давление перед ударной волной. Производ-
ная  определяет заданное пространствен-
ное распределение плотности среды перед удар-
ной волной. Например, если плотность перед
ударной волной задается линейным законом:
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то соответствующая производная будет записы-
ваться следующим образом:

Система уравнений (12) решалась явным мето-
дом Эйлера:

где нижний индекс “k” обозначает значение иско-
мых параметров в момент времени  а

 – шаг интегрирования.

Приложение 2
ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК

Для построения характеристик   и  на
рис. 2 и 5 решались следующие уравнения:

где индекс “i” = +, –, 0, указывает на принадлеж-
ность параметров к семейству характеристик 
Данные уравнения решаются численно с помо-
щью явной схемы Эйлера:

где индекс “n” обозначает номер текущего шага
по времени. Скорость газа и скорость звука в точ-
ках  определяются с помощью линейной интер-
поляции по параметрам в центрах ячеек между
которыми попадает характеристика:

+ ≤ ≤ρ = = = + >
0

, 0 1,
const, const,

, 1,
s s

s

ax b x
a b

a b x

≤ ≤ρ =  >

0 , 0 1,
0, 1.

s

ss

a xd
xdx

( )
( ) ( )

( ) ( )

+

−

+

+

 ρ γ= + Δ − ρ ρ − 

  + λ
 − + −λ + + λ    

− γ + ρ γ  ρ = ρ + Δ +  ρ γ  

 


− γ + = + Δ + 

 

γ 

 












1/2
0 0

1
0 0

11/2
2

2 2

1/2
0 0

0 1 0
0

1/2

1

1 2
1

11 2 ,
1 1

1 1
1 ,

2

1 1
1 ,

2

k k k
k s k k

k

kk k

k
k k

s k

k
k k

d pz z t M
dx z

z
zz z

zd pt
dx

z
M M t

−= + Δ1 ,k kt t t
Δt

+,C −C 0C

+
+ +

−
− −

 = + −

 = − −

 = −


v

v

v
0

0

,

,

,

dx c D
dt

dx c D
dt

dx D
dt

.iC

( )
( )
( )

+
+ + + +

+
− − − −

+

 = + + −
 = + − −


= + −

v

v

v

1

1

1
0 0 0

Δ ,

Δ ,

Δ ,

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n

x x t c D

x x t c D

x x t D

n
ix



ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 41  № 8  2022

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДИНАМИКИ 57

Для рассматриваемых в статье задач характе-
ристики  направлены к правой границе расчет-
ной области, т.е. к ЛУВ. Остальные характеристи-
ки имеют противоположный наклон. Уравнения
для характеристик  решаются, пока  т.е.
пока характеристики не приблизятся к правой
границе расчетной области. Уравнения для ха-
рактеристик  и  решаются, пока  и

 соответственно, т.е. пока характеристики
не выйдут за пределы расчетной области слева.

Все характеристики  выпускались из точек
на оси  находящихся на равном расстоянии
друг от друга. Характеристики  и  выпуска-
лись из точек на оси  также находящихся на
равном расстоянии друг от друга.
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