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Разработан эмпирический математический метод исследования пространственно-временных про-
филей (ПВП) концентраций загрязняющих веществ в почвах (грунтах) в процессе их электрокине-
тической ремедиации (ЭКР). Для математического описания ПВП концентраций предложено ис-
пользовать базовую монотонную экспоненциальную (либо логистическую) функцию, обладающую
асимптотическими свойствами одновременно по пространственной, x, и временной, t, координатам, с
добавлением отдельных корректирующих функций, учитывающих наблюдаемые в эксперименте от-
клонения от монотонности (экстремумы, точки перегиба и пр.). В рамках пробного приближения в ка-
честве таких корректирующих функций использовалась сумма двумерных гауссовых функций. Выведе-
на общая математическая формула, описывающая ПВП. Для демонстрации возможностей разработан-
ного метода с помощью этой формулы были обработаны опубликованные экспериментальные данные
по электрокинетической очистке почв от некоторых тяжелых металлов. Установлено, что качество опи-
сания экспериментальных данных с помощью предложенной формулы при переходе от начальной ста-
дии процесса ЭКР к промежуточным и завершающей стадиям возрастает, что указывает на высокий
уровень предсказуемости результатов анализа ЭКР на основе разработанного подхода.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Электрокинетическая ремедиация (ЭКР) на

протяжении многих лет продолжает оставаться од-
ной из наиболее востребованных эколого-вос-
становительных технологий, предназначенных для
удаления тяжелых металлов, радионуклидов, орга-
нических соединений и прочих загрязнителей из
водонасыщенных и ненасыщенных грунтов и почв
[1–7]. Главными причинами повышенного интере-
са к данной технологии являются ее техническая
простота, малозатратность и высокая эффектив-
ность.

Электрокинетическая ремедиация связана с пе-
ремещением находящихся в грунтах загрязняющих
веществ (ЗВ) в результате приложения постоянного
электрического напряжения между парой электро-
дов, имплантированных в грунт по обеим сторонам
загрязненного участка. Известно несколько меха-
низмов направленного движения заряженных и
нейтральных частиц в грунтах и почвах: электроос-

мос [8, 9], электромиграция [10], электрофорез [11]
и диффузия [12]. Процесс может быть интенсифи-
цирован посредством удаления ЗВ, накапливаю-
щихся в ходе их дрейфа вблизи электродов, с ис-
пользованием следующих методов: электролитиче-
ского осаждения [13]; гидродинамической откачки
или сифонирования электролита, содержащего ЗВ,
скапливающегося вблизи электродов [14–16]; ад-
сорбции [17]; комплексообразования с ионообмен-
ными смолами [18]; введения в электродные отсеки
нетоксичных “очищающих” растворов с химиче-
скими реагентами, нейтрализующими ЗВ [19]
и др. Важнейшей характеристикой процесса ЭКР
является концентрация ЗВ в грунте, C(x,t), мг/кг,
зависящая от координаты x (см) точки ее измере-
ния, например относительно анода, и времени
t (сут) – пространственно-временной профиль
(ПВП) концентраций ЗВ.

Теоретически, согласно модели Пуассона–
Нернста–Планка (Poisson–Nernst–Planck) [6, 20],
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ПВП Ci (x,t) для i-го компонента ЗВ при выполне-
нии определенных граничных условий описыва-

ется системой связанных дифференциальных и
алгебраических уравнений:

(1)

где i = 1, 2, …, Nk, Nk – число типов химических
частиц; Ji, моль/м2 · с – в одномерном приближе-
нии массовый поток химических частиц i-го типа
через единицу площади сечения пористой среды
под действием электрического, химического и гид-
равлического градиентов; ke, м2/В · с – коэффици-
ент электроосмотической проницаемости; E [В] –
электрический потенциал; Ci(x,t), моль/м3 – моляр-
ная концентрация i-го компонента; x, м – про-
странственная координата;  м2/В · с – эффек-
тивный коэффициент подвижности ионов i-го ти-
па;  м2/с – эффективный коэффициент
диффузии ионов i-го типа; kh, м/с – гидравли-
ческая проводимость; h, м – гидравлический на-
пор. В правой части выражения (1) для Ji отмече-
ны слагаемые, ответственные за различные меха-
низмы переноса частиц и потоков жидкости в
процессе ЭКР.

Как нами уже отмечалось ранее [6], система
уравнений (1), учитывающая все вышеперечислен-
ные механизмы процесса ЭКР, чрезвычайно слож-
на, и ее решение, даже в численном виде, затруд-
нено из-за трудоемкости вычислений и неопреде-
ленности исходных данных, необходимых для
корректной формулировки граничных условий.
Вместе с тем, как правило, для практического при-
менения нет необходимости в таком чисто теорети-
ческом рассмотрении процесса ремедиации. Ча-
ще всего исследователю достаточно на основе
результатов небольшого числа предваритель-
ных экспериментальных измерений определить за-
висимость тех или иных параметров процесса от ис-
ходных независимых переменных, например зави-
симость концентрации ЗВ от координат точек
ее измерения в зоне очистки и текущего време-
ни (т.е. ПВП), экстраполировав ее на достаточно
широкий диапазон их изменения.

Для этого следует предложить аппроксимиру-
ющую функцию, которая эмпирически достаточ-
но хорошо описывает экспериментальный ПВП.
В работе [6] в качестве такой функции нами был
предложен степенной ряд. В частности, ПВП кон-
центраций ртути в процессе ЭКР загрязненной ею
почвы удалось удовлетворительно описать с по-
мощью полинома 7-й степени. Однако аппрокси-
мация степенным рядом имеет свои недостатки,

главный из которых – невозможность экстрапо-
ляции ее результатов на более широкий диапазон
площади очищаемой поверхности и более дли-
тельный временнόй интервал из-за слабой пред-
сказуемости асимптотического поведения сте-
пенного ряда. Кроме того, число подгоняемых
параметров при аппроксимации степенным рядом
слишком велико (для полинома 7-й степени оно
равно 36). Это обстоятельство заставило нас искать
для описания ПВП концентраций загрязняющих
веществ в ходе ЭКР грунтов другие типы функций.

Настоящая статья посвящена описанию эмпи-
рического метода определения функции ПВП кон-
центраций загрязняющих веществ в процессе ЭКР
почв и грунтов с предсказуемым асимптотическим
поведением. Применение метода продемонстри-
ровано на примере ЭКР грунта, загрязненного тя-
желыми металлами.

2. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ 
ПВП КОНЦЕНТРАЦИЙ 

ЗАГРЯЗНЯЮЩИХ ВЕЩЕСТВ ДЛЯ ЭКР

При выборе вида функции для описания ПВП
C(x,t) основным критерием было ее соответствие
особенностям поведения ПВП, наблюдаемым в
эксперименте. Во-первых, для определенности,
не ограничивая общности дальнейших рассужде-
ний, можно предположить, что в самом начале про-
цесса ЭКР (при t ≈ 0) концентрация загрязняющих
веществ C0 (мг/кг) практически одинакова на всей
площади загрязненной поверхности (C(x,t) ≈ C0).
Во-вторых, поведение функции, описывающей
ПВП, асимптотическое по обоим аргументам,
т.е. C(x,t) → 0 как при t → ∞, так и при x → L (для
отрицательных ионов) или x → 0 (для положи-
тельных ионов), где L (см) – расстояние между ано-
дом и катодом. В-третьих, функция C(x,t) на всем
интервале ее определения является убывающей
(или возрастающей) и, возможно, содержащей
точки перегиба и/или экстремумы.

Таким критериям поведения удовлетворяет
базовая экспоненциальная (либо логистическая)
функция с отдельными корректирующими добав-
ками. Проиллюстрируем сказанное, приведя в ка-
честве примера несколько шагов построения функ-
ции экспоненциального типа, предназначенной
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для описания ПВП, наблюдаемого в процессе элек-
трокинетической очистки грунта от ЗВ.

Шаг 1. Создание базовой функции с асимптотиче-
ским поведением только по временнόй координате t

Функция имеет вид

(2)

где kt (сут–1) – эффективная константа скоро-
сти удаления ЗВ из грунта, t0 (сут) – коэффици-
ент, характеризующий расположение функции
вдоль оси t.

Поверхности, рассчитанные с помощью фор-
мулы (2) с использованием произвольных коэффи-
циентов, показаны на рис. 1. Поверхностно-вре-
менной профиль, показанный на рис. 1б, соответ-
ствует гипотетической ЭКР грунта со значительно
более высокой скоростью удаления ЗВ по сравне-
нию с показанным на рис. 1а. На рис. 1б концентра-
ция ЗВ падает практически до нуля за ~20 сут ЭКР,
тогда как на рис. 1а наблюдается падение концен-
трации за 30 сут только до ~20% от ее исходного зна-
чения. Вместе с тем очевидно, что функция (2), не
зависящая от пространственной координаты, не
описывает реального процесса, и требуется ее даль-
нейшая модификация.

Шаг 2. Модификация базовой функции с прида-
нием ей асимптотических свойств одновременно по
пространственной, x, и временной, t координатам

Модифицированная функция, в зависимости
от начального расположения точки отсчета про-
странственной координаты относительно электро-
дов и связанного с этим удобства расчета концен-
трации отрицательных или положительных ионов,
может принимать различный вид:

(3)

= − −0 0( , ) exp{ ( )},tC x t C k t t

{ }= − − − − −0 0 0 0( , ) exp ( ) ( )( ) ,t xtC x t C k t t k t t x x

или

(4)

где поправки kxt(t – t0)(x – x0) или kxt(t – t0)(L – x + x0)
к показателю экспоненты обеспечивают асимпто-
тическое поведение функции C(x,t) по простран-
ственной координате x; kxt (см–1 · сут–1) – коэффи-
циент (постоянная величина), описывающий “кру-
тизну” изменения концентрации ЗВ в зависимости
от пространственной координаты x в текущий мо-
мент времени t; x0 – коэффициент, характеризую-
щий расположение функции C(x,t) вдоль оси x.
Формально в выражениях (3) или (4) “простран-
ственный” аргумент (x – x0) умножается на “ко-
эффициент” kxt(t – t0), линейно зависящий от те-
кущего времени, причем в начале эксперимента
он очевидно, равен нулю.

Поверхности, рассчитанные с помощью фор-
мул (3) и (4) с использованием произвольных па-
раметров, показаны на рис. 2а и б. Сравнивая по-
верхности, показанные на этих рисунках, и пред-
положив, что в точках x = 0 и 20 см находятся
соответственно анод и катод, можно сделать вывод
о том, что для исследования ремедиации грунтов,
загрязненных металлами (положительными иона-
ми), удобнее пользоваться соотношением (4) – (ио-
ны накапливаются на катоде (на рис. 2б показано
стрелкой), а в случае очистки от отрицательных
ионов более подходящим является соотношение
(3) – увеличивается концентрация ионов на аноде
(на рис. 2а показано стрелкой). В настоящей статье
основной акцент сделан на исследовании очист-
ки грунтов от положительных ионов и, следова-
тельно, в дальнейшем в ходе расчетов использует-
ся соотношение (4).

{ }0 0 0 0

( , )
exp ( ) ( )( ) ,t xt

C x t
C k t t k t t L x x

=
= − − − − − +

Рис. 1. Базовые функции ПВП C(x,t) с асимптотическим поведением по временнόй координате t, рассчитанные по
формуле (2) при условных значениях параметров: а – C0 = 1 мг/кг, kt = 0.06 сут–1, t0 = 0 сут; б – C0 = 1 мг/кг, kt =
= 0.3 сут–1, t0 = 0 сут.
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На рис. 3 приведены диаграммы, показывающие
“грязные” (заштрихованные) участки на простран-
ственно-временной плоскости (x,t), на которых
концентрации загрязняющих веществ C(x,t) пре-
вышают условные величины их ПДК в почве,
Cm.p 1 (мг/кг): 1 – 0.01 и 2 – 0.07. Диаграммы рас-
считывались с помощью формулы для неявной
функции:

(5)
= − − −

− − − + − =
0 0

0 0 . 1

( , ) exp{ ( )
( )( )} 0.

t

xt m p

F x t C k t t
k t t L x x C

Поверхность диаграммы на рис. 3, расположен-
ная справа от кривых линий, соответствует “чи-
стым” участкам почвы, причем критерием “чисто-
ты” является уровень ПДК, задаваемый величи-
ной Cm.p 1. Из этого рисунка видно, что бόльшим
величинам ПДК соответствует бόльшая площадь
поверхности.

Если сравнить базовую функцию ПВП на рис. 1а
с функциями, представленными на рис. 2а и б, то
можно отметить, что соответствующие зависимо-
сти C(0,t) и C(L,t), показанные на этих рисунках,
совпадают и модификация базовой функции сво-
дится к асимптотическому стремлению C(x,t) к
нулю одновременно по двум независимым коор-
динатам – x и t. Именно такое монотонное пове-
дение базовых функций C(x,t) наблюдается как в
теории [21, 22], так и в эксперименте [23]. Откло-
нение от монотонности зависимостей проявляет-
ся прежде всего в виде появления отдельных пи-
ков или точек перегиба. Опишем в качестве приме-
ра такого отклонения вид функции C(x,t),
содержащей гауссов пик.

Шаг 3. Создание двумерной гауссовой функции
Гауссова функция, описывающая двумерный

гауссов пик с произвольным поворотом вокруг
“вертикальной оси”, проходящей через его мак-
симум, имеет вид

(6)

где Cg (мг/кг) – концентрация ЗВ в максимуме дву-
мерной гауссовой функции; kgx (см–1) и kgt (сут–1) –

[ ]{
[ ] }

2

2

( , )

exp ( )cos ( )sin

( )sin ( )cos ,

g

gx g g

gt g g

C x t C

k L x x t t

k L x x t t

= ×

× − − − α − − α −

− − − α + − α

Рис. 2. Модифицированные базовые функции ПВП: а – функция C(x,t), рассчитанная по формуле (3) со следующими
значениями параметров: C0 = 1 мг/кг, kt = 0.06 сут–1, kxt = 0.01 см–1 · сут–1, t0 = 0 сут, x0 = 0 см; б – функция C(x, t), рас-
считанная по формуле (4) при: C0 = 1 мг/кг, kt = 0.06 сут–1, kxt = 0.01 см–1 · сут–1, t0 = 0 сут, x0 = 0 см, L = 20 см.
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Рис. 3. Диаграммы участков координатной плоскости
(x,t), рассчитанные с помощью формулы (5), на кото-
рых функция C(x,t), изображенная на рис. 2б в виде
поверхности (концентрация ЗВ), превышает значе-
ния Cm.p 1 (мг/кг): 1 – 0.01, 2 – 0.07; C0 = 1 мг/кг, kt =
= 0.06 сут–1, kxt = 0.01 см–1 · сут–1, t0 = 0 сут, x0 = 0 см,
L = 20 см.
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константы, характеризующие “крутизну” гауссова
пика в направлении координат x и t, соответствен-
но; xg (см) и tg (сут) – параметры, описывающие
положение точки проекции максимума гауссово-
го пика на координатную плоскость (x,t); α – угол
между “осью” проекции на плоскость (x,t) гауссо-
вого пика в направлении координаты x и осью си-
стемы координат t (см. рис. 4б).

Для расчета диаграммы участка координатной
плоскости (x,t), на котором функция C(x,t), опре-
деляемая формулой (6), превышает условное зна-
чение Cm.p 2 = 0.01 мг/кг, использовалась формула
для неявной функции:

(7)

где Cm.p. 2 (мг/кг) – ПДК загрязняющих веществ в
грунте. Трехмерное изображение пика, рассчитан-
ное с помощью формулы (6) с использованием про-
извольных параметров, и полученная с использо-
ванием формулы (7) диаграмма участка координат-
ной плоскости (x,t), на котором функция C(x,t)
превышает условное значение Cm.p 2 = 0.01 мг/кг,
показаны на рис. 4.

Шаг 4. Создание двумерной асимптотической
функции с добавочным максимумом гауссова типа

Данная функция, с помощью которой можно
описать ПВП для широкого круга эксперимен-
тов, является простой суммой функций, описы-
ваемых уравнениями (4) и (6):
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Диаграмма участка на координатной плоско-
сти (x,t), на котором концентрации загрязняю-
щих веществ C(x,t) превышают условную величи-
ну ПДК в грунте, Cm.p 2 (мг/кг), рассчитывалась с
помощью формулы для неявной функции:

(9)

На рис. 5 показаны поверхность, рассчитанная
с помощью функции (8), и диаграмма участка ко-
ординатной плоскости (x,t), определенная с ис-
пользованием соотношения (9), на котором кон-
центрация загрязняющих веществ C(x,t) превышает
условное значение Cm.p 2 = 0.2 мг/кг.

Описанный в данном разделе статьи эмпириче-
ский метод был использован в качестве приме-
ра построения и исследования ПВП концентраций
загрязняющих веществ при ЭКР грунтов (почв), за-
грязненных свинцом и кадмием, по данным [24].
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Рис. 4. Двумерная гауссова функция: а – трехмерное изображение пика, рассчитанного по формуле (6) при Cg = 0.6 мг/кг,
kgx = 0.7 см–1, kgt = 0.08 сут–1, xg = 10 см, tg = 15 сут, α = π/6 рад; б – диаграмма участка координатной плоскости (x,t),
рассчитанная с помощью формулы (7), на котором функция C(x,t), изображенная слева (концентрация ЗВ), превыша-
ет условное значение Cm.p 2 = 0.01 мг/кг.
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3. РАСЧЕТ ПВП КОНЦЕНТРАЦИЙ 
НЕКОТОРЫХ ТЯЖЕЛЫХ МЕТАЛЛОВ 

ПО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ 
ДАННЫМ ЭКР ГРУНТОВ

Для демонстрации возможностей разработан-
ного метода мы выбрали опубликованные экспери-
ментальные данные [24] по электрокинетической
очистке почв от некоторых тяжелых металлов. Та-
кой выбор не ограничивает общности полученных
результатов, так как за различные механизмы пере-
носа частиц и потоков жидкости в процессе ЭКР
ответственны электромиграция, диффузия, элек-
троосмос, гидравлика, электролиз воды и дру-
гие процессы, и поэтому в ходе ЭКР возможно
удаление как неполярных органических, так и ион-
ных загрязнителей.

На рис. 6 точками представлены эксперимен-
тальные данные [24] (пересчитанные в единицы
измерения, используемые в настоящей статье),
описывающие зависимости концентраций при-
месей Pb и Cd в почвах от расстояния точки изме-
рения до анода и от времени, полученные в лабора-
торных условиях в испытательной ячейке, подклю-
ченной к источнику постоянного напряжения.
Конкретно в работе [24] исследовались каолинито-
вые почвы, искусственно загрязненные раствора-
ми Pb(NO3)2 и Cd(NO3)2 до уровня начальной
концентрации C0, равной 391 и 367 мг/кг соответ-
ственно. Для обоих загрязнителей в анодном и ка-
тодном отсеках лабораторной установки в качестве
анолита и католита использовались растворы в воде
0.005 н и 0.5 н H2SO4 соответственно.

С помощью экспериментальных данных, пока-
занных на рис. 6, нами были построены ПВП кон-

центраций ЗВ, изображенные в виде трехмерных
поверхностей на рис. 7. Для теоретического описа-
ния ПВП с учетом сказанного в предыдущем раз-
деле статьи была предложена функция, представ-
ляющая собой сумму модифицированной базовой
асимптотической функции (4) и функций, описы-
вающих добавочные особенности поведения ПВП
(экстремумы, точки перегиба и пр.), не подпада-
ющие под описание функцией (4).

В настоящей статье в качестве такой “добавоч-
ной функции” мы предложили как пробное при-
ближение сумму двумерных гауссовых пиков, та-
ких, как и представленный выше в виде функции
(6). Конкретно для математического описания
ПВП концентраций ЗВ мы предложили следу-
ющую функцию:

(10)

где N – общее количество “добавочных” двумер-
ных гауссовых пиков, i – индекс нумерации, Cgi,
kgxi, kgti, xgi, tgi, αi – аналоги определенных выше
параметров функций ПВП с добавлением индек-
са нумерации “i”.

Первое слагаемое в (10) описывает модифици-
рованную базовую асимптотическую функцию, а
второе слагаемое под знаком оператора суммы –
“добавочные” функции. Ниже мы рассмотрим
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Рис. 5. Двумерная асимптотическая функция с добавочным максимумом гауссова типа: а – трехмерное изображение
поверхности, рассчитанной по формуле (8) при условных значениях параметров: C0 = 1 мг/кг, kt = 0.06 сут–1, kxt =
= 0.01 см–1 · сут–1, t0 = 0 сут, x0 = 0 см, Cg = 0.6 мг/кг, kgx = 0.7 см–1, kgt = 0.08 сут–1, xg = 10 см, tg = 15 сут, L = 20 см,
α = π/6 рад; б – диаграмма участка координатной плоскости (x,t), рассчитанная с помощью (9), на котором функция
C(x,t), изображенная слева (концентрация ЗВ), превышает условное значение Cm.p 2 = 0.2 мг/кг.
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вклад каждого из этих слагаемых в общую карти-
ну математического описания ПВП концентра-
ций ЗВ. Параметры функций определялись путем
их подгонки к оптимальным значениям в ходе ап-
проксимации по нелинейному методу наимень-
ших квадратов Левенберга–Марквардта (Leven-
berg–Marquardt).

Построение ПВП, показанное на рис. 7, осу-
ществлялось следующим образом. Сначала на ос-
нове формулы (4) была построена модифициро-
ванная базовая асимптотическая функция. Для
этого наборы из экспериментальных точек, соот-
ветствующие экспериментам при t0 = 0 и 4 сут
(точки 1 и 5 для свинца и 6 и 10 для кадмия, пред-
ставленные на рис. 6), были аппроксимированы
теоретической зависимостью (4) с помощью под-

гонки ее параметров вышеупомянутым методом.
Определенные в ходе подгонки параметры из фор-
мулы (4) приведены в табл. 1, а рассчитанные с ее
помощью базовые поверхности показаны на рис. 8.
Качество аппроксимации оказалось довольно вы-
соким: коэффициенты детерминации R2 равны
0.99977 и 0.99937 для ПВП свинца и кадмия соот-
ветственно.

После построения базовой функции, задающей
общий ход профиля, к уже определенному первому
слагаемому функции (10) поочередно добавляют-
ся слагаемые, находящиеся под знаком оператора
суммы и одновременно соответствующие им экс-
периментальные точки для аппроксимации: 2–4
для свинца и 7–9 для кадмия (см. рис. 6). Полу-
ченные окончательно в ходе такой процедуры пара-

Рис. 6. Экспериментальная зависимость концентрации примесей тяжелых металлов C(x,t) в почве от расстояния x
между точкой измерения и анодом и от времени измерения t в испытательной ячейке [24]: а – примеси свинца; время
t (сут): 1 (s) – 0, 2 (h) – 1, 3 (n) – 2, 4 (e) – 3, 5 (q) – 4; б – примеси кадмия, время t (сут): 6 (d) – 0, 7 (j) – 1, 8 (m) – 2,
9 (r) – 3, 10 (w) – 4.
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Рис. 7. Пространственно-временные профили концентраций свинца (а) и кадмия (б). Аппроксимация эксперимен-
тальных данных [24], показанных на рис. 6, проводилась с помощью формулы (10).
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метры из формулы (10) приведены в табл. 1. Там же
даны значения коэффициентов детерминации R2

для всех процедур подгонки.
Отметим некоторые особенности представлен-

ных в табл. 1 данных. Во-первых, набор из пяти на-
ходящихся вверху таблицы параметров, характери-
зующих поведение базовой функции, для формул
(4) и (10) совпадает. Это указывает на то, что “доба-
вочные функции” практически не влияют на пове-
дение базовой основы ПВП. Во-вторых, для описа-
ния ПВП свинца требуется учет трех корректи-
рующих добавок (N = 3), тогда как ПВП кадмия
достаточно хорошо описывается базовой функцией
с двумя добавками (N = 2): коэффициенты детер-
минации в обоих случаях R2 > 0.9.

Качество аппроксимации ПВП концентраций
свинца и кадмия с помощью формулы (10) на раз-

личных стадиях ЭКР может быть оценено из анали-
за описания этой формулой хода двумерных кривых
зависимостей C(x) при различных t. На рис. 6 пока-
заны кривые, рассчитанные с использованием вы-
ражения (10); параметры, входящие в это выраже-
ние, взяты из табл. 1. Кривые 1 (6), 2 (7), 3 (8), 4 (9)
и 5 (10) рассчитывались для времени ремедиации
t = 0, 1, 2, 3 и 4 сут соответственно.

Как видно из рис. 6, кривые 1 (6) и 5 (10) опи-
саны идеально, а кривые 3 (8) и 4 (9) – удовлетво-
рительно. Что же касается кривых, описывающих
экспериментальные точки, измеренные через 1 сут
после начала эксперимента (t = 1), то зависимость
концентрации свинца от x описана условно удо-
влетворительно, а такая же зависимость для кад-
мия – неудовлетворительно.

Таблица 1. Значения параметров, входящих в формулы, описывающие ПВП концентраций ЗВ, определенные 
в процессе аппроксимации экспериментальных данных теоретическими зависимостями

Коэффициенты
Свинец Кадмий

формула (4) формула (10) формула (4) формула (10)

C0 391.27 391.27 366.81 366.8
kt 0.10028 0.10028 0.14757 0.1476
kxt 0.03273 0.03273 0.03859 0.03859
x0 1.22237 1.22237 2.5707 2.5707
t0 0 0 0 0
L 15 15 15 15
Cg 1 – 164.88 – 170
Cg 2 – 163.22 – 155.507
Cg 3 – 17.536 – –
kgx 1 – 0.175 – 1.44135
kgx 2 – 0.059 – 0.05158
kgx 3 – 0.01 – –
kgt 1 – 10 – 3.5234
kgt 2 – 1.2105 – 0.9866
kgt 3 – 0.9127 – –
xg 1 – 7.5 – 7.40305
xg 2 – 5.1258 – 3.78
xg 3 – 11.07 – –
tg 1 – 1 – 1.1677
tg 2 – 2 – 2.2593
tg 3 – 3 – –
α1 – 0 – 0
α2 – 0 – 0
α3 – 0 – –

R2 0.99977 0.95224 0.99937 0.92444
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Во всяком случае, можно констатировать, что
качество описания экспериментальных данных с
помощью предложенной формулы при переходе от
начальной стадии процесса ЭКР к промежуточным
и завершающей стадиям возрастает, что указывает
на высокий уровень предсказуемости результатов
ЭКР на основе разработанного подхода.

Наблюдаемое ухудшение качества аппроксима-
ции экспериментальных данных предложенной ма-
тематической формулой в начальной стадии про-
цесса ремедиации может быть объяснено неполной
адекватностью используемых двумерных гауссовых
функций в качестве корректирующих добавок. Как
отмечалось выше, процесс ЭКР чрезвычайно слож-
ный, поскольку несет в себе массу слагаемых, от-
ветственных за различные механизмы переноса
частиц и потоков жидкости. Поиск функций,
адекватно описывающих эти механизмы, тре-
бует дальнейших исследований.

ВЫВОДЫ

1. Разработан эмпирический математический
метод исследования зависимости концентраций
загрязняющих веществ в почвах (грунтах) в про-
цессе их ЭКР от пространственной координаты и
времени.

2. Для математического описания ПВП концен-
траций предложено использовать базовую моно-
тонную экспоненциальную (либо логистическую)
функцию, обладающую асимптотическими свой-
ствами одновременно по пространственной, x,
и временной, t, координатам, с добавлением от-
дельных корректирующих функций, учитываю-
щих наблюдаемые в эксперименте отклонения от
монотонности (экстремумы, точки перегиба и пр.).

3. В рамках пробного приближения в качестве
таких корректирующих функций использовалась
сумма двумерных гауссовых функций.

4. Выведена общая математическая формула,
описывающая ПВП.

5. Для демонстрации возможностей разработан-
ного метода с помощью этой формулы были обра-
ботаны опубликованные экспериментальные дан-
ные [24] по электрокинетической очистке почв от
некоторых тяжелых металлов.

6. Установлено, что качество описания экспе-
риментальных данных с помощью предложенной
формулы при переходе от начальной стадии про-
цесса ЭКР к промежуточным и завершающей ста-
диям возрастает, что указывает на высокий уровень
предсказуемости результатов анализа ЭКР на ос-
нове разработанного подхода.

7. Наблюдаемое ухудшение качества аппрок-
симации экспериментальных данных предложен-
ной математической формулой на начальной ста-
дии процесса ремедиации может быть объяснено
неполной адекватностью используемых двумерных
гауссовых функций в качестве корректирующих
функциональных добавок. Данное обстоятельство
объясняется тем, что процесс ЭКР чрезвычайно
сложен, поскольку несет в себе массу слагаемых, от-
ветственных за различные механизмы переноса ча-
стиц и потоков жидкости. Поиск функций, адек-
ватно описывающих эти механизмы, требует даль-
нейших исследований.

Работа выполнена в рамках госзадания “Фи-
зика и химия новых наноструктурированных
систем и композитных материалов с заданными
свойствами” FFZE-2022-0002 (регистрацион-
ный номер 1021051101696-3-1-1.4.3).

Рис. 8. Пространственно-временные профили концентраций модифицированной базовой асимптотической функции
для свинца (а) и кадмия (б). Рассчитано путем аппроксимации экспериментальных точек 1 и 5 для свинца и 6 и 10 для
кадмия (см. рис. 6). Аппроксимация экспериментальных данных [24] с помощью формулы (4).
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