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Исследуется динамика пробных частиц, испытывающих смещенную диффузию под влиянием
внешней постоянной силы, в каналах переменного сечения с непроницаемыми стенками. Показа-
но, что в зависимости от отношения ширины канала в наиболее узкой его части к характерному раз-
меру входной части канала и от места входа частицы в сужающийся канал возникают разные флук-
туационные режимы прохождения частицей узкого канала переменного сечения, различающиеся
скейлинговыми показателями флуктуаций.
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ВВЕДЕНИЕ

Диффузия частиц в каналах переменного сече-
ния представляет собой широкую область исследо-
вания, которая находит свои применения в различ-
ных областях знания – физике, химии, химической
физике, молекулярной и клеточной биологии [1, 2],
а также в искусственных микрожидкостных си-
стемах [3, 4], задачах диффузии броуновских мо-
торов [5] и процессах, сопровождающих сорбцию
частиц краун-эфирами и каликсаренами [6].
Обычно такие каналы можно рассматривать как
последовательность широких камер, соединенных
узкими изогнутыми воронками. Диффундирующие
частицы, в свою очередь, могут быть полимерами
[7–9] или молекулами [10–12], присутствовать в ма-
лых и больших концентрациях, образуя тем самым
взвесь [13–17]. Частицы могут испытывать несме-
щенную диффузию или быть подвержены влия-
нию внешних электромагнитных сил, что являет-
ся типичным для задач микрореалогии [10, 11,
14–18]. Среди широкого спектра биофизических
приложений можно выделить задачи, связанные
с прохождением узких каналов биополимерными
молекулами, в частности перенос нейротранс-
миттеров в синапсах [19], секвенирование ДНК в
искусственных порах [20], а также процессы инъ-
екции вирусной ДНК/РНК в клетки через узкую
пору, соединяющую вирусный капсид с клеточ-
ной мембраной [21]. Множество других приме-
ров, теоретических моделей, численных и экспе-

риментальных данных представлены в обзорах
[11, 12] и недавней работе [22].

С теоретической точки зрения задача о диффу-
зии в каналах переменного сечения слишком слож-
на, чтобы ее можно было решить аналитически. Од-
нако для некоторого класса задач применяется ме-
тод Фика–Якобса [23], который заключается в
эффективном сведении исходной двумерной или
трехмерной задачи к одномерному уравнению
диффузии с некоторым потенциалом, имитирую-
щим пространственное изменение сечения канала.
Такая аппроксимация позволяет получить пред-
ставление о важных физических величинах, по
большей части связанных со временем прохожде-
ния сквозь канал [24–26], хотя и исключает из
рассмотрения эффекты, связанные с диффузион-
ным движением в направлении, перпендикуляр-
ном главной оси канала.

В данной работе изучается динамика частиц в
двумерном канале с непроницаемой границей, а
вопросы, которые мы поднимаем, находятся вне
границ применимости аппроксимации Фика–
Якобса. Мы рассматриваем типичную задачу ак-
тивной микрореалогии с постоянной силой [27],
в которой пробная частица испытывает действие
постоянной силы, направленной вдоль канала. С
использованием скейлинговых аргументов и чис-
ленного моделирования анализируются статисти-
ческие свойства траекторий частицы, диффундиру-
ющей вдоль канала. В частности, мы исследуем
флуктуации частицы в самой узкой части канала в
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зависимости от его ширины и начального поло-
жения частицы.

МОДЕЛЬ

Рассмотрим смещенную диффузию пробной
частицы вдоль канала, сформированного двумя
непроницаемыми препятствиями в виде полукру-
гов, как показано на рис. 1. Положим, что ось x
совпадает с главной осью канала, в то время как
ось y перпендикулярна ему.

Предполагается, что канал заполнен несжима-
емым растворителем, который выступает в роли
тепловой ванны и поддерживает постоянную тем-
пературу в системе. Пробная частица размещается
на некотором расстоянии L от самой узкой части
канала и начинает скачкообразное движение, кото-
рое определяется вероятностями смещения вдоль
осей x и y. На каждом шаге моделирования гене-
рируются амплитуды смещения вдоль соответ-
ствующих осей следующим образом:

(1)( ) ( ) ( )
2 2

2 2 ,  ~ exp  ,  ~ exp
2 2

x y
dx dyP dx P dy

 − μ   
   σ σ    

где  – характерный размер шага, а  – приве-
денная сила, действующая в продольном на-
правлении.

СКЕЙЛИНГОВЫЕ СООБРАЖЕНИЯ
Внешняя сила, действующая на пробную ча-

стицу в продольном направлении, вынуждает по-
следнюю следовать по прямой траектории на-
сколько это возможно (траектория B на рис. 1), и
изгибаться только в случае, если движение без из-
гиба невозможно (траектория A на рис. 1). Как
следствие, частицы, начинающее свое движение
в приграничной области, начинают “эффектив-
но” взаимодействовать со стенкой, совершая свое
движение в приграничном слое. В качестве иллю-
страции на рис. 2 представлена двумерная плот-
ность траекторий, которые стартуют в пригра-
ничной области полукруга (точка A) и проходят
воронку, находясь преимущественно в некото-
ром приграничном слое.

Эффективную толщину приграничного слоя
можно оценить, следуя скейлинговым соображе-
ниям работ [28, 29]. В качестве вспомогательной
геометрической конструкции рассмотрим ап-
проксимацию внешнего контура полукруга пря-
моугольными участками, показанную на рис. 3, и
соотнесем типичные размеры приграничного
слоя  по оси x и  по оси y, которые содержат
большую часть траекторий. Исходя из геометри-
ческого соотношения

(2)

можно сделать вывод, что

(3)

С другой стороны, случайная траектория, кото-
рая проходит расстояние  вдоль оси x, согласно
центральной предельной теореме локализуется в
полосе шириной 

Таким образом, сопоставляя данные выражения,
мы можем оценить типичные отклонения траекто-
рии от вершины полукруга,  и корреляционную
длину вдоль траектории,  следующим образом:

(4)

ФЛУКТУАЦИОННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ТРАЕКТОРИЙ

Статистические свойства траекторий зависят в
общем случае от многих параметров: положения
начальной точки, величины внешней силы, гео-
метрии канала, температуры среды, расстояния
между начальной точкой и вершиной полукруга.
В данной работе нас интересует зависимость

σ μ

sx sy

( )1 222 ,sx LM R KM= = −

( ) ( )
1 22 1 22 2 при .s s s sx R R y Ry y R = − − ≈  !

sx

1 2~ .s sy x

,sy
,sx

1 3 2 3 ~  и  ~  .s sy R x R

Рис. 1. Схематическое изображение канала перемен-
ного сечения, образованного двумя симметричными
полукругами радиуса R, вершины которых находятся
друг от друга на расстоянии H. Пробная частица на-
чинает свое движение либо из точки A, расположенной
вблизи границы полукруга, либо из точки B, располо-
женной на главной оси канала. Частица движется диф-
фузно под действием внешней силы, сонаправленной
с осью x, и совершает несмещенную диффузию по
оси y. Параметры p и q показывают амплитуды ло-
кальных вероятностей смещений частицы и остаются
неизменными во время моделирования. Кривые, ко-
торые начинаются в точках A и B, отображают неко-
торые реализации траекторий пробной частицы.

0
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флуктуаций Var высоты h пересечения наиболее
узкой части канала (см. рис. 1) от размера R пре-
пятствия:

Для изучения скейлинговых зависимостей
флуктуаций пробной частицы, направленно диф-
фундирующей в сужающемся канале с непрони-
цаемыми стенками, мы будем измерять парамет-
ры системы в масштабах препятствий в канале.
Также положим, что расстояние L между точкой
старта и самым узким местом канала равно R, а
ширина H самого узкого места зависит от размера
полукруга следующим образом:  При та-
ком описании удобно ввести характерные разме-
ры пучков траекторий, равные размерам флукту-
аций в направлении, перпендикулярном каналу.
Если начальная точка траектории находится
вблизи полукруга, то характерный размер распре-
деления траекторий по высоте над нижней грани-
цей воронки, согласно уравнению (4), есть

 Если же пробная частица стартует из
середины канала, то характерный размер стати-
стического ансамбля траекторий зависит от рас-
стояния, которое проходит частица в горизон-
тальном направлении, т.е. 

На рис. 4 изображены зависимости показате-
лей  флуктуаций высоты h пересечения траекто-
риями наиболее узкой части канала от показателя

 его ширины. На рис. 4а представлены данные
для траекторий, которые находятся вблизи пре-
пятствия (см. рис. 1), а на рис. 4б – прямо на глав-
ной оси канала. Для наглядной демонстрации
распределений и траекторий пробных частиц до-
полнительно приведен рис. 5.

Условно поведение траекторий можно разде-
лить на три класса, которые отличаются друг от
друга относительной шириной канала, 

1. Очень узкие каналы –  (области
 на рис. 4a и  на рис. 4б). В этом

случае канал является слишком узким, и траекто-
рии равномерно заполняют все свободное про-
странство между препятствиями (рис. 5a и б). В
связи с этим показатель флуктуаций линейно
растет с увеличением показателя ширины канала.

2. Каналы промежуточной толщины – 
(области  на рис. 4a и  на
рис. 4б). Роль начального положения оказывается
существенной, а распределение имеет два пика,
которые отвечают локализации траекторий на
стенках канала. Если траектории начинаются
вблизи стенки канала, то распределение P(h)
сильнее локализовано на соответствующей стен-
ке; при этом доля траекторий, которые проходят
канал вблизи противоположной стенки, является
существенной. Если же частица стартует с глав-

( )Var ~ .h Rγ

.H Rα=

1 3~ ~ .sy Rδ

1 2 1 2~ .L Rδ =

γ

α

/ .H δ
/ 1H δ !

0.3α ! 0.5α !

/ ~ 1H δ
0.3 0.5< α < 0.5 0.7< α <

ной оси канала, то траектории достаточно быстро
достигают границ канала и проходят его самое уз-
кое место преимущественно по ним. Показатели
флуктуаций в этой области выше, чем соответ-
ствующие показатели для широких каналов, из-за
бимодальной формы распределений (рис. 5г и д).

3. Каналы большой толщины –  (обла-
сти  на рис. 4a и  на рис. 4б). Роль
начального положения является определяющей.
Траектории, начинающиеся вблизи границы
(точка А на рис. 1), проходят преимущественно
вдоль границы (рис. 5в) и в силу продольного
дрифта не доходят до противоположной границы,
поэтому они имеют унимодальное распределение

/ 1H δ @

0.5 < α 0.7 < α

Рис. 2. Контурный график массива из 400000 траекто-
рий, начинающихся в точке А. Цветовая схема соот-
ветствует доле траекторий, проходящих через задан-
ную точку. Белая область внутри распределения соот-
ветствет наибольшей концентрации траекторий.
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Рис. 4. Зависимость показателей  флуктуаций высоты h пересечения траекториями наиболее узкой части канала от
показателя α его ширины.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0�

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

� а

б

γ

Рис. 5. Типичные реализации траекторий частиц, движущихся вдоль канала: а, б, в – траектории, начинающиеся в
точке A (см. рис. 1); г, д, е – траектории, начинающиеся на главной оси канала (точка B в рис. 1). Во всех случаях начальное
расстояние L от начальной точки до центра узкого места фиксируется значением L = 500, радиус полукруга R = 500. На гра-
фиках, представленных рядом с каждой панелью, показано полученное из статистического ансамбля траекторий распреде-
ление P(h) высоты h над нижней границей воронки, в которой траектория проходит самое узкое место канала.
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высот вблизи соответствующей границы. Напро-
тив, траектории, которые начинаются на главной
оси канала (рис. 5е) слишком коротки, чтобы

полностью локализоваться на границах, поэтому
их распределение по высоте имеет трехмодаль-
ную форму, которая с увеличением H приводится
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к распределению Гаусса с центром на главной оси
канала.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе мы изучали пространственные

характеристики частицы, испытывающей смещен-
ную диффузию в канале переменного сечения,
ограниченного непроницаемыми стенками. Более
конкретно, мы изучали, используя скейлинговые
соображения и численное моделирование, флук-
туационное поведение пробных частиц в каналах
с полукруговыми препятствиями, ширина кото-
рого является степенной функцией размера пре-
пятствия ( ). В результате показано, что
показатель флуктуаций сильно зависит от отно-
шения ширины канала в наиболее узкой его части
к характерному размеру входа в канал, а также от
места входа частицы в сужающийся канал.

Авторы благодарны С. Нечаеву и Г. Ошанину за
многочисленные обсуждения и ценные замечания.
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