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Уравнения многомоментной гидродинамики привлечены для численного моделирования хаотиче-
ского искажения регулярных режимов в задаче обтекания покоящейся твердой сферы. Потеря
устойчивости сопровождается качественным изменением в поведении неупорядоченных возмуще-
ний, появляющихся в среде за счет внешнего воздействия. Независимость в их поведении исчезает.
Законы сохранения “вынуждают” неупорядоченные возмущения подстраиваться во времени и про-
странстве под поведение гидродинамических величин. Изменение в поведении неупорядоченных
возмущений приводит к хаотическому искажению регулярного режима в зоне закручивания. Искаже-
ние ламинарного течения создает турбулентную картину течения в следе за сферой. Формулируются
новые представления, интерпретирующие возникновение и развитие турбулентности. Когерентные
структуры названы регулярной составляющей турбулентности. Неупорядоченные возмущения назва-
ны хаотической составляющей турбулентности. Ответственность за рост неупорядоченных возму-
щений возложена на распад ансамбля Гиббса, возникающий после потери устойчивости.
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа посвящена исследованию

возникновения и развития турбулентности в задаче
обтекания твердой сферы. Уравнения многомо-
ментной гидродинамики привлечены для чис-
ленного моделирования хаотического искажения
регулярных режимов обтекания. В первой части
настоящего исследования [1] представлен первый
неустойчивый регулярный режим обтекания.
Рассматриваются последствия распада ансамбля
Гиббса, возникающего после потери устойчивости.
В разд. 1 излагаются общие представления о неупо-
рядоченных возмущениях (НВ). Рассматриваются
особенности их поведения в неустойчивом режиме
обтекания. В разд. 2 представлены результаты чис-
ленного моделирования уравнения сохранения им-
пульса, учитывающего эволюцию НВ.

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ
НЕУПОРЯДОЧЕННЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ
Неупорядоченные возмущения могут появиться

в среде вследствие внешнего воздействия. Они воз-
никают в экспериментальных установках, на про-

мышленных предприятиях, в окружающей среде.
Само оборудование промышленных и экспери-
ментальных установок может создавать неупорядо-
ченные возмущения. Последние могут содержаться
в резервуарах со средой, создающих течение в уста-
новке. Они также могут вноситься искусственно
по воле экспериментатора.

Пусть коэффициент турбулентности  харак-
теризует интенсивность НВ набегающего потока
в задаче обтекания сферы радиуса а, т.е. интенсив-
ность возмущений однородного течения перед
сферой. Коэффициент турбулентности  явля-
ется отношением характерной, средней во времени
и пространстве, величины модуля неупорядочен-
ного возмущения скорости набегающего потока

 к самой характерной скорости течения пе-
ред сферой   [2]. Наряду с 
определим интенсивность модуля  локального не-
упорядоченного возмущения: 
Пусть  есть характерный пространственный
масштаб, на котором изменяется порядок вели-
чины скорости набегающего потока (в частности,
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 может быть радиусом трубы, в которой прово-
дится экспериментальное изучение обтекания
сферы). Тогда  является характерным вре-
менным масштабом изменения скорости набега-
ющего потока.

Положим тогда, что эволюция неупорядоченно-
го возмущения  протекает на масшта-
бе времени возмущения  Отдельное

неупорядоченное возмущение  возникает и
распадается на масштабе времени  То есть от-
дельное НВ существует в течение времени  По
истечении этого времени в среде появляется следу-
ющее НВ. Жидкая частица, двигаясь вдоль матери-
альной линии, несет в себе энергию возмущения,
необходимую для возникновения очередного НВ.
За время существования  жидкая частица, дви-
гаясь вдоль материальной линии, переносит не-
упорядоченное возмущение  на расстояние

Внутреннее трение в среде способствует зату-
ханию неупорядоченных возмущений. То есть
среднее значение последовательно возникающих
и распадающихся неупорядоченных возмущений

 постепенно уменьшается (затухает). Потре-
буется некоторое количество  циклов возник-
новения и последующего распада НВ ( ),
чтобы среднее неупорядоченное возмущение

 затухло, т.е. перестало поддаваться измере-
нию. Жидкая частица преодолеет некоторое рас-
стояние  прежде чем содержащееся в
ней неупорядоченное возмущение  переста-
нет существовать. Соответственно, локальное не-
упорядоченное возмущение  затухнет на
расстоянии 

Жидкая частица, двигаясь вдоль материальной
линии, проникает в зону закручивания в следе за
сферой из набегающего потока. Далее она совер-
шает несколько оборотов вокруг фокуса зоны за-
кручивания. После этого жидкая частица покидает
зону закручивания, устремляясь вниз по потоку [3].
Геометрические размеры зоны закручивания поз-
воляют приблизительно оценить расстояние 
которое преодолевает жидкая частица в зоне за-
кручивания, двигаясь по материальной линии.
Если  то интенсивность неупорядоченно-
го возмущения  существенно не изменяется
на расстоянии 

Движущаяся жидкая частица доставляет воз-
никающее перед сферой неупорядоченное возму-
щение  в зону закручивания за сферой. В
следе за сферой пропорциональный коэффици-
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енту  член доминирует в распределении плотно-
сти потока числа частиц (уравнение (1.5) из [1]). По-
этому модуль НВ скорости течения  следует ин-
терпретировать в терминах модуля НВ коэффициента

 Используя уравнения (2.3) и (2.5) из [1],
находим, что  =  =  Тогда

  (число Рейнольдса
 определено в [1]).
В задаче обтекания сферы система уравнений

многомоментной гидродинамики (1.4) из [1] дик-
тует характерный гидродинамический масштаб
времени  [4, 5]. Интервал времени 
является масштабом, на котором изменяется по-

рядок величины решения 
 системы уравнений (1.4) из [1]. Зави-

сящая от времени составляющая любой гидроди-
намической величины является линейной ком-
бинацией членов, пропорциональных коэффи-
циентам  (см. уравнения (4.4)–(4.10) из [6]).
Поэтому порядок любой гидродинамической ве-
личины изменяется на масштабе времени  В
соответствии с вышеизложенным эволюция не-
упорядоченного возмущения  протекает на
масштабе времени возмущения 
Приведем характерное время возмущения  к
безразмерному виду на масштабе характерного
гидродинамического времени 

(1.1)

В докритическом диапазоне  стацио-

нарное решение   системы уравне-
ний (1.4) из [1] устойчиво. Малые отклонения от

стационарного решения  (регулярные и хаоти-
ческие), которые возникают в некоторый началь-
ный момент времени  затухают. В результате
малые отклонения дают пренебрежимо малый
вклад в распределения гидродинамических вели-
чин, и необходимости в расчете отклонений не
возникает.

Качественно иная картина имеет место в за-
критическом диапазоне  Достижение
критического значения числа Рейнольдса  со-
провождается ростом малых отклонений. Растущая
регулярная флуктуация  достигает порядка ве-

личины стационарного решения  Ансамбль
Гиббса распадается. Потерявшее устойчивость ре-

шение  не в состоянии удовлетворить законам
сохранения числа частиц, импульса и энергии. В
соответствии с представлениями из работы [7]
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каждая гидродинамическая величина в уравнени-
ях сохранения дополняется хаотической флуктуа-
ционной компонентой. Дополнение уравнений
многомоментной гидродинамики членами, ответ-
ственными за эволюцию неупорядоченных возму-
щений, позволяет выполнить уравнения сохране-
ния. Таким образом, уравнения для НВ решаются
совместно с уравнениями для регулярных коэф-

фициентов  и  Для выполнения зако-
нов сохранения поведение во времени и в про-
странстве неупорядоченных возмущений должно
подстроиться под поведение во времени и в про-
странстве гидродинамических величин. То есть
уравнения сохранения “вынуждают” НВ вести
себя во времени и пространстве вполне опреде-
ленным образом в зоне закручивания.

Неупорядоченные возмущения скорости тече-
ния  возникают в набегающем потоке вслед-
ствие внешнего воздействия. Движущаяся жидкая
частица приносит возникающие перед сферой НВ в
зону закручивания за сферой. Моделируя неупо-
рядоченное возмущение коэффициента 

 (уравнение (2.1) из [1]), положим, что в не-
который начальный момент времени  возму-
щение  мгновенно появляется в каждой эле-
ментарной ячейке среды с линейным размером 
в следе за сферой. Дальнейшая эволюция неупоря-
доченного возмущения  протекает в соответ-
ствии с законом сохранения импульса (2.16) из [1].
Решение уравнения (2.16) из [1] раскрывает пове-
дение возникшего мгновенно неупорядоченного
возмущения  оно либо нарастает, либо
уменьшается. В соответствии с уравнением (2.16)
неупорядоченное возмущение  изменится в
порядке своей величины на отрезке времени

 Характерный интервал  определя-
ется характерным временем изменения регуляр-
ной флуктуации:

(1.2)

В момент времени  жидкая частица при-
носит в ячейку следующее неупорядоченное воз-
мущение   В соответствии с моде-
лью следующее НВ появляется в ячейке также
мгновенно в момент времени  Эволюция
следующего НВ также протекает в соответствии
с уравнением (2.16) из [1]. Уравнение (2.16) из [1]
решается на каждом отрезке времени  незави-
симо от результата решения этого уравнения в
предшествующий отрезок времени.

Таким образом, при моделировании неупоря-
доченных возмущений необходимо принимать во
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внимание два масштаба времени,  и  Мас-
штаб  задает промежуток времени между по-
очередным появлением двух НВ в каждой
ячейке зоны закручивания. Изменение НВ в
зоне закручивания протекает в соответствии с
уравнением (2.16) из [1], диктующим характер-
ный временнóй масштаб 

В соответствии с представляемой моделью
эволюция безразмерного неупорядоченного воз-
мущения  протекает внутри элементарной
ячейки с характерным линейным размером 

(1.3)

Возмущение  может зату-
хать в зоне закручивания из-за внутреннего тре-

ния на масштабе  Поэтому  крайне
слабо изменяется на масштабе размера ячейки 
( ):

(1.4)

Положим, что в каждой точке n-ячейки с ха-
рактерным линейным размером  неупорядо-
ченное возмущение  имеет одно и то же

значение. То есть возмущение  моделирует-
ся функцией, которая постоянна внутри каждой
ячейки. Случайное число  мгновенно появ-
ляется в ячейке в некоторый начальный момент
времени  Номер ячейки  определяет место
ячейки в пространстве,  Таким образом, в
соответствии с уравнением (1.4) пространственное
распределение возмущения  из уравне-
ния (1.3) моделируется гистограммой в каждый
момент времени t.

Представленная модель интерпретирует про-
цессы возникновения и распада неупорядочен-
ного возмущения  Возможны другие
варианты моделирования. При выборе оптималь-
ного варианта моделирования следует ориенти-
роваться на критерий эволюции (уравнения (7.2)
и (7.3) из [6]). В соответствием с этим критерием
предпочтение отдается варианту, которой наиболее
быстро уводит потерявшую устойчивость систему
прочь от состояния статистического равновесия.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА

Следуя изложенному в разд. 1, будем интер-
претировать неупорядоченные возмущения ско-
рости набегающего потока  в тер-
минах неупорядоченного возмущения коэффици-
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ента   (уравнения (2.5) и (2.17) из [1]). В
соответствии с уравнением (1.1) характерный вре-
меннóй масштаб существования неупорядочен-
ного возмущения  в зоне закручивания со-

ставляет  
Разделим пространство, занимаемое следом за

сферой, на ячейки, обладающие линейным раз-
мером  В соответствии с моделью (разд. 1) слу-
чайная величина  мгновенно появля-
ется в момент времени  в каждой n-ячейке,

 В момент времени  неупорядоченные
возмущения   разыгрываются
случайным образом около своего среднего значе-

ния  с разбросом, равным  Учитывая
уравнения (2.17) и (2.18) из [1], приведем (2.16) из [1]
к безразмерному виду: интервал  является ха-
рактерным временным масштабом изменения
первого члена левой части, интервал  – второго
члена левой части. Пусть абсолютная величина
любого из неупорядоченных возмущений 
i = 5, 6, 7, 19, 23, …, 26, и  i = 5, ..., 9, 18, 19,
27, ..., 33, значительно меньше абсолютной вели-
чины регулярной флуктуации  
Оценив порядок величины членов в системе (1.4)
из [1], находим, что третий член левой части урав-
нения (2.16) из [1] может быть опущен в этом слу-
чае. Тогда это уравнение дает

(2.1)

В уравнении (2.1) величина  опреде-
ляется случайным образом в момент 

Суммарный вклад регулярной флуктуации и
неупорядоченного возмущения   в

момент  в каждой n-ячейке принимает вид

(2.2)

В соответствии с уравнением (2.1) положи-
тельно определенные неупорядоченные возму-
щения  нарастают, в то время как
отрицательно определенные неупорядоченные
возмущения  затухают.

На втором шаге неупорядоченное возмущение
  разыгрывается случай-

ным образом около своего среднего значения
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 в момент  и мгновенно появляется
в момент  в каждой n-ячейке. В соответ-
ствии с моделью (разд. 1) эволюция неупорядо-
ченного возмущения  управля-
ется уравнением (2.16) из [1] вплоть до момента

 здесь

Пошаговый процесс повторяется. На -шаге
неупорядоченное возмущение 
разыгрывается случайным образом около своего

среднего значения  в момент  и по-
является в момент  в каждой n-ячейке;
здесь  +  Эволюция случай-
ного возмущения  управляется
уравнением (2.16) из [1]. В соответствии с этим
уравнением к моменту времени 

(2.3)

В уравнении (2.3)

К моменту времени  суммарный вклад ре-
гулярных флуктуаций и неупорядоченных возму-
щений   (уравнение (2.2)) в каждой
n-ячейке достигает величины

(2.4)

В соответствии с уравнением (2.3) положитель-
но определенные неупорядоченные возмущения

 нарастают, в то время как
отрицательно определенные неупорядоченные
возмущения  затухают. По-
шаговый процесс завершается при обрыве реше-
ния  в момент  (см. разд. 1 в [1]).

Рисунок 1 дает представление об эволюции ре-
гулярных флуктуаций и неупорядоченных возму-
щений. Расчет выполнен для , 
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вая 1 на рис. 1 описывает поведение во времени
коэффициента  доминирующего в рас-
пределении скорости течения (см. уравнение (2.3)
из [1]). Кривая 1, рассчитанная по решению ,
имеет характерную особенность. Начиная с мо-
мента времени  и вплоть до момента времени

 коэффициент  проявляет крайне
слабую зависимость от времени. Начиная с мо-
мента времени  и вплоть до обрыва решения 
в момент  коэффициент  демонстри-
рует резкий всплеск. В момент  выполне-
но условие, позволившее опустить третий член
левой части уравнения (2.16) из [1].

Неупорядоченные возмущения разыгрывают-

ся случайным образом около  с разбросом,

равным  Допускаются как положительно
определенные неупорядоченные возмущения

  так и отрицательно определен-

ные неупорядоченные возмущения  В
соответствии с уравнением (2.16) из [1] производ-
ная по времени коэффициента  должна
быть сбалансирована производной во времени
коэффициента  Кривые 2 и 3 на рис. 1
описывают поведение во времени коэффициента

 и соответствуют разным ячейкам следа
за сферой, т.е. разным x. Случайный характер
розыгрыша НВ предопределяет различие в пове-
дении кривых 2 и 3. Численное интегрирование
уравнения (2.16) из [1] показывает, что на отрезке
времени  расхождение этих кривых до-
стигнет основного порядка величины. Расхожде-
ние между коэффициентом  (кривая 1) и
коэффициентами  (кривые 2 и 3) также
достигнет основного порядка величины.

Причина такого поведения коэффициентов
заключается в следующем. Слабая зависимость
коэффициента  от времени на отрезке

 предопределяет крайне слабое изменение
коэффициента  на любом интервале 

 (уравнеие (2.3)). На отрезке времени
 характерное время изменения неупоря-

доченного возмущения  

 (уравнение (1.2)),
значительно превосходит характерное время суще-
ствования неупорядоченного возмущения 

  Как положительно опреде-
ленные, так и отрицательно определенные значе-
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ния коэффициента  появляются в каждой
n-ячейке поочередно случайным образом. Одна-
ко на отрезке времени  появление поло-
жительно определенных неупорядоченных воз-
мущений  значительно превалирует над
появлением отрицательно определенных неупоря-
доченных возмущений  при розыгрыше,
соответствующем кривой 2 на рис. 1. Наоборот, на
отрезке времени  появление отрицатель-
но определенных неупорядоченных возмущений

 значительно превалирует над появле-
нием положительно определенных неупорядо-
ченных возмущений  при розыгрыше,
соответствующем кривой 3 на рис. 1. В результате
неравномерность в появлении знакопеременных
коэффициентов  не позволяет им взаимно
компенсировать друг друга на отрезке времени

 Таким образом, расхождение кривых 2
и 3 на отрезке времени  (рис. 1) является
прямым следствием неравномерности возникно-
вения больших неупорядоченных возмущений
( ). На отрезке времени  пове-
дение коэффициентов  соответствую-
щих разным ячейкам следа за сферой (в частности,
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Рис. 1. Поведение во времени коэффициентов, ответ-
ственных за регулярные флуктуации и неупорядочен-
ные возмущения;   
Кривая 1 определяет зависимость от времени коэффи-

циента  Кривые 2 и 3 определяют зависимость от

времени коэффициента  в двух произвольных
точках зоны закручивания.
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кривые 2 и 3), может быть проинтерпретировано
как случайное блуждание в окрестности кривой 1.

На отрезке времени  характерное время
изменения неупорядоченного возмущения 
примерно равно или меньше характерного времени
существования неупорядоченного возмущения

   На отрезке 
коэффициент  проявляет сильную зависи-
мость от времени. Сильная временнáя зависимость
коэффициента  вынуждает отрицательно
определенные неупорядоченные возмущения

 уменьшаться в порядке своей абсолют-

ной величины на любом интервале  
Начиная с любого момента времени  и вплоть
до момента времени  (уравнение (2.3)) силь-
ная зависимость коэффициента  обеспе-
чивает рост положительно определенных неупо-
рядоченных возмущений  по порядку
своей величины. В результате вклад нарастающих
положительно определенных неупорядоченных
возмущений  компенсирует вклад пер-
манентно падающей регулярной флуктуации

 (рис. 1, кривая 1). Поэтому на отрезке вре-
мени  величина коэффициента  рас-
положена в окрестности некоторого постоянного
значения, расходящегося с кривой 1. Это значе-
ние составляет порядка –0.1 для кривой 2 и поряд-
ка –0.2 для кривой 3 на рис. 1. Неравномерность
возникновения больших НВ разного знака вызы-
вает случайные блуждания около этого постоян-
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ного значения. Таким образом, расхождение кри-
вых 2 и 3 на полном отрезке времени 
(рис. 1) является прямым следствием неравно-
мерности возникновения больших НВ.

На рис. 2 представлена эволюция регулярных
флуктуаций и неупорядоченных возмущений для

    Ко-

эффициенту  соответствует ко-
эффициент турбулентности 
Случайный характер розыгрыша НВ предопределя-
ет различие в поведении кривых 2 и 3, описывающих
поведение во времени коэффициента 
Кривые 2 и 3 соответствуют разным ячейкам сле-
да за сферой. Кривая 1 описывает поведение во
времени коэффициента  Численное ин-
тегрирование уравнения (2.16) из [1] показывает,
что на отрезке времени  расхождение
между коэффициентами  и 
крайне незначительно. Однако на отрезке времени

 расхождение между коэффициентами

 и  достигнет основного поряд-
ка величины.

Причина такого поведения коэффициентов
заключается в следующем. Как положительно
определенные, так и отрицательно определенные
значения коэффициента  появляются в каж-
дой n-ячейке поочередно случайным образом.
Однако неизбежная неравномерность возникно-
вения НВ разного знака не приводит к расхожде-
нию кривых 2 и 3 на отрезке времени 
(рис. 2). Слабая зависимость коэффициента

 от времени на отрезке  пред-
определяет крайне слабое изменение коэффи-
циента  в любом интервале  

(  на отрезке времени ). По-
этому в силу невысоких значений коэффициента
турбулентности ( ) неупорядоченные
возмущения  не оказывают заметного вли-
яния на поведение во времени коэффициента

 Такое поведение последнего каче-
ственно отличается от поведения этого коэффи-
циента при высоких значениях коэффициента
турбулентности ( ). При  пре-
валирование неупорядоченных возмущений
определенного знака разводит кривые на отрезке
времени  (кривые 2 и 3 на рис. 1).

Сильная зависимость коэффициента 
от времени на отрезке  приводит к тому,
что отрицательно определенное возмущение
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Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но при 
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 успевает полностью затухнуть на лю-

бом интервале   Положительно
определенное возмущение  растет начи-

ная с любого момента времени  и вплоть до
момента времени  (  на отрезке
времени ). Вклад нарастающего положи-
тельно определенного неупорядоченного возму-
щения  компенсирует вклад перманент-

но падающей регулярной флуктуации 
(кривая 1). В результате коэффициент 
не претерпевает заметного изменения на отрезке
времени  Случайный характер розыгрыша
крайне слабо влияет на поведение коэффициента

 т.е. кривые 2 и 3 на рис. 2 расходятся
крайне слабо.

Кривые 2 и 3 на рис. 1 и 2 рассчитаны при усло-
вии, что внутренне трение не повлияло на интен-
сивность неупорядоченных возмущений в зоне
закручивания, т.е. при  Условие 
обеспечивает сохранение величины коэффици-
ента турбулентности  при круговом движении
жидкой частицы около фокуса зоны закручива-
ния. То есть интенсивность неупорядоченного
возмущения  существенно не изме-
няется в течение времени, затраченного жидкой
частицей на преодоление расстояния  при обо-
ротах вокруг фокуса зоны закручивания.

Рисунок 1 из [1] дает стационарную осесим-
метричную картину течения в зоне закручивания,
представленную линиями тока. В стационарном
случае линии тока совпадают с материальными
линиями. Картина течения в зоне закручивания
представлена гладкими непересекающимися ма-
териальными линиями. Материальные линии
образуют овалы, имеющие правильную форму.
Правильная форма овалов сопряжена как с осью
абсцисс, так и с поверхностью сферы, которую
огибает материальная линия.

На рис. 3 показана картина течения в зоне за-
кручивания, представленная материальными ли-
ниями. Распределение скорости течения в зоне
закручивания рассчитано по формуле (2.3) из [1],
в которой пропорциональная коэффициенту 
составляющая опущена. Вклад регулярных флук-
туаций и неупорядоченных возмущений рассчи-
тан по формулам (2.4) и (2.5) из [1]. Суммарный
вклад регулярных флуктуаций и неупорядочен-
ных возмущений, представленный коэффициен-
том  рассчитывается по формуле (2.4).
Материальные линии на рис. 3 рассчитаны на отрез-
ке времени  около точки обрыва решения. В
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окрестности  степень возбуждения зоны за-
кручивания достигает максимального значения.
Расчет выполнен для   Вре-
меннáя зависимость коэффициента 
рассчитывается в каждой n-ячейке следа за сфе-
рой,  независимо от расчета в других
ячейках следа. Результаты расчета  в
двух произвольных ячейках следа представлены
на рис. 1 кривыми 2 и 3.

Картина течения в зоне закручивания, пред-
ставленная на рис. 3, качественно отличается от
картины течения в зоне закручивания, представ-
ленной на рис. 1 из [1], а именно, хаотические воз-
мущения исказили гладкие материальные линии.
Образованные материальными линиями овалы
утратили правильную форму. На рис. 3 отчетливо
просматриваются искажения правильной фор-
мы овала, имеющие порядок величины радиуса
сферы а. Такие искажения вызваны расхождени-
ем коэффициентов  и  Наряду с
этими искажениями на рис. 3 просматриваются
менее сильные искажения формы овала, облада-
ющие порядком величины  Менее сильные
искажения вызваны неравномерностью возникно-
вения неупорядоченных возмущений разного зна-
ка, проявляющихся на кривых 2 и 3 на рис. 3. Сла-
бые искажения материальных линий, обладающие
порядком величины  не проявляются на мас-
штабе рисунка. Слабые искажения вызваны не-
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Рис. 3. Влияние неупорядоченных возмущений на
картину течения, представленную материальными
линиями: зона закручивания в следе за сферой. Мате-
риальные линии соответствуют времени обрыва 
решения  при  
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упорядоченными возмущениями  до-
ставляемыми жидкой частицей в зону закручива-
ния из течения перед сферой.

Попадая в зону закручивания из набегающего
потока, жидкая частица испытывает хаотические
изменения направления движения, двигаясь по
материальной линии. Покинув зону закручива-
ния, она устремляется вниз по потоку, испытывая
некоторое время столь же резкие хаотические из-
менения направления своего движения. Наряду с
хаотическим изменением направления движения
жидкая частица испытывает хаотические измене-
ния модуля скорости движения, перемещаясь по
материальной линии. В отличие от материальных
линий, образующих правильные овальные траек-
тории (рис. 1 из [1]), искаженные материальные
линии на рис. 3 хаотически пересекаются в зоне
закручивания. Хаотическое движение жидкой ча-
стицы по искаженным неупорядоченными воз-
мущениями пересекающимся материальным ли-
ниям создает турбулентную картину течения в зо-
не закручивания.

Результаты расчета временнóй зависимости
коэффициента  в двух произвольных
ячейках следа, выполненные для 

 представлены на рис. 2 кривыми 2 и 3.
Последние крайне слабо расходятся между собой в
течение полупериода  пульсации зоны закручива-

ния. Такое поведение коэффициента  ха-
рактерно для любой ячейки следа за сферой. Ис-
пользование коэффициента  для расчета
материальных линий в зоне закручивания пока-
зывает, что картина течения крайне слабо отлича-
ется от картины течения, представленной на рис. 1
из [1]. Это означает, что слабая зависимость ко-
эффициента  от номера ячейки в следе
приводит к крайне слабому искажению правиль-
ной формы овалов. Таким образом, невысокий
коэффициент турбулентности набегающего по-
тока  крайне слабо искажает регуляр-
ную картину течения в зоне закручивания. В экспе-
риментальной установке увеличение коэффициен-
та турбулентности  может быть достигнуто за
счет повышения скорости набегающего потока,
т.е. увеличения  Таким образом, различие в
поведении кривых 2 и 3 на рис. 1 и 2 может быть
проинтерпретировано в терминах изменения
числа Рейнольдса. Такая интерпретация связыва-
ет возникновение турбулентной картины ближ-
него следа за сферой с увеличением 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Эксперимент регистрирует три устойчивых

состояния среды при обтекании покоящейся
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твердой сферы. Устойчивое течение  обла-
дает осесимметричной зоной закручивания в
ближнем следе (см. рис. 1 из [1]). Устойчивые те-
чения  и  имеют несимметричные
зоны закручивания. Каждое из трех устойчивых
состояний:   и  обладает
своим собственным отличным от других направ-
лением развития турбулентности. Неустойчивый
процесс начинает развиваться после достижения
критического значения числа Рейнольдса: соот-
ветственно   и  Развитие турбулент-
ности неизбежно проходит через регулярный режим
периодического вихревого испускания. Каждое из
трех направлений развития неустойчивости обла-
дает своими собственными, присущими только
ему, характерными особенностями вихревого ис-
пускания [9].

Прямое численное интегрирование уравнений
Навье–Стокса удовлетворительно воспроизводит
устойчивые течения   и  Од-
нако расчет не в состоянии поставить что-либо в
соответствие ни одному из экспериментально на-
блюдаемых регулярных неустойчивых режимов [9].
Последовательность из трех устойчивых решений
замещается в расчете многопериодическим, по
существу хаотическим, решением.

Однако такой сценарий возникновения турбу-
лентности противоречит эксперименту [10]. Во-
первых, не существует экспериментов, в которых
турбулентный режим непосредственно замещает
какое-либо из устойчивых состояний среды 

 или  Развитие каждого из этих со-
стояний неизбежно проходит через режим вихре-
вого испускания. Во-вторых, коэффициент тур-
булентности  оказывает огромное влияние на
развитие турбулентного процесса. При высоких
значениях  первые элементы хаотичности на-
чинают искажать регулярную структуру вихрево-
го испускания при достаточно низких значениях

 достигающих нескольких сотен (в экспери-
менте, описанном в [8], ). Уменьшение

 существенно увеличивает диапазон регуляр-
ности. В эксперименте из работы [11] строго регу-
лярная картина течения наблюдалась во всем ис-
следуемом диапазоне значений числа Рейнольдса,
вплоть до Re = 30000. Расчет не в состоянии вос-
произвести эту характерную особенность возник-
новения турбулентности. Расчетом установлено,
что значение числа Рейнольдса, отвечающее воз-
никновению элементов хаотичности на регуляр-
ном решении (  в расчете [12]), очень сла-
бо или вообще не зависит от интенсивности НВ в
набегающем потоке. И наконец, постепенное на-
растание возникших элементов хаотичности, за-
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вершающееся развитой турбулентностью, осу-
ществляется в пределах широкого диапазона зна-
чений числа Рейнольдса ΔRe (в эксперименте из
работы [8] ). Напротив, результаты ли-
нейного анализа [13] и прямого численного инте-
грирования [12] показывают, что регулярная кар-
тина течения замещается хаотической крайне
быстро, в пределах  Три существенных
различия между расчетом и экспериментом поз-
воляют сделать вывод о непригодности многопе-
риодического детерминистического решения
уравнений Навье–Стокса для интерпретации турбу-
лентности, регистрируемой экспериментально [10].
В работах [9, 10, 14] ответственность за неудачу
расчета возложена на сами уравнения Навье–
Стокса.

В работах [15–17] указано направление усовер-
шенствования уравнений классической гидроди-
намики, характеризующееся увеличением коли-
чества главных гидродинамических величин. В
настоящей работе неустойчивые регулярные ре-
жимы обтекания и хаотическое искажение этих
режимов исследуются посредством численного
интегрирования уравнений многомоментной
гидродинамики [18, Гл. 5]. При докритических
значениях числа Рейнольдса  решение

 системы (1.4) из [1] стационарно, устойчиво и
соответствует всему ансамблю систем (ансамблю

Гиббса). Устойчивое решение  удовлетвори-
тельно воспроизводит основное устойчивое тече-
ние  Неупорядоченные возмущения воз-
никают в течении перед сферой. Жидкая частица,
двигаясь по материальной линии, приносит воз-
никающее перед сферой НВ в зону закручивания
за сферой. Как положительно определенные не-
упорядоченные возмущения  так и от-

рицательно определенные возмущения 
затухают на масштабе времени  (уравнение (1.1)).
Неравномерность возникновения НВ разного
знака имеет место. Однако накопления неравно-
мерно возникающих НВ не происходит, так как
все возмущения затухают. В результате НВ дают
пренебрежимо малый вклад в распределения гид-
родинамических величин.

Качественно иная картина имеет место после
достижения первого критического значения чис-
ла Рейнольдса  При  стационарное

решение  теряет свою устойчивость. Потеряв
устойчивость, решение приобретает зависимость
от времени. Ансамбль Гиббса распадается. Не-

устойчивое решение  систе-
мы (1.4) из [1] удовлетворительно воспроизводит
первый неустойчивый режим обтекания сферы:
периодическую пульсацию зоны закручивания
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 [11, 19]. Режим периодических пульса-
ций достаточно продолжителен по Re. Достиже-
ние второго критического значения 
сопровождается возникновением вихревого ис-
пускания [11]. Неустойчивое решение  не
смогло удовлетворить законам сохранения числа
частиц, импульса и энергии.

Для выполнения законов сохранения потре-
бовался учет НВ. В соответствии с представле-
ниями [7] уравнения сохранения дополняются
членами, ответственными за НВ. Таким образом,
система уравнений для НВ решается совместно с
системой уравнений для регулярных коэффици-

ентов  и  То есть независимость в по-
ведении НВ пропадает. В зоне закручивания
уравнения сохранения “вынуждают” неупорядо-
ченные возмущения вести себя во времени и в про-
странстве вполне определенным образом. Решение
уравнения сохранения импульса (2.16) из [1] пока-
зывает, что отрицательно определенные неупоря-
доченные возмущения  по-прежнему
затухают, в то время как положительно опреде-
ленные неупорядоченные возмущения 
нарастают. Это различие в поведении и неравно-
мерность возникновения положительно и отри-
цательно определенных неупорядоченных воз-
мущений  создает накопление возмущений,
не исчезающих на масштабе времени  (уравне-
ние (1.1)), отличном от масштаба изменения гид-
родинамических величин,  Накопление неис-
чезающих НВ приводит к различию суммарного
вклада регулярной флуктуации и неупорядочен-
ного возмущения  по порядку своей ве-
личины в каждой точке  следа за сферой.

Изменение в поведении неупорядоченных
возмущений привело к качественному измене-
нию регулярной картины течения в зоне закручи-
вания (см. рис. 1 из [1]). Перемещаясь по матери-
альной линии, жидкая частица испытывает как
хаотические изменения направления движения,
так и хаотические изменения модуля скорости
движения (рис. 3). В отличие от регулярных мате-
риальных линий, искаженные материальные ли-
нии хаотически пересекаются в зоне закручива-
ния. Хаотическое движение жидкой частицы по
искаженным неупорядоченными возмущениями
пересекающимся материальным линиям создает
турбулентную картину течения в зоне закручивания.

Таким образом, в результате численного инте-
грирования уравнений многомоментной гидро-
динамики установлено, что зона закручивания
является регулярной составляющей турбулентно-
сти. Хаотической составляющей турбулентности
являются непорядочные возмущения, возникаю-
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щие в среде за счет внешнего воздействия. Интен-
сивность хаотичности, искажающей регулярную
картину течения, напрямую определяется величи-
ной коэффициента турбулентности набегающего
потока  Высокий коэффициент турбулентно-
сти ( ) создает ярко выраженную турбу-
лентную картину течения в зоне закручивания
(рис. 3). Невысокий коэффициент турбулентно-
сти ( ) крайне слабо искажает регуляр-
ную картину течения. Этот сценарий перехода к
турбулентности качественно отличается от су-
ществующего бифуркационного сценария Лан-
дау–Хопфа [20]. Как отмечено выше, сценарий
Ландау–Хопфа, которому следуют решения урав-
нений Навье–Стокса, не пригоден для интер-
претации турбулентности, регистрируемой экс-
периментально.

Турбулентность оказывает сильное влияние на
окружающую действительность. Это предопреде-
ляет огромный интерес к изучению этого крайне
сложного явления. Оказалось, что стохастиче-
ские методы недостаточно эффективны для про-
гнозирования характеристик турбулентных про-
цессов. Поэтому значительные усилия направле-
ны на развитие детерминистического подхода к
интерпретации турбулентности. Высокая вычис-
лительная “стоимость” прямого численного ин-
тегрирования является причиной широкого ис-
пользования менее затратных приближенных по-
луэмпирических методов расчета турбулентных
течений – RANS и LES. В многомоментной гид-
родинамике вычислительные усилия ограничены
решением системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка (1.4) из [1], кото-
рые ответственны за ламинарное движение сре-
ды. Введение элементов стохастичности в эти
уравнения не сопровождается существенными
дополнительными вычислительными усилиями.

Анализ данных эксперимента привел исследова-
телей к выводу, что возникновение турбулентности
связано с появлением крупных вихрей (когерентных
структур), зарождающихся вблизи ограничиваю-
щих течение поверхностей [1, 21]. В соответствии
с существующими представлениями турбулент-
ность интерпретируется в терминах эволюции
когерентных структур.

Обтекание твердой сферы является простей-
шей задачей гидродинамики. Решение этой зада-
чи при низких значениях  (решение Стокса)
найдено во времена создания уравнений Навье–
Стокса. В диапазоне значений 
вихревое испускание отсутствует. В этом диапа-
зоне в следе за сферой существует только одна коге-
рентная структура – зона закручивания. Решения
детерминистических уравнений многомоментной
гидродинамики не в состоянии привнести эле-
менты хаотичности в регулярную картину тече-
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ния в зоне закручивания (см. рис. 1 из [1]). Эти
элементы появляются в результате учета неупоря-
доченных возмущений, возникающих в среде из-
за внешнего воздействия (см. рис. 3). Решения де-
терминистических уравнений Навье–Стокса
успешно воспроизводят эволюцию когерентной
структуры – устойчивой зоны закручивания. Од-
нако решения уравнений Навье–Стокса теряют
направление развития турбулентности после по-
тери устойчивости [9].

В сложных задачах гидродинамики в поле те-
чения возникает большое количество крупных
вихрей. Существование большого числа коге-
рентных структур создает иллюзию возможности
интерпретации турбулентных течений в терминах
решений детерминистических уравнений. Реше-
ние простейшей задачи гидродинамики развеива-
ет эту иллюзию. Эволюция когерентных структур
сама по себе не создает турбулентную картину те-
чения, которая возникает за счет хаотического
искажения когерентных структур. Поэтому воз-
можность приведения детерминистических урав-
нений Навье–Стокса, а также уравнений RANS и
LES к пригодному для интерпретации турбулент-
ности виду следует искать на пути включения в
эти уравнения стохастических составляющих.

Прямое численное интегрирование уравнений
Навье–Стокса в задаче обтекания сферы пред-
сказывает ранний и быстрый переход от устой-
чивого состояния сплошной среды к развитой
турбулентности, что противоречит эксперимен-
ту. Возникновение развитой турбулентности со-
провождается значительными качественными и
количественными изменениями гидро- и аэро-
динамических характеристик обтекаемого тела.
Учет этих изменений необходим при создании
конструкций и аппаратов, перемещающихся в
сплошной среде. Корректное воспроизведение
турбулентных процессов, протекающих в окру-
жающей среде, в промышленных и эксперимен-
тальных установках, столь же необходимо для со-
зидательной деятельности. Это предопределяет
актуальность решаемой в работе задачи.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Киселёв А.Ф., Лебедь И.В. // Хим. физика. 2021.

Т. 40. № 1. С. 79.
2. Лойцянский Л.Г. Механика жидкости и газа. М.:

Наука, 1987.
3. Johnson T.A., Patel V.C. // J. Fluid Mech. 1999. V. 378.

P. 19.
4. Лебедь И.В. // Хим. физика. 1997. Т. 16. № 7. С. 72.
5. Лебедь И.В. // Хим. физика. 1998. Т. 17. № 3. С. 25.
6. Lebed I.V. // Open J. Fluid Dynam. 2014. V. 4. P. 163.
7. Лифшиц Е.М., Питаевский Л.П. Статистическая

физика Ч. 2. М.: Наука, 1978.
8. Sakamoto H., Haniu H. // J. Fluid Mech. 1995. V. 287.

P. 151.



90

ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 40  № 9  2021

КИСЕЛЁВ, ЛЕБЕДЬ

9. Лебедь И.В., Уманский С.Я. // Хим. физика. 2007.
Т. 26. № 1. С. 65.

10. Lebed I.V. // J. Adv. Phys. 2016. V. 12. P. 5460.
11. Chomaz J.M., Bonneton P., Hopfinger E.J. // J. Fluid

Mech. 1993. V. 234. P. 1.
12. Tomboulides A.G., Orszag S.A. // Ibid. 2000. V. 416.

P. 45.
13. Natarajan R., Acrivos A. // Ibid. 1993. V. 254. P. 323.
14. Лебедь И.В. // Хим. физика. 2014. Т. 33. № 4. С. 1.
15. Лебедь И.В. // Хим. физика. 1995. Т. 14. № 5. С. 3.
16. Лебедь И.В. // Хим. физика. 1996. Т. 15. № 6. С. 64.

17. Лебедь И.В., Уманский С.Я. // Хим. физика. 2012.
Т. 31. № 2. С. 70.

18. Lebed I.V. The foundations of multimoment hydrody-
namics. P. 1: Ideas, Methods and Equations. N.Y.:
Nova Sci. Publ., 2018.

19. Taneda S. // J. Phys. Soc. Jpn. 1956. V. 11. № 10.
P. 1104.

20. Schuster H.G. Deterministic chaos. Weinheim: Physik
Verlag, 1984.

21. Townsend A.A. The structure of turbulent shear f low.
Cambridge: Cambridge University Press, 1956.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


