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Уравнения многомоментной гидродинамики привлечены для численного моделирования хаотиче-
ского искажения регулярных режимов в задаче обтекания покоящейся твердой сферы. Исследуется
влияние неупорядоченных возмущений, возникающих в среде за счет внешнего воздействия. После
пересечения критического значения числа Рейнольдса стационарное решение уравнений многомо-
ментной гидродинамики теряет устойчивость. Каждое отклонение от потерявшего устойчивость
стационарного решения начинает вести себя во времени сугубо индивидуально. Перестает суще-
ствовать некоторое среднее решение, пригодное для интерпретации всех изначально близких не-
устойчивых решений. Ансамбль Гиббса распадается. Потеря устойчивости сопровождается каче-
ственным изменением в поведении неупорядоченных возмущений. Независимость в их поведении
исчезает. Законы сохранения вынуждают неупорядоченные возмущения подстраивать свое поведе-
ние во времени и в пространстве под поведение гидродинамических величин.
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ВВЕДЕНИЕ
Полуэмпирический подход к расчету турбу-

лентности базируется на предположении О. Рей-
нолдьса о том, что турбулентное движение строго
описывается уравнениями Навье–Стокса. В этом
далеко не очевидном предположении заключается
основная идея полуэмпирического подхода. Далее
гидродинамические величины представляются в
виде линейной комбинации некоторой осреднен-
ной и пульсационной составляющих. Дифферен-
циальное уравнение сохранения импульса для
осредненного движения названо усредненным по
Рейнольдсу уравнением Навье–Стокса (RANS)
[1]. Идеология осреднения движения получила
свое дальнейшее развитие в рамках современного
метода моделирования крупных вихрей (LES). В
методе LES осреднение поля течения (фильтра-
ция) проводится на некотором характерном мас-
штабе, отождествляемом обычно с размером расчет-
ной сетки. Таким образом, уравнения LES способ-
ны сохранить вихревые структуры крупного размера
(когерентные структуры [2]), теряя мелкие детали
течения. Для приведения уравнений RANS и LES
к пригодному для интегрирования виду необхо-
димо сформировать дополнительные эмпириче-

ские, а иногда и просто интуитивные модельные
представления, позволяющие провести замыка-
ние этих уравнений.

Относительная простота приближенных мето-
дов интегрирования уравнений RANS и LES позво-
лила использовать их при попытке воспроизвести
турбулентные процессы, происходящие в окру-
жающей среде, на промышленных предприятиях и в
экспериментальных установках. Зачастую оказыва-
ется, что результаты расчетов имеют значительные
количественные и качественные расхождения с дан-
ными эксперимента. Несмотря на это, полуэмпири-
ческие уравнения RANS и LES по-прежнему широ-
ко используются для решения практических задач.
Необходимым условием корректности приближен-
ных полуэмпирических методов является совпаде-
ние результатов RANS- и LES-расчетов с резуль-
татами прямого численного интегрирования
уравнений Навье–Стокса. Прямое численное
интегрирование есть наиболее точный способ
моделирования наблюдаемых явлений, простых
и сложных.

Эксперимент [3] дает отчетливое представле-
ние о механизме перехода от устойчивого состоя-
ния среды к турбулентности при обтекании твер-
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дой сферы. В соответствии с [3] после достиже-
ния некоторого критического значения числа
Рейнольдса  течение теряет свою устойчи-
вость. При  в следе за сферой появляется
дорожка вихревых петель. Периферия зоны за-
кручивания периодически отрывается от ее ядра
и устремляется вниз по потоку в форме вихревой
петли. Увеличение  сопровождается появлени-
ем первых элементов хаотичности как в зоне за-
кручивания, так и на дорожке вихревых петель.
По мере роста  хаотические искажения увели-
чиваются, структура зоны закручивания и вихре-
вой петли становится менее отчетливой. При вы-
соких  структура зоны закручивания и вихре-
вой петли просматривается крайне слабо, ее все
труднее отличить от хаотической структуры. Од-
нако хаотические искажения не смогли полно-
стью замаскировать вихревую дорожку. Таким
образом, в соответствии с экспериментом [3] на-
растание хаотичности происходит постепенно.
Хаос накладывается на регулярную структуру зо-
ны закручивания и вихревой дорожки.

Настоящая работа опирается на данные экспе-
римента [3]. Будем ориентироваться на то, что в
соответствии с экспериментом зона закручива-
ния и дорожка вихревых петель (периодическое
вихревое испускание) являются регулярной со-
ставляющей турбулентного режима. Хаотические
искажения, накладываясь на регулярную составля-
ющую, постепенно скрывают ее. Однако хаотиче-
ские искажения не в состоянии разрушить регуляр-
ную составляющую турбулентного режима.

Настоящая работа посвящена исследованию
возникновения и развития турбулентности в за-
даче обтекания твердой сферы. Уравнения мно-
гомоментной гидродинамики привлечены для
численного моделирования хаотического иска-
жения регулярных режимов обтекания. В разд. 1
первой части исследования представлен первый
регулярный режим, возникающий после потери
устойчивости основным стационарным решением.
В разд. 2 рассматриваются последствия перехода к
неустойчивому режиму обтекания, сопровождаю-
щегося распадом ансамбля Гиббса. Уравнение со-
хранения импульса записывается с учетом вклада
неупорядоченных возмущений скорости течения.
Во второй части исследования выясняется при-
чина роста неупорядоченных возмущений, при-
водящего к хаотическому искажению ламинар-
ного течения в следе за сферой.

1. ПЕРВЫЙ НЕУСТОЙЧИВЫЙ
РЕЖИМ ТЕЧЕНИЯ ЗА СФЕРОЙ

Предположение, именуемое гипотезой моле-
кулярного хаоса, используется при выводе урав-
нения Больцмана. Уравнения классической гид-
родинамики следуют непосредственно из уравне-
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Re Re2
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Re

Re

ния Больцмана, поэтому они неизбежно несут в
себе погрешность, допущенную при выводе клас-
сического кинетического уравнения. Физиче-
ский смысл погрешности, вносимой гипотезой
молекулярного хаоса в уравнения гидродинами-
ки, раскрывается в работах [4, 5]. Шестимерное
фазовое пространство одной частицы способно
разместить только три низших из общего беско-
нечного числа инвариантов бинарного соударе-
ния частиц. Однако строгого “выхода в гидроди-
намику” из 6-мерного фазового пространства не
существует. Этот выход закрыт, поскольку первое
уравнение иерархии Боголюбова–Борна–Гри-
на–Кирквуда–Итона (ББГКИ) незамкнуто. Ги-
потеза молекулярного хаоса Больцмана замыкает
первое уравнение иерархии. Таким образом,
именно гипотеза Больцмана создает возможность
приближенного “выхода в гидродинамику” из
фазового пространства одной частицы. Именно
гипотеза Больцмана позволяет выстроить гидро-
динамику на трех низших главных гидродинами-
ческих величинах, скажем, плотности, скорости и
температуре. Все остальные гидродинамические ве-
личины выражаются через эти три главные. Имен-
но гипотеза Больцмана исключает объективно
существующие высшие главные гидродинамиче-
ские величины из участия в формировании урав-
нений гидродинамики [5, гл. 3].

12-Мерное фазовое пространство двух частиц
способно разместить полный набор инвариантов
бинарного столкновения. Однако “выход в гид-
родинамику” из 12-мерного пространства тоже
закрыт, поскольку второе уравнение иерархии
ББГКИ также незамкнуто. В работе [6] предложе-
но разделить все частицы газа на пáры. Две части-
цы названы парой в том случае, когда эти части-
цы либо движутся навстречу столкновению меж-
ду собой, либо разлетаются после столкновения
между собой. Далее предлагается пересчитывать
пáры, а не отдельные частицы. Идея разделения
частиц газа на пáры приводит к замкнутой систе-
ме двух линейных кинетических уравнений для
парных функций распределения [7].

Уравнения для парных функций распределе-
ния являются основой для вывода уравнений
многомоментной гидродинамики [5, гл. 5]. В ра-
боте [8] последние выстроены на семи главных
гидродинамических величинах. Именно эти семь
величин задают измеряемые моменты. Это плот-
ность, скорость, температура, отвечающая тепло-
вому движению центров масс пар, и температура,
отвечающая относительному движению частиц в
паре; одна из составляющих тензора вязких на-
пряжений пропорциональна тензору скоростей
деформаций (закон Ньютона), а другая является
главной гидродинамической величиной; одна из
составляющих теплового потока пропорциональ-
на градиенту температуры (закон Фурье), а две
другие являются главными гидродинамическими
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величинами. Проведенный анализ показывает,
что уравнения многомоментной гидродинамики
строго сводятся к уравнениям классической гид-
родинамики лишь в пределе слабого отклонения
состояния среды от состояния термодинамиче-
ского равновесия [9].

Парная функция распределения 
определена в работе [5, гл. 4]. В соответствии с ос-
новным свойством  сохраняется во
времени t вдоль траектории центра масс пары:

(1.1)

В уравнении (1.1) x есть точка пространства,
G – скорость центра масс частиц пары, v – модуль
относительной скорости v частиц в паре. Таким об-
разом, столкновения частиц не оказывают влияния
на парную функцию распределения 
Функция  формируется под влиянием
начальных и граничных условий задачи. Все глав-
ные гидродинамические величины являются мо-
ментами функции  Все неглавные гид-
родинамические величины определены в терминах
главных гидродинамических величин в работе [5,
гл. 5]. Таким образом, решение уравнения (1.1)
позволяет построить распределения всех гидро-
динамических величин.

Рассмотрим пространство, заполненное тер-
модинамически равновесным газом. Предполо-
жим, что твердая сфера радиуса a движется в газе
с постоянной скоростью  вдоль оси  непо-
движной декартовой системы  Перейдем
от системы  к декартовой системе  с
осями, параллельными  и началом, совпа-
дающим с центром движущейся сферы. В системе

 сфера покоится, скорость набегающего по-
тока газа на бесконечном расстоянии от сферы
равна  Эта скорость совпадает с положитель-
ным направлением оси Z, поток стационарен.

В соответствии с основным свойством (1.1) в
стационарной задаче парная функция не меняет-
ся вдоль прямой линии, параллельной вектору G.
Функции   и

 являются первыми интегралами
уравнения (1.1) в стационарном случае. Функции

  и  названы в работе [10] траекторными
инвариантами. Эти функции сохраняются по ве-
личине вдоль прямой линии, параллельной G. В
настоящем исследовании рассмотрение ограни-
чено течением газа вокруг сферы, которое инва-
риантно по отношению к повороту на произволь-
ный угол вокруг оси Z. Образуем комбинации
функций   и  инвариантные по отноше-
нию к этому повороту:
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Здесь x, y и z являются декартовыми координатами
точки пространства x;  y =

   и  – сферические
координаты точки. Общий подход к решению
уравнений многомоментной гидродинамики в
терминах парных функций изложен в работах
[10–12]. В соответствии с данными [10–12] в зада-
че с независящими от времени граничными усло-
виями парная функция  ищется в виде
ряда произведений траекторных инвариантов из
уравнения (1.2):

(1.3)

Пространственная зависимость функции
 в уравнении (1.3) контролируется тра-

екторными инвариантами   и  коэффи-
циенты  не зависят от x. В (1.3) свой-
ство  является инвариантом бинарного
столкновения частиц,  – температура невозму-
щенной среды, k – постоянная Больцмана,

  m – масса частицы. Функция
 из (1.3) используется для расчета рас-

пределений гидродинамических величин, глав-
ных и неглавных [5, гл. 5].

Подстановка рассчитанныx по уравнению (1.3)
распределений гидродинамических величин в урав-
нения многомоментной гидродинамики [5, гл. 5]
приводит к замкнутой нелинейной системе диф-
ференциальных уравнений n-порядка для безраз-
мерных коэффициентов 

(1.4)

Соотношения связи безразмерных коэффици-
ентов  с коэффициентами  из уравнения
(1.3) представлены в работе [12]. Пусть  есть

α-решение системы (1.4); тогда  есть стацио-
нарная составляющая -решения, а составляю-
щая  появляется в результате потери

устойчивости решения  Нестационарное ре-
шение  является гидродинамическим от-

клонением от стационарного решения  [10]:
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îС klmnc
( )ˆ ( )iС tα

( )ˆ
iС α

α
( )ˆ ( )r

iС tαδ
( )

.
ˆ

iС α

( )ˆ ( )r
iС tαδ

( )ˆ
iС α

( )ˆ ( )iС tα ( ) ( )ˆ ˆ ( ),r
i iС С tα α= + δ 1,..., .i n=



82

ХИМИЧЕСКАЯ ФИЗИКА  том 40  № 1  2021

КИСЕЛЁВ, ЛЕБЕДЬ

Сохранение трех низших членов разложения
(1.3), линейных по   и  дало классиче-
ское решение Стокса, справедливое в пределе

 [10]. Для увеличения Re помимо стоксов-
ских членов в работе [10] сохранены следующие
низшие члены разложения (1.3). Замкнутая нели-
нейная система из 20-ти дифференциальных
уравнений для 20-ти коэффициентов 

 обозначена как St2. Решение

  системы St2
позволяет рассчитать распределения всех глав-
ных гидродинамических величин. Коэффициен-
ты    и  ответственны за распреде-
ление плотности числа частиц, коэффициенты

      и  задают распреде-
ление давления и напряжений, коэффициенты

      и  ответственны за
распределения тепловых потоков, коэффициен-
ты  и  задают распределение скорости тече-
ния. В частности, выражение для плотности по-
тока числа частиц принимает вид

(1.5)

В уравнении (1.5)  – плотность невозмущен-
ной среды,   η –
коэффициент динамической вязкости. В случае

 пропорциональная  составляющая
наряду со стоксовской составляющей вносит до-
минирующий вклад в распределение скорости. В

соответствии со стационарным решением 
 осесимметричная зона закручивания

образуется в следе за сферой при  [10]. Эта
зона закручивания обладает формой осесиммет-
ричного тороидального кольца. По мере роста Re
зона закручивания увеличивается в размерах, со-
храняя свою форму (рис. 1).
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Численное интегрирование системы St2 пока-

зало, что стационарное решение  
остается устойчивым вплоть до некоторого кри-
тического значения  [10]. Это означа-
ет, что при  малые отклонения  от

решения  затухают. После достижения 

стационарное решение  теряет устойчивость.
А именно, при  затухание малых откло-
нений  прекращается. Начиная с момента

 малые отклонения  от решения 
начинают экспоненциально нарастать. Гидроди-
намическое отклонение  осесимметрич-
но. Нарастание гидродинамического отклонения

 происходит вплоть до момента времени
 В момент времени  решение 

обрывается. Причина обрыва решения  =

=  проанализирована в [10].

Оказывается, что в окрестности точки обрыва

существует решение  = 
 системы так называемых обратных

уравнений многомоментной гидродинамики [5,
гл. 7]. Замкнутая нелинейная система из 20-ти
дифференциальных уравнений для 20-ти коэф-

фициентов  обозначена как St*2 [10]. Систе-
ма St*2 идентична системе St2, время t* отсчиты-
вается в прогрессирующем направлении вдоль
временнóй оси, направленной из будущего в про-
шлое. Соотношение связи времен на разных осях
времени имеет вид  [5, гл. 7].

В соответствии с законом больших чисел появ-
ление в системе больших спонтанных флуктуа-
ций является чрезвычайно редким событием. За-
кон больших чисел нарушается в окрестностях
сингулярностей (бифуркаций, областей сосуще-
ствования нескольких решений и т.д.), и появле-
ние больших спонтанных флуктуаций в системе
становится вполне вероятным [13]. В соответ-
ствии с [13] в момент времени  большая
спонтанная флуктуация вызывает переход систе-
мы из точки обрыва решения  к реше-

нию  С момента  осесиммет-

ричное гидродинамическое отклонение 

решения  начинает экспоненциально затухать
в соответствии с системой уравнений St*2. К мо-

менту времени  решение  достигает

окрестности стационарного решения  В мо-
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мент времени  дальнейшая эволюция ре-

шения  прекращается. То есть начиная с
момента  система St*2 становится непри-
годной для моделирования дальнейшей эволю-
ции физической системы. Стационарное реше-

ние  системы St2 неустойчиво. Поэтому малые

осесимметричные отклонения  от реше-

ния  начинают нарастать с момента времени
 Процесс периодически повторяется. Ре-

шение  существует в диапазоне 

Решение  существует в диапазоне

 Решения  и  
обозначены в [12] как Sol0.

Поведение во времени гидродинамического от-

клонения  и   для Re = 180
представлено на рис. 2 сплошной кривой. Резуль-
татом такого поведения являются осесимметрич-
ные пульсации периферии зоны закручивания в
следе за сферой (см. рис. 1). Тыльная сторона зо-
ны закручивания устойчиво привязана к поверх-
ности сферы. Пульсирующая периферия зоны за-
кручивания не проявляет ни малейших призна-
ков отрыва от ядра зоны закручивания.
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2. ПОСЛЕДСТВИЯ РАСПАДА АНСАМБЛЯ 
ГИББСА В СИСТЕМЕ, ПОТЕРЯВШЕЙ 

УСТОЙЧИВОСТЬ

Функции  и  представленные на
рис. 2 сплошной кривой, соответствуют началь-
ным отклонениям  ∼ 

 Штриховой кривой на рис. 2 представ-

лены функции  и  рассчитанные
при  ∼   Таким
образом, нелинейные системы St2 и St*2 “разво-
дят” первоначально близкие решения. Такая чув-
ствительность к начальным условиям называется
эффектом бабочки Лоренца [14].

Уравнения многомоментной гидродинамики,
как и уравнения классической гидродинамики,
описывают, вообще говоря, пространственно-
временную эволюцию не какой-либо отдельной
системы, а целого ансамбля систем (ансамбля
Гиббса) [15]. Каждая отдельная система обладает
всеми возможными значениями микроскопиче-
ских параметров, совместимых с изначально за-
данными значениями макроскопических пара-
метров. При этом макроскопические параметры
системы задаются не точно, а в определенных
пределах, соответствующих порядку возможных
флуктуаций. Таким образом, каждый статистиче-
ский коэффициент   представля-
ется в виде линейной комбинации огромного
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Рис. 1. Картина течения, представленная линиями тока: зона закручивания в следе за сферой; 
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числа L (в пределе бесконечно большого) дина-
мических коэффициентов  

 Каждый динамический коэффициент
 рассчитывается в рамках классической

механики. Флуктуация  коэффициента
 определяется в любой момент времени раз-

ностью динамического и статистического коэф-
фициентов,

или, что эквивалентно, разностью двух произ-
вольных динамических коэффициентов,

Рассмотрим диапазон параметров системы
( ), в котором уравнение (1.4) для стати-
стических коэффициентов  имеет устойчи-

вое решение:   В этом диапазоне по-
давляющее большинство динамических траекторий

   находившихся в момент
 в непосредственной близости от решения
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0t =

 (  = ), будет и

далее сколь угодно долго находиться вблизи 
(  ≈ ). Статистическое решение

 описывает подавляющее большинство дина-
мических траекторий   с точно-

стью 
Совершенно иная ситуация имеет место в не-

устойчивой области ( ). В соответствии с
рис. 2 изначально близкие траектории расходятся
(сплошная и штриховая кривые). Отсюда непо-
средственно следует, что каждый динамический
j-коэффициент  ведет себя сугубо индиви-
дуально. Не существует единого для всего ансам-
бля коэффициента   который с
флуктуационной точностью  опи-
сал бы любой из совокупности динамических ко-
эффициентов    Ансамбль
Гиббса распадается.

Распад ансамбля Гиббса в области неустойчи-
вости означает следующее. Во-первых, любой
статистический коэффициент  являющий-
ся средним по L динамическим коэффициентам,
ведет себя сугубо индивидуально, подобно j-ди-
намическому коэффициенту  Разность
двух произвольных динамических коэффициентов

 –  дает оценку величины флуктуации

коэффициента   Следовательно, гид-

родинамическое отклонение  = 
есть не что иное, как флуктуация стационарного

коэффициента  Эти флуктуации взаимосвяза-
ны как во времени, так и в пространстве. Вот почему
гидродинамические отклонения  названы
регулярными флуктуациями стационарного реше-

ния   =   [10].
Во-вторых, классическое кинетическое урав-

нение, а также уравнения для парных функций
распределения, используемые для описания ан-
самбля Гиббса в целом, строго говоря, не спра-
ведливы в области, где эти уравнения теряют
устойчивость. Закон Ньютона для тензора вязких
напряжений  и закон Фурье для вектора тепло-
вого потока q выведены непосредственно из урав-
нения Больцмана, справедливого для ансамбля
систем в целом [16]. Выражения для диссипатив-
ных моментов, тензора вязких напряжений  и

вектора теплового потока  в терми-
нах главных гидродинамических величин получе-

(0)ˆ
iC (0)ˆ ( 0)iC tδ = (0) (0)

( )
ˆˆ ( 0) 1D

i j iC t C= − !

(0)ˆ
iC

(0)ˆ ( )iC tδ (0)ˆ ( 0)iC tδ =
(0)ˆ
iC

(0)
( )

ˆ ( ),D
i jC t 1,..., ,j L=

(0)ˆ ( 0) 1.iC tδ = !

0
*Re > Re

(0)
( )

ˆ ( )D
i jC t

(0)ˆ ( ),iC t 1,...,20,i =
(0)ˆ ( 0) 1iC tδ = !

(0)
( )

ˆ ( ),D
i jC t 1,..., ,j L= 1.L @

(0)ˆ ( ),iC t

(0)
( )

ˆ ( ).D
i jC t

(0)
( )

ˆ ( )D
i jC t (0)

( )
ˆ ( )D

i kC t
(0)

,
ˆ

iC 1,...,20.i =
(0)ˆ ( )r

iC tδ (0) (0)ˆˆ ( )i iC t C−

(0)ˆ .iC

(0)ˆ ( )r
iС tδ

(0)
,

ˆ
iС (0)ˆ ( )iС t (0) (0)ˆ ˆ ( ),r

i iС С t+ δ 1,...,20i =

ijp

ijp
v

( )G −q q1/3 ,v v

Рис. 2. Поведение во времени коэффициентов 
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ны непосредственно из уравнений для парных
функций распределения. Выражения для  и

 также справедливы для ансамбля си-
стем в целом. Таким образом, ни уравнения мно-
гомоментной гидродинамики, ни уравнения На-
вье–Стокса, вообще говоря, не пригодны для
описания пространственно-временного поведения
системы, потерявшей устойчивость. Основное
свойство парных функций (1.1) также справедливо
для ансамбля систем в целом. После потери устой-
чивости коэффициенты  приобретают зависи-
мость от времени. В результате парная функция
распределения  утрачивает постоян-
ство на прямой линии, параллельной вектору G.
Невыполнение основного свойства (1.1) не поз-
воляет провести разбиение уравнений сохране-
ния импульса и энергии на отдельные составляю-
щие [5, гл. 5].

Для решения задачи моделирования флуктуа-
ций, строго говоря, необходимо перейти от стати-
стического к динамическому уровню описания и
использовать уравнения классической механики,
описывающие динамику каждой частицы газа.
Однако численное интегрирование уравнений
классической механики для системы, состоящей из
огромного числа частиц (в пределе бесконечно
большого), является трудноосуществимой на прак-
тике задачей. Более того, этот путь представляется
крайне нерациональным. Поэтому решение задачи
моделирования флуктуаций следует искать на ста-
тистическом уровне, т.е. на основе уравнений мно-
гомоментной гидродинамики [5, гл. 5].

В задаче с не зависящими от времени гранич-
ными условиями будем строить регулярную со-
ставляющую парной функции распределения

 в виде ряда (1.3) как в устойчивом поле
 так и при потере устойчивости

( ). Ряд (1.3) задает пространственное
распределение функции  зависимость
от времени определяется коэффициентами 
Как в устойчивом ( ), так и в неустойчи-
вом поле ( ) выразим регулярную состав-
ляющую неглавных гидродинамических величин

 и  в терминах регулярной состав-
ляющей главных гидродинамических величин
([5, гл. 5]). Подстановка рассчитанных гидроди-
намических величин в уравнения многомомент-
ной гидродинамики приводит к замкнутой нели-
нейной системе дифференциальных уравнений (1.4).
После достижения критического значения числа

Рейнольдса  стационарное решение 
 системы St2 теряет свою устойчивость.

Разделение уравнений сохранения на отдельные
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составляющие становится некорректным. Поте-
рявшее устойчивость решение уже не может удо-
влетворить законам сохранения [10]. Причиной
этого стала зависимость от времени, которую ко-

эффициенты  приобретают после потери
устойчивости. Таким образом, учет лишь регу-

лярной составляющей  нестационарного

решения  не обеспечивает выполнение за-
конов сохранения.

Решение этой проблемы может быть найдено
за счет учета неупорядоченных возмущений, су-
ществующих в реальной физической системе.
Неупорядоченное возмущение появляется в сре-
де за счет внешнего воздействия, оно является
случайным событием в каждой точке пространства
x. В работе [17] при моделировании индивидуаль-
ной системы каждая гидродинамическая величина
в уравнениях сохранения дополнялась хаотической
флуктуационной компонентой. Следуя представ-
лениям из [17], проведем учет неупорядоченных

возмущений. Будем искать флуктуацию 

статистического коэффициента  который до-
минирует в распределении скорости течения
(1.5), в виде линейной комбинации независимых
составляющих:

(2.1)

В уравнении (2.1)  – регулярная флук-

туация стационарного решения  системы урав-

нений St2,  – неупорядоченное возмуще-

ние коэффициента  отвечающее i-компоненте

скорости течения,  Наряду с  зада-
дим модуль неупорядоченного возмущения

 который отвечает модулю скорости те-

чения. Флуктуация  стационарного реше-

ния  определяет коэффициент 

(2.2)

Подставим выражение (2.2) для коэффициен-

та  в доминирующий член распределения
плотности потока частиц  (уравнение (1.5)).
Полученное аналитическое распределение учи-
тывает регулярные флуктуации и неупорядочен-
ные возмущения:
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(2.3)

В уравнении (2.3)  – составляющая ско-
рости течения, пропорциональная коэффициен-
ту   – регулярная флуктуация составляю-
щей скорости течения, пропорциональная стаци-

онарному решению 

(2.4)

где  =   – неупорядоченное
возмущение составляющей скорости течения,

пропорциональное стационарному решению 

(2.5)
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давления  и тензора напряжений  создавае-
мых в результате движения центров масс пар ча-
стиц [10]. По аналогии с уравнением (2.1) будем
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В уравнении (2.6)  есть регулярная

флуктуация коэффициента   и
 являются неупорядоченными возму-

щениями коэффициента  Коэффициенты
 ответственны за давление  а коэффи-

циенты  – за тензор напряжений 

(2.7)

В уравнении (2.7)  и  – соответ-
ственно регулярная флуктуация и неупорядочен-
ное возмущение давления 

(2.8)

 и  – соответственно регулярные флук-
туации и неупорядоченные возмущения тензора
напряжений 

 (2.9)
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функций  и  определяют произве-
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нения (4.6) и (4.7) в [12]).
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В уравнении (2.10)  и  – соответственно
давление и тензор напряжений, создаваемых в ре-
зультате относительного движения частиц в паре.
Следуя представлениям [17], учтем неупорядо-
ченные возмущения давления  в порядке вели-
чины  (см. уравнение (4.5) из [12]):

(2.11)

В уравнении (2.11)  и  – соответствен-
но регулярная флуктуация и неупорядоченное
возмущение давления  Выполнение уравнения
сохранения импульса позволило выразить регу-
лярные составляющие давления  в терминах

коэффициентов  и  Однако разбиение
уравнений сохранения импульса и энергии на от-
дельные составляющие становится некорректным
после распада ансамбля Гиббса. Поэтому при по-
строении неупорядоченного возмущения  ис-
пользуются безразмерные функции 
(уравнение (2.8)), которые определяют простран-
ственную структуру давления  (см. уравнение
(П.2) в [10]):

(2.12)

Неупорядоченное возмущение  

интерпретирующее давление  (уравнения (2.11)
и (2.12)), вообще говоря, не связано с неупорядо-
ченным возмущением  статистического

коэффициента  интерпретирующего ско-
рость течения U (уравнение (2.1)).

Решение уравнений для парных функций рас-
пределения дает выражение для тензора напря-
жений  ([5, гл. 5]),

(2.13)

В уравнении (2.13)  – тепловой поток, созда-
ваемый в результате относительного движения
частиц в паре. Запишем (2.13) в сферических ко-
ординатах  Подставим распределение скоро-
сти течения U из уравнения (1.2) в первый член
уравнения (2.13). Составляющая скорости тече-
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ния U, пропорциональная  ответственна за
порядок  в уравнении (2.13) для  Вто-
рой член в правой части (2.13) не вносит вклада в
рассматриваемый порядок. Следуя представле-
ниям из работы [17], учтем неупорядоченные воз-
мущения тензора напряжений  в порядке вели-
чины 

(2.14)

В уравнении (2.14)  и  – соответ-
ственно регулярная флуктуация и неупорядочен-
ное возмущение тензора напряжений, простран-
ственная структура безразмерных функций 
определена в [10].

Однако представление диссипативных моментов
в терминах главных гидродинамических величин
становится некорректным после распада ансамбля
Гиббса. В частности, уравнение (2.13) становится
непригодным для интерпретации неупорядоченных
возмущений. Будем строить неупорядоченные воз-
мущения  тензора напряжений  (уравне-
ние (2.14)) в терминах безразмерных функций

  определяющих про-

странственную структуру тензора напряжений 
(см. уравнение (4.7) в [12]). В этом случае функ-
ции  и  принимают вид
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 являющиеся составляющими тензора

напряжений  (уравнение (2.14)), вообще говоря,
не связаны с неупорядоченным возмущением

 статистического коэффициента 
интерпретирующего скорость течения U (уравне-
ние (2.1)).
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тока частиц  выражения (2.8) и (2.11) для дав-
лений  и  и выражения (2.9) и (2.14) для тен-
зоров напряжений  и  в уравнение сохране-
ния импульса (2.10). Следуя общей идеологии
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(2.16)

здесь

(2.17)

В уравнении (2.17) функция  – ли-
нейная комбинация неупорядоченных возмуще-
ний  

(2.18)

Функция  не содержит пространствен-
ных производных коэффициентов из (2.18).

Уравнения многомоментной гидродинамики (1.4)
диктуют характерный временнóй масштаб из-
менения гидродинамических величин τh =

 т.е. временнóй интервал  является
характерным масштабом изменения регулярной
флуктуации  [10]. Крупномасштабные не-
упорядоченные возмущения скорости течения
(  ∼ ) также обладают характерным
масштабом изменения  Мелкомасштабные не-
упорядоченные возмущения скорости течения
( ) изменяются на масштабе .
Мелкомасштабные неупорядоченные возмуще-
ния вносят пренебрежимо малый вклад в распре-
деления гидродинамических величин, однако,
вообще говоря, их производные по времени имеют
основной порядок величины. Таким образом, учет
неупорядоченных возмущений (крупномасштаб-
ных и мелкомасштабных) позволяет, в принципе,
обеспечить выполнение закона сохранения им-
пульса (2.16).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Эксперимент регистрирует три устойчивых
состояния среды при обтекании покоящейся
твердой сферы. Основное устойчивое стационар-
ное течение  обладает осесимметричной
торообразной зоной закручивания в ближнем
следе за сферой. Устойчивые течения  и

 имеют несимметричные зоны закручи-
вания.
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Нестационарная система уравнений двадцато-
го порядка St2 (уравнение (1.4)) корректно вос-
производит процесс потери устойчивости тече-
ния в следе за сферой. Стационарное решение

  системы St2 корректно воспро-
изводит осесимметричную зону закручивания

 (рис. 1). Потеряв устойчивость, нестацио-
нарное решение Sol0 системы St2 не только сохраня-
ет осевую симметрию, но и воспроизводит экспери-
ментально наблюдаемые периодические осесим-
метричные пульсации зоны закручивания в следе за
сферой,  [18, 19].

Стационарное решение уравнений Навье–
Стокса  также успешно воспроизводит осе-
симметричную зону закручивания в следе за сфе-
рой  Однако задача воспроизведения пер-
вого неустойчивого режима течения  ока-
залась непосильной для решений уравнений
Навье–Стокса. Потеряв устойчивость, решение

 испытало бифуркацию к стационарному
неосесимметричному решению  Потеря
осевой симметрии, сопровождающая потерю
устойчивости решением  создает непреодо-
лимую преграду для интерпретации наблюдаемых
неустойчивых режимов в терминах решений урав-
нений классической гидродинамики [20, 21].

Оказалось, что в потерявшей устойчивость зо-
не закручивания каждое из отклонений от стаци-

онарного решения   системы St2
повело себя во времени сугубо индивидуально.
Перестало существовать некоторое среднее реше-
ние, пригодное для интерпретации всех изна-
чально близких регулярных решений (рис. 2). Ан-
самбль Гиббса распался. Такое поведение реше-
ний называется эффектом бабочки Лоренца [14].
Потерявшее устойчивость решение системы St2
уже не может удовлетворить закону сохранения
импульса. Для выполнения закона сохранения
потребовался учет неупорядоченных возмуще-
ний, возникающих в среде за счет внешнего воз-
действия.
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