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С целью формального описания ЭЭГ представлена модификация метода тензорного раз-
ложения PARAFAC для анализа спектров ЭЭГ человека и ее отличия от стандартного алго-
ритма. Метод позволяет учитывать при описании и анализе индивидуальные особенности
ЭЭГ испытуемых. Результаты применения нового метода для анализа модельных спектров
свидетельствуют о его высокой точности в воспроизведении компонентов модели. Сравне-
ние результатов факторного и тензорного разложения модельных спектров показало пре-
имущества последнего: однозначность решения из-за отсутствия факторных вращений и
большую помехоустойчивость. Результаты анализа реальных спектров ЭЭГ человека пока-
зали удовлетворительное согласие с общепринятыми представлениями о ритмах ЭЭГ в
области частот от 0 до 15 Гц, а также широкополосность всех спектральных компонен-
тов ЭЭГ.
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Понятие “ритма” широко используется в
физиологической литературе для компактно-
го описания электроэнцефалограммы (ЭЭГ)
при анализе различных функциональных со-
стояний и сравнении разных групп испытуе-
мых. Тем не менее до сих пор в нейрофизио-
логии отсутствует общепринятое и объек-
тивное определение ритмов или базовых
компонентов спектров ЭЭГ [Klimesch, 1999;
Новотоцкий и др., 2012]. Эти понятия можно
считать близкими по смыслу, поскольку из-
вестно, что любой периодической составля-
ющей сигнала во временной области соответ-
ствует пик в спектре мощности этого сигнала
[Марпл мл., 1990].

В современной литературе доминирует
представление о пяти общепризнанных ча-
стотных диапазонах, соответствующих рит-
мам дельта (1–4 Гц), тета (4–8 Гц), альфа (8–

13 Гц), бета (14–30 Гц) и гамма (30–100 Гц).
Такое представление основано на анализе
полученных результатов, демонстрирующих
качественное своеобразие функциональной
активности мозга в этих частотных границах
в норме и при патологии мозга [Niedermeyer,
2005]. Принято считать, что эти функцио-
нально разные ритмы имеют жесткие частот-
ные границы, но эти границы не только по-
движны, но часто в этих границах находятся
несколько пересекающихся ритмов [Polich,
1997]. Все описанные в литературе подходы к
решению этой проблемы в большей или
меньшей степени страдают субъективизмом,
будь то (достаточно произвольно) устанавли-
ваемые фиксированные границы диапазонов
[Steriade et al., 1990] или адаптивные, под-
страиваемые по пиковой частоте альфа-рит-
ма границы диапазонов фиксированной ши-
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рины [Klimesch, 1999]. Более подробно до-
стоинства и недостатки как вышеуказанных,
так и иных подходов к определению ритмов
ЭЭГ были рассмотрены в нашей предыдущей
работе [Новотоцкий и др., 2012].

В ней было предложено решение пробле-
мы ритмов на основе факторного анализа
спектров ЭЭГ. С его помощью удалось полу-
чить результаты, “соответствующие имею-
щимся представлениям о компонентах ЭЭГ-
осцилляций”. Однако в таком решении был
элемент субъективизма: именно “соответ-
ствием” руководствовались авторы при вы-
боре варианта решения из нескольких аль-
тернатив. Тем не менее полученные таким
методом решения подтверждают объектив-
ность деления спектров ЭЭГ на компоненты,
различающиеся по измеримым параметрам.

Любой вариант факторного анализа поз-
воляет определить только факторное подпро-
странство, но не определенную выделенную
систему координат в нем [Харман, 1972]. Т.е.
факторное разложение спектров, представ-
ленных в виде матрицы, дает решение только
с точностью до произвольного вращения
факторов.

Кроме того, проверка предложенного в
[Новотоцкий и др., 2012] решения на модель-
ных спектрах [Новотоцкий и др., 2009] пока-
зала, что предложенный метод искажает
спектры компонентов в случае, если послед-
ние имеют области, общие для трех и более
компонентов. Вращение квартимакс, мини-
мизирующее число факторов, дающих вклад
в каждый конкретный элемент данных [Neu-
haus, Wrigley, 1954], сохраняет средние часто-
ты компонентов модельных спектров, но
сужает их спектральные диапазоны, таким
образом сокращая области перекрытий.

Изложенное выше указывает на необходи-
мость поиска метода разложения спектра
ЭЭГ на компоненты, свободного от указан-
ных недостатков.

От упомянутой вращательной неопреде-
ленности свободно тензорное разложение,
известное как PARAFAC (Parallel Factor Anal-
ysis – параллельный факторный анализ) [Bro,
1997; Paatero, 1997]. Данное разложение явля-
ется обобщением факторного анализа на слу-
чай массивов, имеющих более двух индексов.
Этот метод широко применяется для разделе-
ния сигналов и выделения их из шума в раз-
личных областях исследований, в том числе в
аналитической химии, спектральном анали-

зе, распознавании образов, обработке сигна-
лов и в нейронауке [Colda, Bader, 2009]. В
частности, в последней области он использу-
ется для удаления мышечных артефактов из
ЭЭГ [De Clercq et al., 2005], анализа динами-
ческих спектров ЭЭГ [Miwakeichi et al., 2004]
и измерения компонентов вызванных потен-
циалов в единичных реализациях [Vanderper-
ren et al., 2010]. Показано, что в отличие от
факторного анализа тензорное разложение
при весьма мягких условиях дает в результате
не факторное подпространство, а набор кон-
кретных векторов в этом подпространстве
(выделенный базис) [Kruskal, 1977; Stegeman,
Sidiropoulos, 2007]. Это происходит в резуль-
тате использования дополнительных связей
между элементами многомерных массивов
(тензоров). Таким образом, тензорное разло-
жение может дать конкретный набор спек-
тральных компонентов ЭЭГ.

“Платой” за такое преимущество тензор-
ного разложения является отсутствие для по-
следнего алгоритмических методов вычисле-
ния и даже методов определения ранга тензо-
ра [Bro, Kiers, 2003; Timmerman, Kiers, 2000;
Morup, Hansen, 2008]. Найти разложение воз-
можно только численными методами, задав
некоторым образом начальные значения
факторов и воспользовавшись затем методом
градиентного спуска. Примером таких мето-
дов является ALS (Alternate Least Squares) –
метод наименьших квадратов с последова-
тельно меняющимися аргументами, приме-
няемый также при разложении неотрица-
тельных матриц на неотрицательные состав-
ляющие [Lawson, Hanson, 1982].

Кроме того, итерационное решение, ис-
пользующее различные варианты методов
градиентного спуска (к которым относится и
ALS), может закончиться в локальном мини-
муме, поэтому нахождение глобального ми-
нимума возможно только путем многократ-
ного повторения численных итераций с раз-
личными начальными условиями [Paatero,
1997; Timmerman, Kiers, 2000]. Также, по-
скольку в общем случае получаемые факторы
не ортогональны друг другу [Paatero, 1997],
такие вычисления надо выполнять для каж-
дого числа факторов из выбранного диапазо-
на отдельно (нельзя, как в случае факторного
анализа, найти решение для максимального
числа факторов и при необходимости отбра-
сывать факторы, имеющие малые веса).

Дополнительным ограничением является
то, что метод тензорного разложения может
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быть применен только к данным, допускаю-
щим представление в виде как минимум
трехмерного массива – тензора третьего по-
рядка (а не в виде матрицы, как для фактор-
ного анализа) – и разложение этого массива в
сумму элементарных составляющих:

где U – тензор исходных данных, E – погреш-
ность аппроксимации, Xp – составляющие,
каждая из которых представима в виде

где a, b, c – векторы, а ⊗ – знак внешнего (де-
картова) произведения. Внешнее произведе-
ние двух векторов дает матрицу

а произведение трех и более векторов – тен-
зор соответствующего порядка. Т.е. для при-
менения этого метода базовые составляющие
спектров ЭЭГ должны обладать не только по-
стоянным спектральным составом, не зави-
сящим от функциональных состояний, но и
постоянной топографией, и изменяться в
различных функциональных состояниях
только по амплитуде.

Менее формально это условие можно опи-
сать следующим образом. Допустим, что в
мозгу существуют некоторые постоянные
“источники” ритмов, каждый из которых со-
ответствует морфологически определенному
ансамблю нейронов (нейросети) и выполняет
определенную физиологическую функцию.
Независимо от степени своей активности такой
ансамбль всегда дает сигнал ЭЭГ постоянного
спектрального состава и с одинаковой топогра-
фией на скальпе. При выполнении этого пред-
положения данные, описывающие сигнал от
такого “источника”, могут быть представлены
как прямое произведение трех векторов, от-
вечающих за спектр, топографию и функцио-
нальное состояние.

Целью данной работы является описание
адаптации метода тензорного разложения
для анализа спектров ЭЭГ человека и поиска
их базовых компонентов (ритмов) и проверка
этого метода на модельных и реальных спек-
трах ЭЭГ. Описанный метод является разви-
тием метода факторного анализа спектров
ЭЭГ [Новотоцкий и др., 2012] и позволяет
объективно (независимо от исследователя)
определять характеристики ритмов ЭЭГ –

= Σ + ≈ Σ ,p pU X E X

= ⊗ ⊗ ,X a b c

⊗ =
1 1 1

1

...
... ... ... ,

...

m

n n m

a b a b

a b a b
a b

спектральный состав, топографию и реакцию
на функциональные нагрузки.

МЕТОДИКА
Подготовка модельных и реальных спектров
Для оценки точности метода в качестве мо-

дельных были выбраны спектры, составленные
из линейной комбинации 10 спектральных
прямоугольных компонентов (рис. 1(б)), име-
ющих фиксированную топографию и случай-
ное распределение по состояниям, с белым
шумом (отношение сигнал/шум ≈ 30 dB)
(пример полученных спектров представлен
на рис. 1(а)). Выбор конкретного набора ком-
понентов определялся его максимальной
“неудобностью” для факторного анализа (9 из
10 компонентов накрывали один и тот же ча-
стотный диапазон). Отношение сигнал/шум
выбиралось исходя из двух взаимопротиворе-
чащих требований: не портить заметно фор-
му компонентов и одновременно гарантиро-
вать тензору полный ранг. Прямоугольная
форма компонентов была выбрана для удоб-
ства визуального контроля точности воспро-
изведения их в результате анализа. Всего бы-
ло построено 256 модельных спектров по
129 точек в каждом (16 отведений × 16 состо-
яний), т.е. массив модельных данных имел
размеры 129 × 16 × 16. Частотный диапазон
всех спектров (и модельных, и реальных) –
0–100 Гц, частотное разрешение – 0.78 Гц/точка.

Для оценки устойчивости метода к нали-
чию компонентов, не имеющих структуру
тензора первого ранга (не сохраняющих то-
пографию в разных функциональных состоя-
ниях), использовались модельные спектры из
тех же 10 компонентов, девять из которых
имели фиксированную топографию (ту же,
что и в предыдущем случае), а один – случай-
ную топографию, т.е. его топография изме-
нялась от состояния к состоянию. Использо-
вались 64 модельных спектра по 129 точек в
каждом (16 отведений × 4 состояния). Таким
образом проверялась способность метода вы-
являть и оценивать компоненты, не имеющие
тензорной структуры. Эта проверка имеет
смысл с точки зрения физиологии, поскольку
считается, что топография высокочастотных
(корковых) ритмов – бета и гамма – меняется
в разных состояниях [McFarland et al., 2000].

В качестве реальных применяли спектры
ЭЭГ пилотной группы здоровых испытуемых
(6 человек), у каждого из которых ЭЭГ от 19 от-
ведений по системе 10–20 регистрировалась
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при закрытых глазах в 10 функциональных
состояниях (в фоне и при мысленном пред-
ставлении эмоционально нейтральных, по-
ложительных и отрицательных событий; бо-
лее подробно условия проведения экспери-
мента и обработки ЭЭГ для получения
спектров описаны в [Новотоцкий и др., 2012;
Kirenskaya et al., 2011].) Частота квантования –
200 Гц, эпоха анализа для спектрального пре-
образования – 256 точек (1.28 с), частотное
разрешение спектров – 0.78 Гц/точка.

Анализ спектров

Модельные спектры и индивидуальные
спектры ЭЭГ испытуемых организовывались
в трехмерные массивы с координатами “ча-
стота”, “топография” и “состояние”. Эти
трехмерные массивы анализировались с по-

мощью тензорного разложения по модифи-
цированному методу ALSA (Alternate Least
Squares with Active set – метод наименьших
квадратов, применяемый поочередно к каж-
дой из координат массива, с набором актив-
ных ограничений) [Kim, Park, 2008].

В связи с большим динамическим диапа-
зоном спектров мощности ЭЭГ стандартный
метод ALSA был заменен его модификацией
путем использования относительной невязки

где Err – невязка (погрешность аппроксима-
ции), uijk – элемент данных с соответствую-
щими индексами, aip, bjp и ckp – элементы p-го
фактора, соответствующие разным модам.

При таком подходе каждая точка спектра
вносит в невязку одинаковый вклад (в неко-
торой степени это эквивалентно использова-
нию корреляционной матрицы в факторном
анализе, как в [Новотоцкий и др., 2012]).

Генератор случайных чисел задавал слу-
чайные начальные значения искомых факто-
ров, равномерно распределенные по положи-
тельному квадранту единичной многомерной
сферы, после чего методом последователь-
ных приближений поочередно по каждой из
координат уменьшалась суммарная невязка:

,

,

.
Решение в каждом случае получалось по-

очередным приравниванием к нулю частной
производной от невязки по соответствую-
щим переменным

и решением получающейся системы линей-
ных уравнений. В случае, если при решении
системы какие-то переменные оказывались
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Рис. 1. Модельные спектры, их компоненты и
результаты тензорного разложения: (а) – при-
мер спектра из комбинации прямоугольников и
шума, (б) – исходные составляющие модельных
спектров, (в) – результат тензорного разложе-
ния модельных спектров из 10 компонентов с
фиксированной топографией, (г) – результат
тензорного разложения модельных спектров,
составленных из 9 компонентов с фиксирован-
ной и 1 компонента со случайной топографией.
Ось абсцисс – частота, Гц; ось ординат – спек-
тральная мощность, относительные единицы.
Fig. 1. The model spectra, their components and re-
sults of tensor decomposition: (а) – and example of
spectrum combined from rectangles and noise, (б) –
original components of the model spectra, (в) – the
result of tensor decomposition of the model spectra
combined of 10 components with fixed topography,
(г) – the result of tensor decomposition of the model
spectra combined of 9 components with fixed topog-
raphy and 1 component with stochastic topography.
Abscissa – frequency, Hz; ordinate – spectral pow-
er, relative units.

0 78.13 0

(a) (б) (в) (г)

78.13 0 78.13 0 78.13



772

ЖУРНАЛ ВЫСШЕЙ НЕРВНОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ  том 69  № 6  2019

НОВОТОЦКИЙ-ВЛАСОВ и др.

отрицательными, вступали в силу ограниче-
ния: эти переменные приравнивались к ну-
лю, соответствующие им строки и столбцы
вычеркивались, и сокращенная система ре-
шалась без них. Вычисления повторялись до
тех пор, пока для всех не включенных в огра-
ничения переменных не получались неотри-
цательные итоговые значения. Т.е. одна и та
же система линейных уравнений решалась,
вообще говоря, многократно с последова-
тельным исключением отрицательных ре-
зультатов. Цикл по всем трем координатам
составлял одну итерацию. Итерации продол-
жались, пока изменение невязки между по-
следовательными итерациями не станови-
лось меньше заданного порога (в качестве по-
рога использовалось значение 5 × 10–4).

Циклы итераций повторялись по 10 раз с
разными начальными условиями для каждо-
го числа факторов (компонентов) из диапазо-
на 1–24. Для каждого числа факторов из 10 по-
лученных решений выбиралось решение с
наименьшей итоговой невязкой.

В качестве контрольного метода использо-
вался факторный анализ: модельные спектры
(организованные в этом случае в виде матриц
размером 129 × 256 элементов для 10 фикси-
рованных факторов и размером 129 × 64 эле-
мента для 9 фиксированных и одного случай-
ного фактора) анализировались также путем
факторного разложения NMF (Non-negative
Matrix Factorization – разложение неотрица-
тельных матриц на неотрицательные состав-
ляющие) [Lee, Seung, 2001] с последующим
вращением первичных факторов до получе-
ния проекции компонентов модели на под-
пространство факторов, и полученные ре-
зультаты сравнивались с результатами тен-
зорного разложения.

Все описанные алгоритмы реализованы в
виде программ, написанных на Турбо Паска-
ле для ОС MS-DOS.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ
Применение описанного метода к модель-

ным спектрам показало, что при задании
корректного числа факторов (известного для
модели заранее и равного 10) получаемые ре-
зультаты разложения имеют минимальные
отличия от заданных в модели компонентов:
менее 4% по спектральным составляющим
(фактор 8 – рис. 1(в)) и менее 3% по топогра-
фическому распределению (фактор 10 –
табл. 1) – и то, и другое касается максималь-

ных отличий решения от модели. Среднее же
отличие и по спектру, и по топографии со-
ставляло менее 0.5% для всех 10 факторов.

Для сравнения на рис. 1 представлены ис-
ходные компоненты модели (б) и пример
анализируемых спектров (а). Видно, что тен-
зорное разложение правильно определило
частотные границы факторов и их форму
(прямоугольник).

Анализ спектров, имеющих один компо-
нент со случайной топографией, дал резуль-
тат, который можно было предположить:
число факторов в решении увеличилось на
число разных вариантов топографии случай-
ного фактора, т.е. это число было равно числу
фиксированных факторов плюс число раз-
ных топографий случайного фактора: 9 + 4 = 13
(рис. 1(г)). При этом первые 9 факторов соот-

Таблица 1. Погрешность оценки топографии компо-
нентов модельных спектров, %
Table 1. Error of model spectra components’ topography
estimates, %

Примечания: 1. Код 1 соответствует модели 10 факторов с
фиксированной топографией, код 2 – модели 9 факторов с
фиксированной и 1 фактора со случайной топографией. 2.
Фактор 10 не имеет варианта с кодом 2, поскольку в этом ва-
рианте топография данного фактора не фиксировалась.
Notes: 1. Code 1 relates to the model of 10 factors with fixed topog-
raphy, code 2 – relates to the model of 9 factors with fixed topog-
raphy and 1 random topography factor. 2. Factor 10 has not code
2 variant, because in this model its topography was not fixed.

Фактор Код Среднее Максимальное

f1 1 0.11 0.3
2 0.53 1.4

f2 1 0.03 0.1
2 0.39 1.2

f3 1 0.04 0.2
2 0.29 0.8

f4 1 0.09 0.3
2 0.36 0.9

f5 1 0.04 0.2
2 0.3 0.6

f6 1 0.11 0.3
2 0.92 2.7

f7 1 0.23 0.9
2 0.34 0.7

f8 1 0.49 2.2
2 0.36 1.2

f9 1 0.11 0.4
2 0.19 0.4

f10 1 0.76 2.1
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ветствовали таковым в модели, за исключе-
нием фактора 8 – он превратился в разность
компонентов 8 и 10 модели, сохранив при этом
топографию компонента 8 модели. Макси-
мальная погрешность остальных 8 спектраль-
ных составляющих – 7.2% – фактор 4, макси-
мальная погрешность топографического рас-
пределения по 9 факторам – 2.7% – фактор 6,
средняя погрешность по всем факторам – ме-
нее 1% и по спектру, и по топографии.

Результат факторного анализа тех же спек-
тров с тем же числом факторов представлен
на рис. 2(а). В последнем случае видно, что
результат разложения не имеет практически
никакого сходства с модельными компонен-
тами, несмотря на то, что суммарная точ-
ность приближения модельных спектров в
этом случае была лучше, чем при тензорном
разложении (величина невязки была на 10%
меньше). Последнее связано с тем, что фак-
торный анализ позволил учесть часть нало-
женного на спектры шума, не имеющего тен-
зорной структуры. Очевидно, что с помощью
подходящего факторного вращения можно
получить результат, весьма близкий к компо-

нентам модели (они принадлежат близким
подпространствам пространства данных) –
рис. 2(б). Проблема в том, что это можно сде-
лать, только зная заранее вид требующегося
решения.

Результаты факторного анализа спектров,
имеющих один компонент со случайной то-
пографией, представлены на рис. 2(в) и
рис. 2(г). Видно, что результаты анализа
спектров, составленных из 10 компонентов с
фиксированной топографией (рис. 2(б)) и
спектров, имеющих один компонент со слу-
чайной топографией (рис. 2(г)), мало разли-
чаются – факторный анализ не зависит от по-
стоянства топографии.

Пример результатов анализа реальных
спектров ЭЭГ представлен на рис. 3. Слева на
рисунке представлены спектры компонентов
(а), а справа – соответствующие им топо-
граммы (б). Видны два класса компонентов:
один с максимумом в диапазоне стандартно-
го дельта-ритма (0–4 Гц), другой – в диапазо-
не стандартного альфа-ритма (8–13 Гц). Ин-
тересно, что даже при увеличении числа фак-
торов до 24, большинство компонентов
относилось к этим же двум классам и для всех
шести испытуемых пилотной группы не воз-
никло ни одного компонента в диапазоне 20–
100 Гц. При этом при 6 факторах средняя по
группе погрешность аппроксимации (невяз-
ка) составляла 2.3 ± 0.62%, а при 24 факто-
рах – 0.6 ± 0.16%.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Результаты, полученные на модельных

спектрах, показывают, что тензорное разло-
жение воспроизводит компоненты модели
точнее, чем факторный анализ, даже после
вращения. Это может объясняться тем, что
факторный анализ может интерпретировать
не только дисперсию, связанную с компо-
нентами, но и часть дисперсии шума. Имен-
но поэтому итоговая невязка в факторном
анализе получается меньше, чем в тензорном.
Необходимо еще раз подчеркнуть, что ре-
зультаты факторного анализа можно сравни-
вать с компонентами модели только после
неочевидного факторного вращения, тогда
как тензорное разложение дает требуемые
компоненты непосредственно, без лишних
степеней свободы [Stegeman, Sidiropoulos,
2007].

Таким образом, тензорное разложение хо-
рошо воспроизводит компоненты модели, а

Рис. 2. Результаты факторного анализа тех же
спектров, что и на рис. 1: (а), (б) – 10 компонен-
тов с фиксированной топографией, (а) – до вра-
щения, (б) – после вращения; (в), (г) – 9 компо-
нентов с фиксированной и 1 компонент со слу-
чайной топографией, (в) – до вращения, (г) –
после вращения. Оси координат – те же, что на
рис. 1.
Fig. 2. The results of factor analysis of the same spec-
tra as in fig. 1: (а), (б) – 10 components with fixed
topography, (а) – before the rotation, (б) – after the
rotation; (в), (г) – 9 components with fixed topog-
raphy and 1 component with stochastic topography,
(в) – before the rotation, (г) – after the rotation. Co-
ordinate axes – same as in fig. 1.
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факторный анализ лучше аппроксимирует
модельные спектры. Тензорное разложение
более помехоустойчиво за счет использова-
ния тензорной структуры данных (дополни-
тельных связей между ними). Получается,
что тензорное разложение предпочтительнее
для компонентного анализа частотных диа-
пазонов ЭЭГ.

В то же время при наличии в модельных
спектрах компонента со случайной топогра-
фией факторный анализ аппроксимирует эти
спектры тем же числом факторов (10), что и
спектры, состоящие полностью из фиксиро-
ванных компонентов и приблизительно с той
же точностью (и приблизительно так же пло-
хо воспроизводит компоненты модели). То-
гда как при тензорном разложении этих спек-
тров количество составляющих увеличивает-
ся до 13 (число фиксированных факторов
плюс число различных топографий случай-
ного фактора). Отличие фактора 8 тензорно-
го разложения от соответствующего компо-
нента модели иллюстрирует редкое исключе-
ние из правил, описанных во введении, –
когда один компонент представляет часть
спектра другого компонента и при этом не
имеет фиксированной топографии, в плоско-
сти этих двух компонентов возможно враще-
ние. Это пример невыполнения критерия
единственности Краскела [Kruskal, 1977].

В общем, более высокая точность тензор-
ного разложения оплачивается дополнитель-
ными ограничениями, накладываемыми на
компоненты анализируемых спектров (по-
стоянство не только спектрального состава,
но и топографии), а также существенно боль-
шей сложностью (и, следовательно, продол-
жительностью) вычислительных процедур
[Bro, 1997].

Результаты применения тензорного разло-
жения для анализа реальных спектров ЭЭГ
пилотной группы испытуемых лишь частич-
но соответствуют принятому в литературе
(например, [Климеш, 1999]) делению ЭЭГ на
ритмы или частотные диапазоны. В то время,
как полученные новым методом результаты
соответствуют общепринятым в низкоча-
стотной части спектра (0–15 Гц – компонен-
ты дельта-, тета- и альфа-диапазонов), в вы-
сокочастотной части самостоятельных ком-
понентов обнаружено не было, несмотря на
использование относительной невязки, из-за
которого вклад высокочастотной (20–100 Гц)
части спектра в суммарную невязку в 4 раза
превосходил вклад низкочастотной части (0–

20 Гц). Более того, все полученные спек-
тральные компоненты не были локализова-
ны в узкой полосе частот: имея довольно уз-
кий спектральный максимум, все они имели
широкие “хвосты”, вплоть до 100 Гц.

Отсутствие самостоятельных компонентов
выше 20 Гц может быть связано с сильным за-
грязнением этого спектрального диапазона
электромиограммой [Whitham et al., 2007] и
тем, что активность мышц не соответствует
тензорной структуре.

Результаты, полученные на пилотной
группе испытуемых, дали новое представле-
ние о спектральных составляющих ЭЭГ (ши-
рокополосность ритмов), которые нуждают-
ся в дальнейшем подтверждении на большей
выборке и при иных физиологических состо-
яниях, что будет предметом отдельной работы.
В ней также предполагается описать использо-
вание результатов тензорного разложения для
определения мощности спектральных компо-
нентов ЭЭГ (путем разложения спектров по
полученному базису компонентов) и распро-
странения полученных индивидуальных ре-
зультатов для работы с группами испытуемых.

Рис. 3. Пример тензорного разложения реаль-
ных спектров ЭЭГ человека. (а) – нормирован-
ные спектры компонентов, (б) – нормирован-
ная топография компонентов (без интерполя-
ции, каждый квадрат отражает значение под
соответствующим электродом), (в) – схема рас-
положения электродов. Оси координат (а) – те
же, что на рис. 1.
Fig. 3. Example of tensor decomposition of real hu-
man EEG spectra. (а) – standardized components’
spectra, (б) – standardized components’ topogra-
phy (without interpolation, each square reflects the
value under corresponding electrode), (в) – elec-
trode layout scheme. Coordinate axes (а) – same as
in fig. 1.
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ВЫВОДЫ
1. Разработана модификация метода тен-

зорного разложения PARAFAC для анализа
спектров ЭЭГ человека.

2. Описанный метод решает поставленную
задачу определения спектральных и топогра-
фических характеристик компонентов ЭЭГ.

3. Результаты анализа модельных спектров
свидетельствуют о высокой точности нового
метода.

4. Сравнение результатов факторного и
тензорного разложения показало преимуще-
ство последнего: однозначность решения из-
за отсутствия вращений и большая помехо-
устойчивость (робастность).

5. Результаты анализа реальных спектров
ЭЭГ человека показали удовлетворительное
согласие с общепринятыми представлениями
о ритмах ЭЭГ в области частот от 0 до 15 Гц,
что требует дальнейших уточнений.
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MODIFICATION OF PARAFAC TENSOR DECOMPOSITION METHOD 
TO FIND BASIC COMPONENTS OF HUMAN EEG SPECTRA

V. Y. Novototsky-Vlasova,b,#, V. P. Kovalevb, and V. A. Tikhonovb

a Human Higher Nervous Activity Lab, Institute of Higher Nervous Activity and Neurophysiology of RAS, Moscow, Russia
b Clinical Neurophysiology Lab, Serbsky Federal Medical Research Center of Psychiatry and Narcology, 

Russian Ministry of Health, Moscow, Russia
#e-mail: vnovot@mail.ru

Modification of PARAFAC tensor decomposition method for human EEG spectra analysis and its
differences from the standard algorithm are described with the purpose of formal EEG description.
The method allows taking into account individual EEG characteristics during EEG description and
analysis. The results of application of the new method to the analysis of the model spectra indicate
its high precision in model components reconstruction. Comparison of the results of factor and ten-
sor decomposition of the model spectra revealed the superiority of the latter method: the unambi-
guity of the solution because of the absence of factor rotations and the greater robustness. The re-
sults of real human EEG spectra analysis demonstrated satisfactory agreement with conventional
notions on EEG rhythms in the frequency range from 0 to 15 Hz as well as a broadband character
of all EEG spectral components.

Keywords: EEG spectrum, EEG rhythms, tensor decomposition, approximation discrepancy, nor-
malized components’ spectra, normalized components’ topography
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