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Рассмотрены методы, применяющиеся для обработки результатов по биению осцилляций Шубнико-
ва – де Гааза в двумерных электронных системах со снятым спиновым вырождением. Предложен крите-
рий возникновения узлов биений в системах с нелинейной зависимостью энергии уровней Ландау от маг-
нитного поля, и на его основании получена формула, описывающая положения узлов в двумерных элек-
тронных системах со спектром Бычкова –Рашба. Формула была использована для интерпретации первых
наблюдений биений, выполненных в дырочных каналах кремниевых полевых транзисторов. Установлено,
что эта формула хорошо описывает экспериментальные данные, полученные для электронов в кванто-
вых ямах InGaAs, что является свидетельством доминирования в этих образцах спинового расщепления,
обусловленного асимметрией потенциальной ямы (механизм Бычкова –Рашба). Получены свидельства
того, что в квантовых ямах InAs вклад в спиновое расщепление дает также отсутствие центра инверсии
в объемном материале (механизм Дрессельхауза). Показано, что широко применяемый метод обработки
данных по биению осцилляций, базирующийся на использовании преобразования Фурье, в случае дву-
мерных электронных систем со спектром Бычкова –Рашба не позволяет получить правильные значения
параметра спин-орбитального взаимодействия.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В 1984 году Бычков и Рашба опубликовали рабо-
ты [1,2], в которых для описания спин-орбитального
взаимодействия в двумерных электронных системах
(ДЭС), формируемых в асимметричных квантовых
ямах, был предложен гамильтониан, допускающий
точное решение, в том числе и в квантующем маг-
нитном поле, перпендикулярном плоскости систе-
мы. Соответствующие формулы для энергетическо-
го спектра имеют вид [1, 2]

ε±(k) = �
2k2/2m∗ ± α|k| (H = 0), (1)

ε±n = �ωc

(
n±

√
δ2 + γ2n

)
(n = 1, 2, . . .),

ε0 = �ωcδ.
(2)

* E-mail: dorozh@issp.ac.ru

Здесь α — параметр, характеризующий величину
спин-орбитального взаимодействия в ДЭС, k —
волновой вектор двумерных электронов, m∗ —
эффективная масса, ωc = |e|H/m∗c — циклотрон-
ная частота электронов в магнитном поле H ,
γ2 = 2α2m∗/�3ωc,

δ =
1

2

(
1− gm∗

2m

)
=

1

2

(
1− gμBH

�ωc

)
, (3)

g — g-фактор электрона, m — масса свободного
электрона, μB — магнетон Бора. Уровень ε0 есте-
ственным образом попадает либо в серию уров-
ней ε+n при δ > 0, либо в серию ε−n при δ < 0.
В этом спектре спиновое расщепление в нулевом
поле пропорционально волновому вектору состоя-
ния, а энергия уровней в квантующем магнитном
поле нелинейно зависит от величины поля. Такой
спектр теперь широко известен как спектр Быч-
кова –Рашба (БР), а предложенный гамильтониан
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широко используется для расчетов различных эф-
фектов в ДЭС со спин-орбитальным взаимодействи-
ем. Этот результат привлек внимание к возмож-
ности [3] управлять спиновой поляризацией элек-
тронов в немагнитных полупроводниках при помо-
щи затворного напряжения в полевых транзисторах,
что привело к появлению целого направления иссле-
дований в спинтронике.

Во многих случаях спиновое расщепление в ДЭС
невелико по сравнению с энергией Ферми, что при-
водит к возникновению в нулевом магнитном поле
двух близких поверхностей Ферми (контуров в дву-
мерном случае). Тогда при квазиклассическом рас-
смотрении можно ожидать появления двух близких
значений частот квантовых осцилляций в магнит-
ном поле и их биений. Такие биения очень чувстви-
тельны к величине спинового расщепления и, как
будет показано ниже, позволяют измерять его вели-
чину.

В данной аботе сформулирован квантовый каче-
ственный критерий возникновения узла биений ос-
цилляций Шубникова – де Гааза (ШдГ), примени-
мый к ДЭС с нелинейной зависимостью уровней
магнитного квантования от величины поля и ос-
нованный на соотношении между различными ще-
лями в спектре. На основании этого критерия бы-
ла получена [4] формула для положения узлов
биений в ДЭС со спектром БР, позже подтвер-
жденная последовательным теоретическим анали-
зом [5, 6]. На примере биений осцилляций ШдГ
в дырочных каналах кремниевых полевых транзи-
сторов продемонстрирован механизм работы пред-
ложенного критерия. Проанализированы экспери-
ментальные данные ряда наиболее цитируемых ра-
бот по биению осцилляций в квантовых ямах InGaAs
и полевых транзисторах с электронными каналами
в таких ямах. Показано, что они хорошо описывают-
ся полученной формулой. Уточнены данные по за-
висимости параметра спин-орбитального взаимодей-
ствия от плотности электронов в полевых тран-
зисторах. Получено свидетельство того, что спи-
новое расщепление в квантовых ямах InAs явля-
ется результатом как асимметрии квантовой ямы,
так и отсутствия центра инверсии в объемном ма-
териале (механизм Дрессельхауза). Выполнен ана-
лиз широко используемого метода обработки дан-
ных по биению осцилляций ШдГ в ДЭС с исполь-
зованием преобразования Фурье, и продемонстриро-
вана необоснованность его применения к системам
со спектром БР.

2. ФОРМУЛА ДЛЯ УЗЛОВ БИЕНИЙ
КВАНТОВЫХ ОСЦИЛЛЯЦИЙ В ДЭС
СО СПЕКТРОМ БЫЧКОВА–РАШБА

Как хорошо известно, квантование энергетиче-
ского спектра электронов в магнитном поле при-
водит к магнитоосцилляциям различных величин,
как термодинамических, так и кинетических (на-
пример, осцилляции де Гааза – ван Альфена магнит-
ного момента и осцилляции ШдГ компонент тен-
зоров магнитосопротивления и магнитопроводимо-
сти). Считается хорошо установленным, что в ДЭС
осцилляции кинетических коэффициентов отража-
ют осцилляции термодинамической плотности со-
стояний D = dns/dμ, совпадающей в случае невза-
имодействующих электронов при нулевой темпе-
ратуре с плотностью одноэлектронных состояний
на уровне Ферми. Здесь ns — плотность двумерных
носителей заряда, а μ — величина их химического
потенциала. В ДЭС минимумы термодинамической
плотности состояний соответствуют заполнению це-
лого числа j спиновых подуровней, и их положение
по магнитному полю H описывается формулой

ns = jN0,

где N0 = |e|H/hc — вырожденность одного под-
уровня, а j — целое число. В случае разрешенных
подуровней j = 1, 2, 3, . . . , т. е. минимумы плотно-
сти состояний существуют при всех целочисленных
значениях факторов заполнения ν = ns/N0. Более
распространенным, однако, является случай суще-
ственного уширения уровней за счет флуктуаций
случайного потенциала, который и будет рассматри-
ваться ниже. В случае периодической системы уров-
ней их уширение, однако, сохранит минимумы плот-
ности состояний между всеми уровнями и перио-
дичность магнитоосцилляций не изменится. В ДЭС
со спектром Ландау,

ε(L)±
n = �ωc

(
n− 1

2

)
± gμB

H

2
,

энергетические щели различны по величине, и за-
частую в осцилляциях ШдГ проявляются только
бо́льшие из них. В результате, в зависимости от со-
отношения между циклотронным и зеемановским
расщеплениями, минимумы осцилляций наблюда-
ются при четных или нечетных значениях j фак-
торов заполнения, что выглядит как группировка
уровней в пары. В случае более сложного энергети-
ческого спектра с нелинейной зависимостью энер-
гии уровней от магнитного поля при изменении по-
ля может происходить изменение характера «спа-
риваемых» уровней, сопровождающееся изменением
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четности факторов заполнения в минимумах осцил-
ляций. В осцилляционной картине такое изменение
выглядит как изменение фазы осцилляций на π, т. е.
возникновение узла осцилляций.

При монотонном изменении энергии уровней
в зависимости от магнитного поля нетрудно напи-
сать условие изменения четности фактора заполне-
ния в минимумах как равенство энергетических рас-
щеплений Δj , в которых оказывается уровень Фер-
ми при изменении фактора заполнения j на единицу
(и, соответственно, изменении четности этого фак-
тора). Применительно к спектру (2) это условие за-
писывается в виде

Δ2n+p+1 ≡ ε−n+p+1 − ε+n = ε+n − ε−n+p ≡ Δ2n+p. (4)

Здесь p = 0, 1, 2, . . . Разность энергий в левой
(правой) части уравнения вычисляется в маг-
нитном поле H2n+p+1 = hcns/e(2n + p + 1)

(H2n+p = hcns/e(2n + p)), соответствующем
фактору заполнения ν = 2n + p + 1 (ν = 2n + p).
В итоге получаем

Δ2n+p+1 =

=
2EF0

2n+ p+ 1

[
p+ 1−

√
δ2 + 2λ2n(2n+ p+ 1)−

−
√
δ2 + 2λ2(2n+ p+ 1)(n+ p+ 1)

]
, (5)

Δ2n+p =
2EF0

2n+ p

[−p+√
δ2 + 2λ2n(2n+ p) +

+
√
δ2 + 2λ2(2n+ p)(n+ p)

]
. (6)

Здесь EF0 = π�2ns/m
∗, т. е. величина, равная энер-

гии Ферми вырожденного по спину электронно-
го газа в нулевом магнитном поле; λ2 = E0/EF0

(E0 = m∗α2/2�2). Решая уравнение (4) с учетом ра-
венств (5) и (6) при условии λ � 1 и пренебрегая
единицей по сравнению с n, получаем выражение
для фактора заполнения Np, соответствующего уз-
лу с номером p:

λNp =
√
(2p+ 1)2/16− δ2. (7)

Важным результатом такого рассмотрения являет-
ся связь четности номера p узла с четностью номе-
ров осцилляций по разные стороны от него. Можно
показать [4], что четные (нечетные) значения p со-
ответствуют переходу от четных (нечетных) номе-
ров осцилляций в слабых магнитных полях к нечет-
ным (четным) в сильных. Естественно, что абсо-
лютная точность определения факторов заполне-
ния, соответствующих узлу, по формуле (7) не мо-
жет быть лучше единицы. Как будет показано ни-
же сравнением с вычисленными осцилляциями ШдГ

для спектра БР (см. ниже рис. 1 и 6), приведен-
ная формула хорошо описывает положения узлов,
которые обычно наблюдаются при больших значе-
ниях факторов заполнения. Из формулы (7) пря-
мо получается удобное для обработки эксперимен-
тальных результатов выражение для положения уз-
лов Hp в перпендикулярном магнитном поле:

1

H2
p

=
�
2e2

2πnsα2m∗2c2
[ (2p+ 1)2

16
− δ2

]
. (8)

Относительно изменения положения узлов в на-
клонном магнитном поле см. работы [7,8]. Отметим,
что сформулированный выше критерий был также
использован при описании квантовых осцилляций
в работе [9].

3. БИЕНИЯ ОСЦИЛЛЯЦИЙ
ШУБНИКОВА–ДЕ ГААЗА В ДЫРОЧНЫХ
КАНАЛАХ КРЕМНИЕВЫХ ПОЛЕВЫХ

ТРАНЗИСТОРОВ

Впервые1) эффект биений осцилляций ШдГ
в ДЭС был обнаружен в работе [4] на образцах
дырочных каналов кремниевых полевых транзисто-
ров, т. е. в системе с центром инверсии в объемном
материале, в которой спиновое расщепление пол-
ностью определяется асимметрией квантовой ямы.
Пример такого биения приведен на рис. 1. В узле
биения, отмеченном темной вертикальной стрелкой,
амплитуда осцилляций имеет локальный минимум,
а фаза осцилляций меняется на π. Вдали от узла
значения факторов заполнения в соседних мини-
мумах осцилляций ШдГ различаются на двойку.
В результате минимумы осцилляций ШдГ левее
узла наблюдаются при четных факторах заполне-
ния уровней, а правее — при нечетных. В терминах
спектра Ландау с зеемановским расщеплением это
феноменологически могло бы интерпретироваться
как превалирование циклотронного расщепле-
ния в слабых магнитных полях и зеемановского
в сильных. Таким образом, именно биения, со-
провождающиеся изменением четности факторов
заполнения в минимумах осцилляций, являются
свидетельством нелинейных зависимостей цикло-

1) Фактически картина биений на таких образцах наблю-
далась ранее в работе [10], однако не была идентифицирова-
на. Особенности осцилляций ШдГ, наблюдавшиеся в дыроч-
ных каналах гетероструктур GaAs/AlGaAs в работах [11,12],
очевидно, указывают на наличие двух групп носителей с су-
щественно различающимися плотностями и не имеют формы
биений.
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тронного и спинового расщеплений от магнитного
поля.

Естественно, что изменение положения узла при
неизменной плотности дырок сопровождается сме-
ной минимумов на максимумы (и наоборот) меж-
ду двумя различными положениями узла, как это
демонстрируется экспериментальными результата-
ми на рис. 2. Узлы осцилляций в этом эксперимен-
те [13] смещались приложением к образцу одноосной
деформации растяжения или сжатия при постоян-
ной плотности дырок. На рис. 2 показаны результа-
ты для деформации сжатия.

В работе [4] было показано, что биения осцил-
ляций ШдГ присущи спектру БР с уширенными
уровнями, и была получена формула (8). Расче-
ты магнитосопротивления для ДЭС с таким спек-
тром представлены на рис. 1 светлыми кривыми.
Для согласования экспериментальной и теоретиче-
ской кривых использовались два подгоночных па-
раметра: транспортное время релаксации, которое
было принято равным квантовому и оказалось близ-
ким ко времени, определенному из подвижности об-
разца, и величина α. Первый из этих параметров
определял абсолютную величину амплитуды осцил-
ляций, а второй — положение узла. Результаты рас-
чета демонстрируют эффект биений с узлом в маг-
нитном поле, положение которого хорошо согласует-
ся с вычисленным по формуле (8). Представленные
треугольниками значения энергетических расщеп-
лений на уровне Ферми для неуширенного спектра
при целочисленных значениях факторов заполне-
ния ν демонстрируют выполнение критерия равен-
ства расщеплений для двух соседних факторов за-
полнения, использованного для определения поло-
жения узлов. Можно показать, что полуцелые зна-
чения p в формуле (8) определяют величины маг-
нитных полей, в которых происходит пересечение
уровней, и, следовательно, одна из энергетических
щелей на уровне Ферми обращается в нуль. Этот
факт виден из результатов вычисления щелей, пред-
ставленных на рис. 1(b), и вычисленной для p = 5/2

величины магнитного поля, отмеченной двунаправ-
ленной светлой стрелкой.

Отметим, что снятие спинового вырождения
в ДЭС, создаваемых в асимметричных квантовых
ямах, было отмечено уже в первых численных рас-
четах (см., например, работу [14] и обзор [15]) энер-
гетического спектра дырочных каналов кремниевых
полевых транзисторов в нулевом магнитном поле,
основанных на гамильтониане Латтинжера. Вычис-
ленное расщепление демонстрирует кристалличе-
скую анизотропию. При использовании симметрич-

Рис. 1. Экспериментальные и расчетные зависимости
магнитосопротивления Rxx, нормированные на их зна-
чения R0 в нулевом магнитном поле (сплошные кривые
на рис. (a) и (b)). Расчетная кривая на рис. (a) сдвинута
вниз на 0.1. На рис. (b) эти зависимости показаны в уве-
личенном масштабе для лучшей демонстрации эффекта
биения осцилляций. На этом же рисунке треугольниками
приведены вычисленные величины энергетических щелей
на уровне Ферми ΔF (правая шкала) для неуширенных
уровней спектра (2). Измерения выполнены на образце по-
левого транзистора с дырочным каналом на поверхности
Si (110), имеющем плотность дырок ns = 2.27 · 1012 см−2.
Все вычисления выполнены для этой плотности и значе-
ний параметров спектра α = 2.48 · 10−10 эВ · см, δ = 1.08,
m∗ = 0.35m. При расчете магнитосопротивления исполь-
зованы одинаковые значения квантового времени τq и вре-
мени импульсной релаксации τ , равные 0.52 пс. Сплошны-
ми темными стрелками на обоих рисунках отмечены экс-
периментальные положения узла биений. Светлой однона-
правленной (двунаправленной) стрелкой на рис. (b) пока-
зано положение узла (равного нулю расщепления между
соседними энергетическими уровнями на уровне Ферми),

вычисленное по формуле (8) для p = 2 (p = 5/2)

601



С. И. Дорожкин ЖЭТФ, том 162, вып. 4 (10), 2022

Рис. 2. Изменение картины осцилляций ШдГ в дырочном
канале на поверхности Si(110) при приложении одноосного
механического напряжения сжатия 4 кбар вдоль направле-
ния [001]. ns = 2.7 ·1012 см−2. Однонаправленные стрелки
указывают положения узлов осцилляций ШдГ. Двунаправ-

ленная стрелка отмечает инверсию осцилляций

ной формы гамильтониана Латтинжера это расщеп-
ление оказывается пропорциональным третьей сте-
пени модуля волнового вектора. Так что использова-
ние спектра БР для последовательного количествен-
ного анализа результатов и получения параметров
спектра двумерных дырок представляется необос-
нованным. Наиболее достоверные из существующих
расчеты спектра двумерных дырок в квантующем
магнитном поле были выполнены в работе [16],
в центре внимания которой как раз было описа-
ние биения осцилляций, наблюденного в работе [4].
Автору удалось количественно описать эксперимен-
тальную зависимость положения узла от плотности
дырок и удовлетворительно объяснить эффект од-
ноосной деформации. Правда, для такого описания
понадобились значения параметров гамильтониана
Латтинжера, несколько отличающиеся от общепри-
нятых.

4. БИЕНИЯ ОСЦИЛЛЯЦИЙ
ШУБНИКОВА–ДЕ ГААЗА В ДВУМЕРНЫХ

ЭЛЕКТРОННЫХ КАНАЛАХ

Биения осцилляций ШдГ в электронных ка-
налах были обнаружены в образцах с квантовы-
ми ямами узкозонных полупроводников InAs [17]
и InGaAs [18]. Эти результаты послужили триггером
исследований биений осцилляций ШдГ и характе-
ризумого ими спин-орбитального расщепления в та-
ких полупроводниках. Хотя авторы работ [17–20]

интерпретировали свои результаты в терминах спек-
тра БР, возникающего в асимметричных кванто-
вых ямах (structure inversion asymmetry, SIA), для
таких материалов всегда остается вопрос, не свя-
зано ли спиновое расщепление с отсутствием цен-
тра инверсии в массивном материале (bulk inversion
asymmetry, BIA). Как будет показано ниже, ответ
на этот вопрос можно получить, анализируя экс-
периментальные результаты по биению осцилляций
ШдГ, в частности, с использованием формулы (8).
Как показали результаты обработки [7] данных ра-
боты [18] (см. также рис. 3), эта формула очень хоро-
шо описывает положение узлов биений осцилляций
по магнитному полю и позволяет определить как
величину параметра α, так и величину g-фактора
электронов.

Рис. 3. Зависимости положений 1/H2
p узлов биений ос-

цилляций ШдГ в гетероструктурах с двумерной электрон-
ной системой в слоях InxGa1−xAs от (2p+ 1)2/16. Темные
значки — результаты для трех образцов различного со-
става (величины x) из работы [18]. Светлыми символами
приведены данные из работ [21] (кружки), [22] (треуголь-
ники) и [23] (квадраты). Прямые линии проведены через
экспериментальные точки по методу наименьших квадра-
тов. Вертикальная штриховая линия отмечает значение

(2p+ 1)2/16 = 1/4

На рис. 3 приведены результаты обработки экс-
периментальных данных для двумерных электронов
в квантовых ямах InGaAs, полученных как в ра-
боте [18], так и в более поздних работах, в кото-
рых наблюдалось несколько узлов биений. В вы-
бранных в соответствии с формулой (8) коорди-
натах все данные описываются прямыми линия-
ми, пересекающими горизонтальную ось в близ-
ких точках со значениями, немного превышающи-
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ми 0.25. Согласно формуле (8), эти значения равны
δ2 = (1− gm∗/2m)2/4 и должны быть немного боль-
ше 0.25 в силу малых значений эффективной массы
m∗ и отрицательного значения g-фактора в InGaAs.
Так, для образцов, использованных в работе [18],
эффективная масса равнялась 0.046m, а обработ-
ка данных [7] в наклонном магнитном поле дала
значение g = −2.6, что очень хорошо согласуется
с величинами отрезков, отсекаемых соответствую-
щими прямыми на горизонтальной оси. Правиль-
ность нумерации узлов p подтверждается тем фак-
том, что, как нами было проверено, факторы за-
полнения в минимумах осцилляций в сильных маг-
нитных полях (превышающих положение последне-
го по полю узла) являются четными. Из наклона
прямых можно определить параметр α, величины
которого для образцов, представленных на рис. 3,
оказались одного масштаба: α = 3.7 · 10−10 эВ · см
(образец A [18]), α = 4.2 · 10−10 эВ · см (образец
B [18]), α = 2.8 · 10−10 эВ · см (образец С [18]),
α = 5.3 · 10−10 эВ · см [21], α = 4.5 · 10−10 эВ · см [22],
α = 6.9 · 10−10 эВ · см [23].

Результаты, представленные на рис. 3, указы-
вают на то, что в квантовых ямах InGaAs основ-
ным механизмом снятия спинового вырождения яв-
ляется механизм БР. Это заключение подкрепля-
ется обсуждаемыми ниже данными, приведенными
на рис. 4, а также результатами работы [21], в кото-
рой наблюдалось исчезновение биений осцилляций
ШдГ в специально изготовленной гетероструктуре
с симметричной архитектурой.

В полевых транзисторах с проводящими кана-
лами в квантовых ямах InGaAs при изменении за-
творного напряжения удалось наблюдать изменение
картины биений осцилляций ШдГ, связанное с из-
менением как плотности электронов, так и величи-
ны параметра α. Таким образом, удалось управлять
спиновой поляризацией при помощи электрическо-
го поля, реализовав идеи работы [3]. Эти резуль-
таты, однако, были почти исключительно получе-
ны из фурье-спектра осцилляций. Как будет пока-
зано ниже, использованный метод дает неудовле-
творительные результаты для систем со спектром
БР. На этом основании мы провели обработку дан-
ных этих экспериментов с использованием форму-
лы (8), и на рис. 4 приводим полученные зависимо-
сти параметра α от плотности электронов в поле-
вых транзисторах. Для кривых, на которых наблю-
далось несколько узлов биений, параметры α и δ2

определялись независимо аналогично тому, как это
делалось для данных, показанных на рис. 3. При
этом аналогично результатам на рис. 3 узел в самом

Рис. 4. Зависимости параметров спин-орбитального взаи-
модействия α от плотности электронов в InGaAs-каналах
полевых транзисторов, полученные на основании ориги-
нальных экспериментальных данных работ [24] (ромбы),
[25] (кружки) и [21] (квадраты). Сплошными линиями по-

казаны зависимости α ∝ n
−1/2
s

сильном поле имел номер p = 1. Для кривых с един-
ственным узлом биений мы проверяли, что миниму-
мы осцилляций в магнитных полях, превышающих
положение узла, соответствуют четным факторам
заполнения, и приписывали этому узлу номер p = 1,
значение же δ2 определялось из кривых с несколь-
кими узлами, измеренных при других затворных на-
пряжениях.

Данные на рис. 4 демонстрируют уменьшение
параметра α с возрастанием плотности двумерных
электронов ns, которое сопровождается возрастани-
ем электрического поля между ДЭС и поверхностью
гетероструктуры, на которую был нанесен затвор
полевого транзистора. Этот результат свидетель-
ствует о доминировании механизма БР, поскольку
увеличение упомянутого электрического поля дела-
ет профиль потенциала в направлении роста струк-
туры более симметричным в силу того, что в этих
образцах слой селективного донорного легирования
и затвор располагались по разные стороны от кван-
товой ямы. В приведенных на рис. 4 результатах за-
служивает внимания зависимость α ∝ n

−1/2
s , объ-

яснение которой требует детального теоретическо-
го анализа.

Если приведенные выше результаты для кван-
товых ям InGaAs полностью соответствуют SIA
со спектром БР, наблюдения биений осцилляций
в квантовых ямах InAs, включая первые сообще-
ния [17, 19], как будет показано ниже, в эту кар-
тину не укладываются. Обработка [19] результатов
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работы [17] показала необходимость использования
положительного значения g-фактора для описания
результатов спектром БР. В согласии с этим за-
ключением при обработке результатов по форму-
ле (8) положения узлов попадают на прямую, пе-
ресекающую горизонтальную ось в точке с коорди-
натой 0.125 < 0.25 (см. рис. 5), что соответству-
ет положительному значению величины g-фактора.
Этот факт, однако, не помешал авторам работы [19]
сделать заключение о том, что наблюдаемый ими
эффект связан именно с механизмом БР. Это за-
ключение представляется нам неверным, так как
g-фактор в массивном InAs отрицателен, g = −15.
Здесь уместно отметить, что энергетический спектр,
обусловленный спиновым расщеплением в объемном
материале без центра инверсии (механизм Дрессель-
хауза), в сферически-симметричном приближении
имеет такой же вид, как и спектр (2), с тем отли-
чием, что входящая в него величина δ в этом случае
равна δD = −(1/2)(1 + gm∗/2m) [26, 27] и, следова-
тельно, величина δ2D должна быть меньше 0.25 при
g < 0. Этот результат заставляет думать, что спино-
вое расщепление, наблюдавшееся в работах [17, 19],
в основном обусловлено механизмом Дрессельхауза.

Рис. 5. Зависимости положений 1/H2
p узлов биений ос-

цилляций ШдГ в гетероструктурах с двумерной электрон-
ной системой в слоях InAs от (2p + 1)2/16 для данных
работ [17, 28, 29] (соответственно квадраты, кружки, тре-

угольники)

Нами были обработаны еще несколько результа-
тов, полученных для двумерных электронов в кван-
товой яме InAs (см. рис. 5). В этом случае, в от-
личие от данных на рис. 3, прямые пересекают го-
ризонтальную ось в существенно различных точках
(x0 = 0.125, x0 = 0.28 и x0 = 0.24) для данных

работ соответственно [17, 28] и [29]. Такое поведе-
ние указывает на то, что в исследованных образцах
InAs в спиновое расщепление дают вклад механиз-
мы как BIA, так и SIA, относительная роль которых
определяется формой квантовой ямы, т. е. архитек-
турой конкретной гетероструктуры. Это заключе-
ние находится в полном согласии с результатами ра-
боты [30], где удалось обнаружить и разделить оба
вклада. В присутствии обоих механизмов при малой
величине зеемановского расщепления возможно ис-
чезновение биений осцилляций ШдГ [31,32], как это
наблюдалось в слое InAs в работе [33].

В свете предыдущего обсуждения результатов
работ [17,19] вопрос о применимости механизма БР
мог бы возникнуть и на основании результатов рабо-
ты [24], выполненной на ДЭС в слое InGaAs. Авто-
ры этой работы при обработке результатов в рамках
спектра БР фактически произвольно выбрали поло-
жительное значение g-фактора g = 4, что соответ-
ствует δ2 = 0.203 < 0.25 при использованном в рабо-
те значении эффективной массы m∗ = 0.05m. Авто-
рам, однако, не удалось подогнать положения обо-
их наблюдающихся узлов биений осцилляций ШдГ
единым выбором параметра α, и на рис. 5 ими были
представлены два значения этого параметра, опре-
деляемые из положений двух разных узлов. Меж-
ду тем положения обоих узлов могут быть описа-
ны при использовании одного набора параметров
в спектре (2). Так, из данных, приведенных на рис. 4
работы [24] для Vg = 0.3 В, нами были получены
следующие значения параметров δ2 = 0.267 > 0.25

(g ≈ −1.4), α = 6.38 · 10−10 эВ · см. В рабо-
те [24] из тех же данных при g = 4 получены два
значения α, равные примерно 6.4 · 10−10 эВ · см
и 6.9 · 10−10 эВ · см.

5. ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ АНАЛИЗА ФУРЬЕ
ДЛЯ ОПИСАНИЯ БИЕНИЙ ОСЦИЛЛЯЦИЙ

ШУБНИКОВА–ДЕ ГААЗА

К сожалению, хотя в большинстве эксперимен-
тальных работ данные по биениям осцилляций ШдГ
качественно интерпретировались в терминах спек-
тра БР, для получения параметров этого спек-
тра обычно использовались приближенные подхо-
ды (см, например, обзор [34]), зачастую приво-
дившие к неверным результатам. Одним из та-
ких широко использовавшихся подходов, предло-
женным в работе [25], являлась обработка экспери-
ментальных кривых магнитосопротивления при по-
мощи быстрого преобразования Фурье, дававшего
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Рис. 6. Осцилляции ШдГ в зависимости от фактора за-
полнения ν, обратно пропорционального магнитному по-
лю, вычисленные для ДЭС со спектром (2) и парамет-
рами δ2 = 0.294, α = 5.34 · 10−10 эВ · см, полученны-
ми из обработки экспериментальных данных, приведенных
на рис. 3 работы [21] (показаны на рис. 3 светлыми круж-
ками). Плотность электронов ns = 6.1 · 1011 см−2, эффек-
тивная масса m∗ = 0.037m. Рисунки (a)–(c) соответству-
ют разным факторам заполнения и различным шкалам
для величины магнитосопротивления. Темными (светлы-
ми) треугольниками отмечены положения узлов осцилля-
ций, определенные из эксперимента [21] (расчета по фор-

муле (8))

обычно два пика с близкими значениями F1 и F2

частоты (имеющей размерность магнитного поля)
в полученном фурье-спектре (F2 > F1). Из этих
двух частот определялись две плотности электронов
nsj = eFj/hc, которые приписывались двум ветвям
закона дисперсии в нулевом магнитном поле. Для
спектра ε± = �

2k2/2m∗ ±αk из величины площадей
на плоскости квазиимпульсов, занимаемых электро-
нами каждой из ветвей, πk2F1 и πk2F2, где kF1,F2 —

значения фермиевских квазиимпульсов для соответ-
ствующих ветвей, можно прямо получить формулу,
связывающую плотности электронов на этих вет-
вях, ns1 и ns2, c параметром α:

α =
�
2

m∗
√
π(
√
ns2 −√

ns1) ≈ �
2Δns

m∗

√
π

2ns
. (9)

Здесь Δns = ns2 − ns1 и ns = ns1 + ns2. Значе-
ние параметра α вычисляется из положения пиков
в фурье-спектре по формуле (9). Такой подход явля-
ется чересчур упрощенным, его основным недостат-
ком является неадекватность описания картины би-
ений осцилляций в ДЭС со спектром (2) в терминах
осцилляций двух фиксированных частот, не завися-
щих от магнитного поля. Разложение в ряд осцил-
ляций плотности состояний на уровне Ферми для
спектра (2) было выполнено в работе [6], где в глав-
ном порядке по фактору Дингла exp(−π/ωcτq) (τq —
квантовое время релаксации) было получено следу-
ющее выражение:

D(εF ) = −m∗

π�2
exp

(
− π

ωcτq

)
cos

(
2
πεF
�ωc

)
×

× cos

⎛⎝2π
√
δ2 +

α2k̃2F
�2ω2

c

⎞⎠ . (10)

Здесь k̃2F = (k2F1 + k2F2)/2. Из этого выражения сле-
дует, что разностная частота, стоящая в последнем
сомножителе и определяющая положение узлов би-
ений осцилляций ШдГ, зависит от магнитного поля.
Приравняв нулю этот сомножитель, мы воспроизве-
дем формулу (8).

Чтобы оценить степень точности получения па-
раметра α описанным выше методом, основанным
на использовании двух фиксированных значений
частот из преобразования Фурье, мы выполнили
расчет осцилляций ШдГ для ДЭС со спектром БР,
результаты которого приведены на рис. 6 в зави-
симости от фактора заполнения уровней Ландау
ν = ns/N0, обратно пропорционального магнитному
полю. Параметры спектра были выбраны так, что-
бы описать положения узлов, наблюдавшихся в ра-
боте [21], формулой (8). На рис. 6 видно прекрас-
ное согласие положений этих узлов с вычисленными
положениями, а также с положениями узлов в рас-
четных кривых магнитосопротивления. Этот факт
демонстрирует доминирование механизма БР в спи-
новом расщеплении исследованной ДЭС, а также
хорошую применимость формулы (8) для описания
положения узлов осцилляций ШдГ в ДЭС со спек-
тром БР.
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Рис. 7. Амплитуда быстрого преобразования Фурье осцил-
ляций ШдГ, представленных на рис. 6. Вертикальными
штриховыми линиями отмечены положения максимумов

фурье-спектра, f1 и f2

Результат быстрого преобразования Фурье пол-
ной картины магнитоосцилляций, представленных
на рис. 6, приведен на рис. 7. В этом случае частота
размерности не имеет, а Δns = ns(f2 − f1)/(f1 + f2).
Если теперь воспользоваться формулой (9), то мы
получим значение α = 4.0 · 10−10 эВ · см, которое
заметно меньше значения α = 5.34 · 10−10 эВ · см,
заложенного в расчет магнитоосцилляций.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, для двумерных электронных си-
стем со спектром БР в работе представлен и обос-
нован простой и точный метод определения пара-
метров этого спектра из картины биений квантовых
магнитоосцилляций. Проанализированы различные
методы обработки данных, применявшиеся в других
работах, и исправлены результаты, полученные при
помощи неудовлетворительных методов.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
Госзадания Института физики твердого тела РАН.
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