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Статья посвящена практически новым модельным представлениям локально-нерав-
новесного теплопереноса в терминах нестационарной теплопроводности для урав-
нений гиперболического типа (волновых уравнений), а также динамическим моде-
лям теплового удара на основе волновых уравнений. Приведенные в статье результа-
ты практически открывают самостоятельное научное направление в аналитической
теплофизике и в теории теплового удара, а именно: исследование термической реак-
ции твердых тел канонической формы конечных размеров на интенсивный нагрев и
охлаждение в условиях локально-неравновесного процесса теплообмена. Указанное
направление потребовало развитие специального аппарата операционного исчисле-
ния ввиду появления в аналитических решениях модельных задач в пространстве
изображений по Лапласу нестандартных операционных изображений, оригиналы
которых неизвестны и отсутствуют в справочниках по операционному исчислению.
Приведенные изображения являются характерными для операционных решений
широкого класса обобщенных краевых задач для уравнений гиперболического типа
в теории теплопроводности, диффузии, гидродинамики, колебаний, распростране-
нии электричества, термомеханики и других направлений науки и техники. Приве-
дены иллюстративные примеры аналитических решений конкретных модельных за-
дач локально-неравновесного теплообмена и теории теплового удара для конечной
области как в классической, так и в обобщенной постановках (последнее с учетом
конечной скорости распространения теплоты). Выявлены характерные особенности
функциональных конструкций в качестве аналитических решений рассмотренных
математических моделей.
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ВВЕДЕНИЕ

Классические модели аналитической теории переноса теплоты обязаны своим по-
явлением линейному градиентному соотношению Фурье

= −λ( , ) grad ( , ),q M t T M t
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с которым он выступил в докладе “О распространении тепла в твердом теле” в Париже в
1807 году. В законченном виде Фурье представил свою теорию в 1822 г. в работе “Аналити-
ческая теория тепла”, которую Кельвин назвал “великой математической моделью” [1].
Вместе с уравнением энергии для изотропных твердых тел

Закон Фурье приводит к уравнению параболического типа для нестационарного теп-
лопереноса вида

(1)

и соответствующим для (1) краевым задачам с начальным и граничными условиями

(2)

(3)

Здесь  – конечная или частично ограниченная выпуклая область изменения
 кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая область  внеш-

няя нормаль к  (вектор, непрерывный в точках  Входящие в (1)–(3) параметры –
теплофизические характеристики среды, постоянные величины в интервале темпера-
тур, не выходящих за точки перехода [2]. В литературе неоднократно отмечались неко-
торые парадоксы при использовании модельных представлений (1)–(3): отсутствие
инерционности процесса теплопроводности в законе Фурье в виду неучета механизма
переноса теплоты элементарными частицами вещества (электронами, молекулами,
ионными решетками) и времени релаксации, связанного со временем свободного
пробега микрочастиц и, как следствие, вытекающий из аналитических решений моде-
лей (1)–(3), вывод о бесконечной скорости распространения теплоты; сингулярный
характер теплового потока и скорости движения изотерм в области  при

 Тем не менее указанные обстоятельства не ограничивают область при-
менения математических моделей (1)–(3), охватывая все новые содержательные
обьекты и все большее число самых разнообразных приложений [3–6].

В последние годы усилился интерес к изучению процессов, протекающих в локально-
неравновесных условиях, что обусловлено широкими возможностями их практического
применения [7]: создание новых технологий получения наноматериалов и покрытий с
уникальными физико-химическими свойствами (бинарные многокомпонентные метал-
лические сплавы, полимерные материалы, металлические полупроводниковые стекла,
наножидкости, коллоидные био- и криосистемы); оптимизация режимов лазерной обра-
ботки изделий; режимы интенсивного нагрева и охлаждения компонентов наноэлектро-
ники и нанотехники; нагрев, плавление и абляция вещества при воздействии сверхко-
ротких импульсов и др. Интенсификация тепловых процессов в этих условиях потре-
бовала для их описания уточнения гипотезы Фурье, что и было проделано в рамках
учета локальной неравновесности, заложенной в соотношении

(4)

и учитывающей конечную скорость распространения теплоты. Здесь время  мера
инерции теплового потока, связанная со скоростью распространения теплоты соотно-

шением  Для металлов  для аморфных тел типа неоргани-

ческого стекла и полимеров, имеющих сложную структуру,  (для не-

∂ρ = − +
∂
( , ) div ( , ) ( , ).T M tc q M t F M t

t

∂ = Δ + ∈ >
∂ ρ
( , ) 1( , ) ( , ), , 0,T M t a T M t F M t M D t

t c

= = Φ ∈0 0( , ) ( ), ,tT M t M M D

∂β + β = β ϕ ∈ >
∂1 2 3
( , ) ( , ) ( , ), , 0.T M t T M t M t M S t

n
D

−( , , );M x y z S D −; n
S ).S

> >0, 0x t
→ →0 ( 0).x t

∂= −λ − τ
∂

( , )( , ) grad ( , ) ,r
q M tq M t T M t

t
τ −r

= τv / .T ra − −τ ≈ −14 1110 10  c;r
− −τ −�

11 510 10 cr



46 КАРТАШОВ, КРЫЛОВ
органического стекла  для органического стекла  для азота

 опытное измерение  во многих случаях не представляется возможным.
Скорость распространения теплоты для стали  (скорость распростране-
ния звука , для алюминия  для неоргани-
ческого стекла  (скорость распространения звука  для алю-

миния  (  для неорганического стекла 

( , для азота (  и для газов в условиях разряженного
сверхзвукового потока влияние конечной скорости ораспространения теплоты на теп-
лообмен становится заметным. Подобное влияние может проявляться также при
очень низких температурах (например, в жидком гелии  при  и
даже при обычных температурах в твердых телах, когда в нестационарном процессе
рассматривается малый период времени [7]. Соотношение (4) было проверено экспе-
риментально. Так, результаты исследований термических переходных процессов (в
рамках гипотезы (4)), приведенные в работах Хервига и Бекерта [8] по зарегистиро-
ванному Митра с сотрудниками [9] термическому переходному процессу в ряде твер-
дых тел, подтвердили реальность явления тепловой релаксации. Ю.А. Кирсанов с со-
трудниками [10] на стадии переходного процесса теплообмена экспериментально из-
мерили время тепловой релаксации ПММА: , позже величина  была
уточнена:  На необходимость учета влияния ограниченности ско-
рости переноса теплоты (массы) указывали Дж. Максвелл в теории газодинамики [11],
А.В. Лыков при исследовании тепло- и влагопереноса в капиллярно-пористых телах
[12], Каттанео [13] и Вернотт [14] в теории теплопроводности. Уравнение энергии и
соотношение (4) приводят к уравнению переноса теплоты гиперболического типа

(5)

и соответствующим краевым задачам нестационарной теплопроводности обобщенно-
го типа. При математической постановке указанных задач следует использовать соот-
ветствующие локалально-неравновесные граничные условия. Использование стан-
дартных локально-равновесных граничных условий (3) (что довольно часто наблюда-
ется в публикациях по аналитической теплофизике) может привести к физически
противоречивым результатам (например, к появлению отрицательных решений для
температуры [3]). Эти вопросы детально рассмотрены одним из авторов в [15]. Сфор-
мулированы корректные обобщенные граничные условия на основе соотношения (4) в
интегральной и эквивалентной дифференциальной формах. Так, в первом случае для
условия теплового нагрева (охлаждения) граничное условие второго рода имеет вид:

(6)

В случае нагрева (охлаждения) средой следует записать:

(7)

Здесь

(8)
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Следует отметить, что гиперболическое уравнение (5) для описания локально-неравно-
весных процессов тепломассопереноса было получено впервые в работах И.А. Фока [16] и
Б.И. Давыдова [17] на основании предположения о конечном значении скорости ча-
стиц, переносящих энергию или массу. Уравнение (5) также получил А.С. Предводи-
телев [18], исходя из анализа скоростей перемещения изотермических поверхностей с
использованием представлений Римана, то есть при полном отказе от релаксацион-
ной формулы (4).

НОВЫЕ ОПЕРАЦИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Обобщенные задачи переноса для уравнения (5) значительно отличаются от клас-
сических (1)–(3) , являясь более сложными при нахождении аналитических решений.
Специфика указанных задач заключается в относительной простоте исходных мате-
матических моделей и трудностях их решений в аналитически замкнутом виде. Отсю-
да весьма незначительные успехи в нахождении их точных аналитических решений и,
в основном, для частично ограниченных областей. Основной метод решения указан-
ных задач – операционный, но здесь возникают две основные проблемы. Если нахож-
дение операционного решения задачи не составляет особого труда, то переход к ори-
гиналам затрудняется ввиду их отсутствия в таблицах по операционному исчислению.
Формальное применение теорем операционного исчисления при нахождении ориги-
налов может привести к ошибочным результатам, так как искомые оригиналы долж-
ны содержать ступенчатую функцию Хевисайда [1], появление которой формально
не всегда удается реализовать. Естественный выход из этой ситуации – развитие ис-
кусственных приемов или сложный переход к оригиналам с помощью контурного
интегрирования изображений [1–19]. Математические модели для уравнения (5) в
области  c обобщенными граничными условиями практически не рас-
полагают в полной мере необходимым аппаратом операционного исчисления, что
существенно затрудняет нахождение их точных аналитических решений. Рассмот-
рим ряд операционных соотношений, характерных для указанного случая. Найдем
оригинал изображения

(9)

Воспользуемся справочной формулой [20]

где  – полином Лагерра [20]. Используя далее после-

довательно операционные теоремы 
 находим искомый оригинал:

(10)
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Аналогичными рассуждениями можно показать:

(11)

где  полином Карташова. По теореме смещения находим:

(12)

где  функция (10);  функция Хевисайда.

Найдем оригинал изображения  если  Используем для
этих целей теорему Эфроса:

(13)

Находим:

(14)

Аналогично находим:

(15)

(16)

Пусть теперь  или 

Формулы (10), (14), (15) дают следующие оригиналы:

где
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(19)

(20)

(21)

где  функция (20). Выражение (16) включает важное в практическом плане соот-
ношение

(22)

Приведенные операционные соотношения закрывают проблему нахождения ана-
литических решений уравнения (5) с обобщенными граничными условиями. Однако
указанная проблема имеет интересное продолжение, состоящее в возможности пред-
ставления одного и того же аналитического решения в виде различных фнкциональ-
ных конструкций. Существенно при этом, что некоторая громоздкость аналитической
записи решений может быть упрощена с использованием специальных преобразова-
ний, приводящих к новым аналитическим решениям, неизвестным ранее. Покажем
это на примере первой краевой задачи для уравнения (5):

(23)

(24)

Пусть  изображение Лапласа функции  Найдем
операционное решение задачи в виде

(25)
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Оригинал изображения (25) имеет вид

(26)

Оригинал изображения (25) можно записать также через интеграл Римана-Меллина

(27)

Подинтегральная функция в (27) удовлетворяет условиям леммы Жордано [2], име-
ет две точки ветвления. Вычисляя контурный интеграл (27), находим:

(28)

Теперь покажем, что аналитические решения первой краевой задачи в виде W(ξ, τ) =
 и  эквивалентны, то есть 

Имеем:

Продифференцируем обе части по τ:

Воспользуемся далее интегралом (достаточно редким)

Находим:

Проинтегрируем по τ:
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Так как по условию задачи , то С = 1 и окончательно получаем:

Таким образом показано, что

(29)

Приведенные рассуждения могут быть распространены также на вторую и третью
краевые задачи с обобщенными граничными условиями, что подчеркивает особен-
ность гиперболических моделей переноса. Следует отметить, что для областей кано-
нического типа (бесконечная пластина, цилиндр сплошной или полый, шар сплош-
ной или полый) точные аналитические решения гиперболических моделей переноса с
обобщенными граничными условиями не получены до сих пор, и данная проблема по
существу остается открытой. Более удовлетворительная ситуация имеется для частич-
но ограниченных областей (во всех трех системах координат), однако и эта область
аналитической теплофизики находится лишь в самом начале своего развития. Сказан-
ное в равной степени относится и к теории теплового удара в терминах динамической
термоупругости. Основные результаты исследований этой проблемы ряда авторов [21]
опять таки касаются частично ограниченных областей (упругое полупространство,
ограниченное плоской поверхностью; пространство с внутренней цилиндрической
или сферической полостью). Практически отсутствуют исследования термической ре-
акции на тепловой удар конечных тел канонической формы в условиях локально-не-
равновесного теплообмена. Одна из причин последнего – недостаточное развитие со-
ответствующего аппарата операционного исчисления.

Настоящая публикация как раз и посвящена указанной проблеме и практически
открывает самостоятельное научное направление в аналитической теплофизике и в
теории теплового удара, а именно: исследование термической реакции твердых тел ка-
нонической формы в условиях локально-неравновесных процессов теплообмена.

МОДЕЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕПЛОВОГО УДАРА 
В ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Проблема теплового удара – одна из центральных в термомеханике в связи с созда-
нием мощных излучателей энергии и их использованием в различных технологиче-
ских операциях. Ее исследования на основе моделей динамической и квазистатиче-
ской термоупругости получили широкое развитие: изучены физические закономерно-
сти термонапряженного состояния в изотропных и анизотропных упругих телах на
основе классической феноменологии Фурье и (частично) Максвелла–Каттанео–Лы-
кова о конечной скорости распросторанения теплоты в твердых телах [21]; развита
обобщенная теория сопряжения термомеханических полей с полями различной физи-
ческой природы (электрических, магнитных); сформулированы определяющие соот-
ношения линеаризованной теории с учетом тепловой памяти [21]; установлена связь
макроскопического поведения сплошной среды с внутренними параметрами ее состо-
яния и скоростью их изменения во времени [22]. Интенсификация тепловых воздей-
ствий на элементы конструкций, создание новых технологических процессов, основан-
ных на использовании высокоинтенсивных импульсных потоков энергии, стимулирует
разработку соответствующих модельных представлений для описания термической реак-
ции конструкционных материалов, применяемых на практике. Систематизация результа-
тов, накопленных в этой области термомеханики, дана в книге [21].

Определяющие соотношения динамической термоупругости имеют следующий вид.

Ψ τ =1(0, ) 1

β
 βξ ρ − ρ β Ψ ξ τ = − −ρτ ρ = Ψ ξ τ

π ρ

21/ 2

1 2
0

1sin
1( , ) 1 exp( ) ( , ).d

ξ τ = Ψ ξ τ η τ − ξβ = Ψ ξ τ η τ − ξβ1 2( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).W



52 КАРТАШОВ, КРЫЛОВ
Пусть  конечная или частично ограниченная выпуклая область пространства
 описывающая реальное твердое тело и находящаяся в условиях термона-

пряженного состояния;  кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая область
 внешняя нормаль к  (вектор, непрерывный в точках 

распределение температуры в области  при  начальная температура, при
которой область находится в недеформированном и ненапряженном состоянии.
Пусть  соответственно компоненты тензоров напряжения,
деформации и вектора перемещения, удовлетворяющие основным уравнениям (не-
связанной) термоупругости (в индексных обозначениях):

(30)

(31)

(32)

где  плотность;  модуль сдвига;  изотермические коэф-
фициенты Ламе;  коэффициент Пуассона, при этом  модуль Юн-
га;  коэффициент линейного теплового расширения;  символ Кронекера;

 обьемная деформация, связанная с суммой нормальных
напряжений  соотношением

(33)

Рассмотрим далее в качестве области  однородный изотропный слой конечной
толщины  при свободных от напряжений границах, занимающий в системе прямо-
угольных декартовых координат  область  Поверхно-
сти слоя подвергаются различному (интенсивному) тепловому воздействию (тем-
пературному, тепловому, воздействию средой) и, таким образом, речь идет о ре-
шении ряда одномерных задач об определении нестационарного температурного
поля и вызываемых ими динамических температурных напряжений в слое

 при  В этих условиях при одномерном движении величины
   напряжения

 температурная функция  и уравнения
(30)–(32) при отсутствии обьемных сил  приводят к следующему соотношению

(34)

где
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скорость распространения волны расширения в упругой среде, близкая к скорости
звука. Остальные компоненты тензора напряжения, отличные от нуля, согласно (32)–
(33) имеют вид
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(37)

Исходные модели сформулируем в безразмерных переменных:

Рассмотрим следующие модели теплового удара – интенсивный нагрев при 
или интенсивное охлаждение при  :

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

Остановимся на граничном условии (43): через поверхность  осуществляется
теплообмен с внешней средой. Согласно (7) для уравнений гиперболического типа это
условие в системе координат  должно иметь вид
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что дает  последнее справедливо, учитывая приведенные выше цифры.
Таким образом, операционная форма граничного условия в (43) будет

. Впрочем, случай (46) будет рассмотрен ниже.
Операционная форма аналитических решений задач (38)–(45) имеет вид:

(47)

(48)

Здесь: 
Соотношения (47)–(48), по существу, новые (операционные) аналитические реше-

ния гиперболических моделей (38)–(45). Переход к оригиналам производится с помо-
щью развитого выше аппарата оперционного исчисления. Рассмотрим подробно слу-
чай i = 1 (граничные условия (43)). Для остальных случаев выпишем гтовые решения в
оригиналах для напряжений.

Соотношения (47)–(48) для i = 1 приводят к выражению вида:
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Функция  в соотношении (48):

(53)

Здесь:

(54)

Функция  в соотношении (48):

(55)

Здесь:

 

  функция (54).

Следует подчеркнуть, что термомеханические задачи с обобщенными граничными
условиями (6)–(7) – открытая проблема теории теплового удара. Отсутствуют даже
единичные публикации, и до сих пор неизвестны функциональные конструкции в ка-
честве аналитических решений этого класса задач. Рассмотрим одну из таких задач
(38)–(42) с граничными условиями вида

(56)

(57)

Для нахождения аналитического решения обобщенной задачи (38)–(42), (56)–(57)
нам понадобятся новые операционные соотношения:
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(59)

(60)

Вначале запишем решение тепловой задачи (41)–(42), (56)–(57) как новый резуль-
тат аналитической теплофизики.

Операционное решение:

Оригинал решения:

(61)

Операционное решение для напряжения:

(62)
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Оригинал решения:

(63)

Здесь:

Профиль напряжения (53) в фиксированном сечении  при  для 
(что соответствует слою из алюминия, для которого ) по-
казан графиком на рис. 1. Принципиальной особенностью приведенного на рисунке
графика напряжентия для мгновенного теплового удара является крутой передний
фронт термоупругой волны в отличие от плавного уменьшения в известных ранее ра-
ботах [21], обусловленный введением бесконечной скорости распространения тепло-
ты. К этому следует добавить, что решение (53) (  описывает падающие и
многократно отраженные от обеих границ слоя плоские температурные волны. Сумма
в решении (как и в других приведенных случаях) – математическое следствие принци-
па суперпозиции, который имеет место в силу линейности задачи. На рис. 2 приведена
типичная кривая (для данного класса задач) распределения температуры  по
текущей толщине стержня в различные моменты времени (при тех же данных, что и на
рис. 1). На графике отчетливо проявляется влияние времени на изменение температу-
ры вдоль текущей толщины.
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Рис. 2. Распределение температуры  по текущей толщине слоя  в различные моменты вре-

мени при 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены оригиналы нестандартных операционных изображений (по Лапла-
су), входящие в операционные решения широкого класса задач локально-неравновес-
ных процессов переноса (теплоты, массы, импульса), электрических цепей, гидроди-
намики, теории колебаний, термомеханики и других областей. Приведены иллюстра-
тивные примеры и показана возможность построения аналитических решений
математических моделей теории теплового удара в ограниченной области в виде раз-
личных функциональных конструкций, для которых доказана эквивалентность.
Представленные аналитические решения в областях канонического типа являются
новыми в аналитической теплофизике и термомеханике.
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New Analytical Solutions of Mathematical Models of Heat Shock
of Local Non-Equilibrium Heat Transfer
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The article is devoted to practically new model representations of locally nonequilibrium
heat transfer in terms of nonstationary heat conduction for hyperbolic type equations (wave
equations), as well as dynamic models of heat shock based on wave equations. The results
presented in the article practically open up an independent scientific direction in analytical
thermal physics and in the theory of thermal shock, namely: the study of the thermal re-
sponse of solids of a canonical form of finite sizes to intense heating and cooling under con-
ditions of a locally nonequilibrium heat transfer process. This direction required the devel-
opment of a special apparatus of operational calculus due to the appearance in analytical
solutions of model problems in the image space according to Laplace of non-standard oper-
ational images, the originals of which are unknown and are not available in reference books
on operational calculus. The presented images are typical for operational solutions of a wide
class of generalized boundary value problems for equations of hyperbolic type in the theory
of heat conduction, diffusion, hydrodynamics, vibrations, propagation of electricity, ther-
momechanics and other areas of science and technology. Illustrative examples of analytical
solutions of specific model problems of locally nonequilibrium heat transfer and the theory
of thermal shock for a finite region are given in both classical and generalized formulations
(the latter taking into account the finite rate of heat propagation). The characteristic features
of functional structures as analytical solutions of the considered mathematical models are
revealed.

Keywords: local non-equilibrium heat transfer, heatstroke, new apparatus of operational cal-
culus, analytical solutions
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