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Поставленная задача, вынесенная в заголовок и продиктованная различными прак-
тическими приложениями, базируется на известных рекомендациях по расчету ко-
эффициентов взаимной индукции, включая методы расчета, использующие специ-
альные функции, такие как полные эллиптические интегралы первого и второго рода,
а также сферические функции Лежандра второго рода с полуцелым индексом [1–5].
К числу практических приложений могут быть отнесены оценки взаимных индук-
тивностей в системах бесконтактных зарядных устройств и электродинамических
взаимодействий в обмотках трансформаторов, индукторов, в нагрузочных устрой-
ствах соленоидального исполнения, в обмотках приводных устройств и т.д. Этим во-
просам посвящено большое число публикаций и руководств. Примером могут слу-
жить работы [6–9].
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В статье рассмотрены расчетные рекомендации для сил взаимодействия между солено-
идом и соосным витком в двух модификациях: с использованием полных эллиптических
интегралов первого и второго рода и функции Лежандра второго рода с полуцелым индек-
сом. Вместе с тем выражение для силы взаимодействия двух соосных круговых контуров
радиусов  и  с токами  и , данные в [5] и перезаписанные в виде

(1)

где  с расстоянием  между параллельными плоскостями располо-

жения контуров, и в варианте (П2.-3) в [5] в виде:
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дают основание утверждать, что присоединенная функция Лежандра второго рода с

полуцелым индексом  с  и с , равна

(3)

что и было продемонстрировано в [5].

Для случая, когда  и   и , имеем

Численное значение для  можно проверить по формуле (3), подстав-

ляя , и тогда, определяя  и  для этого значения, будем иметь:

Выражение (3) проверялось численно на примере, когда в одном из вариантов

. В этом случае  и . Для правой стороны (3)
независимое вычисление через полные эллиптические интегралы дает такое же чис-
ленное значение.

В работе [5] формула (11) было записано выражение для коэффициента взаимной
индукции двух круговых соосных контуров с принятыми там обозначениями в виде:

(4)

где  – расстояние между плоскостями расположения контуров с радиусами  и , и
тогда

 Вместе с тем в формуле (2) в [5] выражение для  записано с

опечаткой как 

Далее произведем сопоставление выражений для сил взаимодействия между соос-
ными соленоидами длиной  и радиусом  с круговым витком , принимая за ос-
нову рис. 1 в [6] при  и , который здесь воспроизведен также на рис. 1.

Выражение для силы взаимодействия между соленоидом и витком с токами  и 
по оси  (рис. 1) известно и представлено формулой (29) в [6], которая при  и

 может быть записана в виде:
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Рис. 1. Соленоид с током , с числом витков  и длиной , и соосный круговой виток с током  ра-

диуса , отстоящий от оси  на расстояние 
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Здесь  – функции Лежандра второго рода, которые могут быть представлены
через полные эллиптические интегралы первого и второго рода в виде [1]:

(8)

Учитывая, что [5]

 (9)

подстановкой (9) в (8) и далее в (6) в результате получим:
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Результат (10) можно перезаписать в следующем виде:
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Рис. 2. Виток радиуса внутри коаксиального соленоида радиуса .
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Полагая в формуле (6)  и , найдем по формуле (6) при , с учетом
табличных значений [7] для :

Полагая в (9)  и  и осуществляя вычисления по формуле (11) с уче-

том таблиц для  и  от , найдем:

т.е. практически то же значение, что и по предыдущему расчету.
При расположении витка внутри соосного соленоида как на рис. 2, можно восполь-

зоваться следующим рядом для силы взаимодействия [6]:

(12)

где  который при  обращается в ноль.

=2 10.5R R = 1s R =z s

1/2Q

( ) ( ) ( )[ ] ( )μ= − − = −μ − =

= −μ ⋅

1/20 1 2
1/2 1/2 0 1 2

0 1 2

0.7070.5 1.25 5.25 0.6266 0.047
2 2

0.2049.

z
i i wf Q Q i i w

i i w

=2
1 0.888k =2

2 0.32k

K E 2k

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

= −μ − − − − ×



× + = −μ ⋅



1/2
1/2

0 1 2 1/2

1/2
0 1 2

0.5 2 2 21 0.888 0.888 0.888 1
2 0.888 0.320.888

20.32 0.32 0.32 0.2042,
0.32

f i i w K E

K E i i w

( ) ( )
( )

( )

−−

=


μ −   = π − + + +       +


− +  + −    + 


2 2 22 3/21 20 1 2 11 1

1 7/2212 2 2 2 1

4 4 2
1 11

11/222 1

1 41 31 1
2 / 2 16 1

8 12 115 ... ,
128 1

n n
z n

n
n

n n

n

i i w qR Rf q
s R R R q

q qR
R q

( ) ( )= − + = − −11 2 2 12 2 2/ , / ,q s a R q s a R = 0a



76 ЦИЦИКЯН, АНТИПОВ

Рис. 3. Параллельные витки квадратной и шестиугольной формы со сторонами  и при расстоянии между
плоскостями, равным .
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При расположении витка с противоположной  стороны плоскости с  (рис. 2) зна-
чение силы следует изменить на противоположное. 

Витки, расположенные в параллельных плоскостях и формирующие соленоиды,
могут быть и другой формы. Здесь будут рассмотрены витки в форме квадрата 
и шестиугольника . Оценку силовых взаимодействий между этими витками
осуществим, используя выражения для взаимной индуктивности (4.47) и (4.48), при-
веденные в [2].

При  и близко расположенных многоугольниках запишем для   и
 выражения (4–47) и (4–48), данные в [2]:
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и аналогичную формулу для 

(19)

Теперь исходим из предпосылки, что площади, охватываемые квадратными и кру-

говыми витками, равны, т.е., что  и . Тогда при  зна-

чение для силы взаимодействия равно: .

Теперь определяем :

и тогда по формуле (2) получим:

Для выяснения возможности оценки силы взаимодействия через эквивалентный по
площади правильный шестиугольник со стороной  заметим, что площадь, охватыва-
емая таким шестиугольником равна:

Эквивалентные по площади круговой контур определяется из равенства:

Теперь можно сопоставить результаты вычислений по формул (19) и (2), приняв
. Подставив в формулу (19) принятые условия имеем

Находим теперь  и 

Тогда получим в согласии с таблицей из приложения 4 в [2]

против  и результаты расчетов практически одинаковы.
Близость значений для силы  дает основание утверждать, что и при условии ра-

венства площадей, охватываемых квадратными и шестиугольными контурами, элек-
тродинамическую силу можно оценивать по формулам (18) и (19), не прибегая к на-
хождению полных эллиптических интегралов первого и второго рода.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Определение электродинамических сил между соосными витками с токами можно
производить по выражениям, представленным в данной статье формулами (1), (2), для
силы между соленоидом и соосным витком – по формулам (6), (11) и (12), а для квадрат-

ных и шестиугольных контуров – по формулам (18) и (19) при условии, что .
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Determination of Electrodynamic Forces between Coaxial Coil Turns 
with Current of Various Configuration

G. N. Tsitsikyana, * and M. Yu. Antipova, **
aSET Branch of KSRC, St. Petersburg, Russia

*e-mail: G_Tsitsikyan@ksrc.ru
**e-mail: posich@mail.ru

Determination of electrodynamic forces, as may be required for various practical purposes,
is based on known calculation recommendations for mutual inductance coefficients, includ-
ing the calculation methods with special functions, like complete elliptic integrals of the 1st
and the 2nd kind, as well as spherical Legendre functions of the 2nd kind with half-integer
index [1–5]. Some examples of practical tasks requiring these calculations are the assess-
ments of mutual inductances in non-contact chargers, as well as the assessments of electro-
dynamic interactions in the windings of transformers, inductors, various solenoid-based
loading devices, electric drives, etc. These applications are discussed in numerous publica-
tions and guides, e.g. [6–9].

Keywords: coaxial turns of various configurations, electrodynamic forces, mutual inductance
coefficient
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