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Временное резервирование является методом повышения надежности и эффектив-
ности функционирования систем энергетики различного назначения. Системе с ре-
зервом времени предоставляется дополнительное время (резерв времени) на восста-
новление характеристик. В системах энергетики одним из важнейших источников
резерва времени являются накопители энергии. В данной работе на основе теории
полумарковских процессов с общим фазовым пространством состояний построена
полумарковская модель двухкомпонентной системы с поэлементным мгновенно по-
полняемым резервом времени. Определены стационарные характеристики надеж-
ности рассматриваемой системы, проведен анализ влияния величины резерва вре-
мени на полученные характеристики. Для построения упрощенной модели функци-
онирования рассматриваемой системы использован алгоритм стационарного
фазового укрупнения.
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ВВЕДЕНИЕ

Временное резервирование [1–7] – это метод повышения надежности и эффектив-
ности функционирования систем, при котором системе в процессе работы предостав-
ляется возможность израсходовать некоторое дополнительное время (резерв времени)
на восстановление характеристик. Для систем с временным резервированием наруше-
ние работоспособности системы не обязательно сопровождается отказом системы,
так как имеется возможность восстановить ее работоспособность за резервное время.

Временное резервирование широко применяется в системах энергетики различ-
ного назначения: газотранспортных системах, в которых для повышения надежно-
сти используются подземные хранилища газа [8, 9]; в системах теплоэнергетики ис-
точниками резерва времени являются резервные источники тепловой энергии, на-
копители тепловой энергии и инерционность технологических процессов [2, 10–12]; в
системах электроэнергетики одним из источников резерва времени являются нако-
пители электроэнергии, которые в настоящее время получили достаточно широкое
применение [13–15]. Важное значение имеет временное резервирование в системах
ядерной энергетики, наличие резерва времени в которых позволяет исправить
ошибки, допущенные оператором.
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При использовании в системах резерва времени возникают задачи построения мо-
делей систем с учетом наличия резерва времени, анализа влияния величины резерва
времени на надежность и эффективность систем, в частности, определения емкостей
накопителей и мест их расположения.

В настоящее время для моделирования систем различного назначения, в частности,
систем энергетики, и анализа их функционирования используются полумарковские
процессы [16–22].

В данной работе на основе теории полумарковских процессов с общим фазовым
пространством состояний [16–19] построена полумарковская модель двухкомпонент-
ной системы с поэлементным мгновенно пополняемым резервом времени. Найдены
стационарные характеристики надежности системы, проведен анализ влияния вели-
чины резерва времени на полученные характеристики. Для построения упрощенной
модели функционирования рассматриваемой системы использован алгоритм стацио-
нарного фазового укрупнения [16, 17, 23].

1. ОПИСАНИЕ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ

Рассматривается система  состоящая из 2-х элементов, времена безотказной ра-
боты которых случайные величины (СВ)  с функциями распределения (ФР)  а
времена восстановления – СВ  с ФР ,  Каждый элемент системы имеет
случайный мгновенно пополняемый резерв времени  с ФР  СВ    предпо-
лагаются независимыми в совокупности, имеющими конечные математические ожи-
дания; ФР    – имеющими плотности   

Резерв времени начинает использоваться в момент начала восстановления элемен-
та. Отказ системы  наступает тогда, когда оба элемента восстанавливаются и полно-
стью израсходован резерв времени для каждого элемента. Он продолжается до восста-
новления одного из отказавших элементов, при этом резерв времени у восстановлен-
ного элемента мгновенно пополняется до уровня 

2. ПОСТРОЕНИЕ ПОЛУМАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ

Для описания функционирования системы  используем полумарковский процесс
 [16–19] с дискретно-непрерывным фазовым пространством состояний.

Введем фазовое пространство состояний вида:

(1)

где 1 – начальное состояние системы,  – номер элемента, в котором произошло
изменение состояния. Компонента  вектора  описывает физическое состояние
элемента с номером 

Непрерывная компонента  указывает время, прошедшее с момента последнего из-
менения состояния системы. Временная диаграмма функционирования системы
представлена на рис. 1.

Построим процесс марковского восстановления  [16, 17], описываю-
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Рис. 1. Временная диаграмма функционирования системы.
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Определим вероятности переходов вложенной цепи Маркова (ВЦМ) .
Введем обозначения:

1. Рассмотрим случай состояний   
В этом случае возможны следующие переходы:

а)  в условиях:  при    Плотность вероятности
перехода в этом случае вычисляется по формуле:
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б)  где  при    Тогда:

(6)

3. Рассмотрим случай состояний  

а)  где:  при    Плотность вероятности перехода
в этом случае определяется формулой:

(7)

б)  в условиях:  при    В этом случае:

(8)

в)  где  при    Тогда:

(9)

г)  в условиях:  при   . Имеем:

(10)

Для остальных состояний системы вероятности переходов определяются аналогич-
ным образом.

3. НАХОЖДЕНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМЫ

Для определения стационарных характеристик надежности системы найдем стаци-
онарное распределение ВЦМ 

Предположим, что у стационарного распределения ВЦМ  существуют
плотности .
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Система интегральных уравнений для стационарного распределения ВЦМ
 имеет следующий вид:

1. В случае 

(11)

2. Если  то

(12)

3. При  имеем

(13)

4. Если  получаем

(14)

(15)

Подстановкой можно убедиться, что стационарное распределение ВЦМ имеет вид:

(16)

(17)
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(19)

где   которая равна  константа 

находится из условия нормировки.
Вычислим средние времена пребывания в состояниях ВЦМ.
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2. Если  то

3. Пусть  тогда

4. В случае 

5. Если  то

6. В случае 

 

7. Пусть  тогда
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9. Если  то

где СВ    имеют следующие законы распределения:

1, 1,i id d= =

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( )[ ] , .
( )

i i i
id d x i i i id d x

i

G t R t F x tx М dt
F x

∞
+ +θ = β ∧ τ ∧ α − θ = 

1,i id d= =

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] , .
( ) ( )

i i i i
id d x i i i i id d x

i i

G t R t G x t R x tx x М dt
G x R x

∞
+ + + +θ = β ∧ τ ∧ β − ∧ τ − θ = 

0, 1i id d=   =

1 2 1 2
0 0

( )[ ] [ ] , ( ) ( ) .
( ) ( )

i
id d x i i i id d x i i

i i i

F x tx М dt r z G t z dz
F x P

∞ ∞
+ + +θ = β − τ ∧ α − θ = +

β > τ 

1, 1,i id d= =

1 2 1 2
0

( ) ( ) ( )[ ] [ ] , .
( ) ( )

i i i
id d x i i i id d x

i i

F t G x t R x tx x М dt
G x R x

∞
+ + + +θ = α ∧ β − ∧ τ − θ = 

0, 1,i id d=  =

1 2
[ ] [ ] [ ] ,id d x i i i ix x+ + +θ = β − τ ∧ β − ∧ τ −

1 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )
i i

id d x i i
i i i i

G x t R x tМ dt r z G t z dz
G x R x P

∞ ∞+ +θ = +
β > τ 

1, 0,i id d=   =

1 2 1 2
0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
[ ] , .

( ) ( )

i i i i

id d x i i i i id d x

i i

G t R t dt r z G x t z dz
x М

r z G x z dz

∞ ∞

++
∞

+ +
 θ = τ ∧ β ∧ β − τ − θ = 

+

 



1, 0i id d=   =

1 2 1 2
0 0

0

( ) ( ) ( )
[ ] , .

( ) ( )

i i i

id d x i i i id d x

i i

F t dt r z G x t z dz
x М

r z G x z dz

∞ ∞

++
∞

+ +
 θ = α ∧ β − τ − θ = 

+

 



0,i id d= =

1 2

1 2
0 0 0

0

[ ] [ ] ,

( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( )

id d x i i i i

i i i i

id d x

i i i i

x

dt r y G t y dy r z G x t z dz
М

P r z G x z dz

++ +

∞ ∞ ∞

∞

 θ = β − τ ∧ β − τ − 

+ + +
θ =

β > τ +

  



[ ] ,x +α − [ ] ,+β − τ [ ]i i x
++ β − τ − 



72 ОБЖЕРИН и др.
Перейдем к нахождению стационарных характеристик надежности системы 
средней стационарной наработки системы на отказ  среднего стационарного вре-
мени восстановления системы  стационарного коэффициента готовности 

Для нахождения характеристик используем следующие формулы [16]:

(20)

где  – множество работоспособных состояний,  – множество отказовых состоя-
ний,  – стационарное распределение ВЦМ ,  – вероятности пе-

реходов ВЦМ  в подмножество отказовых состояний   – среднее вре-
мя пребывания полумарковского процесса в состоянии 

Рассматривается параллельное соединение элементов системы. В этом случае
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Таблица 1. Влияние резерва времени на характеристики надежности

 ч  ч  ч  ч

0 0 0.385 49.551 0.99230
0 0.7 0.241 102.274 0.99765
0.1 0.6 0.241 91.035 0.99736
0.2 0.5 0.238 84.365 0.99719
0.3 0.4 0.233 82.291 0.99717
0.4 0.3 0.228 85.172 0.99733
0.5 0.2 0.224 93.617 0.99762
0.6 0.1 0.219 108.690 0.99799
0.7 0 0.214 132.300 0.99839

1,h 2,h 1 2( , ),Т h h− 1 2( , ),Т h h+ Г 1 2( , )K h h
(21)

(22)

В преобразованиях использовалась следующая формула, доказанная в [24]:

Используя формулы (20)–(22), можно найти стационарный коэффициент готовно-
сти 

Пример 1. В качестве примера использования формул (21)–(22) рассмотрим систе-
му, у которой время безотказной работы элементов  и  равны Мα1 = 8 ч,
Мα2 = 6 ч; времена восстановления элементов  и  равны Мβ1 = 0.71 ч,
Мβ2 = 0.83 ч, СВ α1, α2, β1, β2 имеют распределение Эрланга 5-го порядка. Каждый
элемент имеет неслучайный резерв времени ( ), который изменяется от 0
до 0.7 часа с шагом 0.1 ч. В табл. 1 представлены значения средней стационарной на-
работки на отказ  среднего стационарного времени восстановления 
и стационарного коэффициента готовности  рассматриваемой системы, при
условии, что 

Данные табл. 1 показывают, что величина резерва времени оказывает существенное
влияние на характеристики надежности системы.
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4. ПОСТРОЕНИЕ УКРУПНЕННОЙ ПОЛУМАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ

Для построения упрощенной модели функционирования рассматриваемой систе-
мы используем алгоритм стационарного фазового укрупнения, разработанный в рабо-
тах [16, 17]. При использовании этого алгоритма целый класс состояний укрупняется в
одно, что позволяет уменьшить размерность фазового пространства.

Укрупненные классы состояний введем следующим образом:

Состояние  означает, что оба элемента находятся в отказе,  – работоспособен
только один из элементов системы,  – оба элемента работоспособны. Отметим, что
укрупненные классы состояний можно вводить различными способами.

Определим вероятности перехода ВЦМ  и средние времена пребывания в

состояниях  укрупненной системы по следующим формулам [16, 17]:

(23)

Найдем выражения знаменателей и числителей формул (23), используя (2)–(10) и
(16)–(19):
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Составим систему уравнений для стационарного распределения ВЦМ 
укрупненной системы:

(24)

Решение системы (24) имеет вид:

(25)

Найдем средние времена пребывания в состояниях укрупненной системы, исполь-
зуя формулы (23).

Выражения для числителей этих формул имеют вид:

Используя формулы (23), получаем

Следовательно, стационарные характеристики надежности укрупненной системы 
средняя стационарная наработка системы на отказ  среднее стационарное время
восстановления системы  стационарный коэффициент готовности  имеют вид:

(26)

Пример 2. В качестве примера использования формул (26) рассмотрим систему,
описанную в примере 1. Результаты расчетов представлены в таблице 2.

Отметим, что результаты, полученные по укрупненной модели, совпадают с резуль-
татами для исходной модели.
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Таблица 2. Характеристики надежности укрупненной системы

 ч  ч  ч  ч

0 0 0.385 49.551 0.9923
0 0.7 0.241 102.274 0.99765
0.1 0.6 0.241 91.035 0.99736
0.2 0.5 0.238 84.365 0.99719
0.3 0.4 0.233 82.291 0.99717
0.4 0.3 0.228 85.172 0.99733
0.5 0.2 0.224 93.617 0.99762
0.6 0.1 0.219 108.690 0.99799
0.7 0 0.214 132.300 0.99839

1,h 2,h 1 2( , ),T h h− 1 2( , ),T h h+ Г 1 2( , )K h h
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе построена полумарковская модель двухкомпонентной системы с
поэлементным случайным мгновенно пополняемым резервом времени, которая мо-
жет быть использована при моделировании систем энергетики различного назначе-
ния. Показано, что наличие резерва времени существенно влияет на характеристики
надежности системы.

Используя алгоритм стационарного фазового укрупнения, разработанный в рабо-
тах В.С. Королюка, А.Ф. Турбина, построена укрупненная полумарковская модель
двухкомпонентной системы с поэлементным мгновенно пополняемым резервом вре-
мени. Найдены стационарные характеристики надежности укрупненной системы,
проведено их сравнение с характеристиками исходной системы.

Результаты данной работы могут быть использованы при проектировании и экс-
плуатации систем энергетики при наличии резерва времени и решении оптимизаци-
онных задач, связанных с резервом времени.

В дальнейшем планируется построение полумарковских моделей многокомпонент-
ных систем с поэлементным резервом времени и их применение для анализа надежно-
сти и эффективности систем энергетики.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства образования и
науки Российской Федерации (№ 1.10513.2018/11.12), при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований (№ 18-01-00392а).
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Analysis of Reliability and Phase Merging of Systems 
with Component-Wise Storages

Yu. E. Obzherina, *, S. M. Sidorova, and M. M. Nikitina

aSevastopol State University, Sevastopol, Russia
*е-mail: objsev@mail.ru

Time redundancy is a method of increasing the reliability and efficiency of the operation of
energy systems for various purposes. A system with time redundancy is given additional time
(a time reserve) for restoring characteristics. In energy systems, one of the sources of time
reserve is energy storage. In this paper, based on the theory of semi-Markov processes with a
common phase space of states, a semi-Markov model of a two-component system with a
component-wise instantly replenished time reserve is constructed. The stationary reliability
characteristics of the system under consideration are determined, and the influence of the
time reserve on the characteristics obtained is analyzed. To construct a simplified model of
the functioning of the system under consideration, an algorithm of stationary phase merging
was used.

Keywords: time reserve, energy storages, semi-Markov model, reliability characteristics, sta-
tionary phase merging


	ВВЕДЕНИЕ
	1. ОПИСАНИЕ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ
	2. ПОСТРОЕНИЕ ПОЛУМАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ
	3. НАХОЖДЕНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК СИСТЕМЫ
	4. ПОСТРОЕНИЕ УКРУПНЕННОЙ ПОЛУМАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ
	ЗАКЛЮЧЕНИЕ
	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


