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Представлены результаты математического моделирования гидродинамики и тепло-
переноса в технологическом водоеме-охладителе с учетом турбулентного характера
течения жидкости. Исследованы режимы смешанной конвекции в открытом водое-
ме с участками ввода и вывода воды при различных параметрах входного потока.
Рассматривалась плоская нестационарная задача в рамках модели Навье-Стокса в
безразмерных переменных “вихрь скорости–функция тока–температура” для жид-
кости и уравнении теплопроводности для стенок. Дополнительно введены в рас-
смотрение уравнения  модели с соответствующими краевыми условиями. Си-
стема нестационарных уравнений динамики вязкой жидкости решена методом ко-
нечных разностей с использованием итерационного алгоритма, разработанного для
решения нелинейных задач теплопереноса в условиях интенсивного локального теп-
ловыделения. Использовалась неравномерная разностная сетка. Получены распреде-
ления гидродинамических параметров и температур, характеризующие основные за-
кономерности исследуемых процессов. Выделены циркуляционные течения и прове-
ден анализ механизма образования вихрей и распределения температуры в области
решения при режимах вынужденной конвекции, числах Рейнольдса (104 ≤ Re ≤ 107) и
Грасгофа (Gr ≥ 1012). Результаты исследований позволяют сделать вывод о возмож-
ности использования уравнений Навье-Стокса в переменных “вихрь скорости–
функция тока” для моделирования достаточно сложных по своему характеру тече-
ний в режиме турбулентной смешанной конвекции в открытых технологических во-
доемах-охладителях. Выявлено, что скорость потока оборотной воды на входе в во-
доем существенно влияет на гидродинамику течения и распределение температуры.
Варьирование числа Re в относительно небольшом диапазоне приводит к масштаб-
ным изменениям структуры потоков жидкости. Установлено, что, изменяя интен-
сивность притока оборотной воды, можно управлять тепловым режимом водоема в
условиях ввода и отвода массы в режиме смешанной конвекции.
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема загрязнения технологических водоемов промышленных предприятий не
только сохраняет свою значимость [1–5] в течение последних десятилетий, но с каж-
дым годом становится все более актуальной в связи с общим ухудшением состояния
окружающей среды [6]. Одним из важнейших аспектов этой крупной научно-техниче-
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ской проблемы является образование и распространение микроорганизмов, бактерий
и водорослей [4, 6–10] в технологических водоемах. Условия и характеристики про-
цессов развития микроорганизмов и водорослей определяются, в основном, тепловым
режимом среды, в которой они присутствуют [7, 10]. Поэтому анализ интенсивности
загрязнения технологических водоемов наиболее типичными природными загрязни-
телями возможен только при достоверной оценке температурных полей водоемов. Ре-
шение же задачи теплопереноса в рассматриваемых условиях сопряжено с описанием
не только процессов теплопроводности, но и конвекции в условиях достаточно ин-
тенсивного притока оборотной воды, ее отведения и отвода теплоты в грунт (или под-
вода) по большей части внешнего контура водоема и охлаждения или нагрева на гра-
нице раздела “вода–воздух”.

Предпринимались попытки решения задачи теплопереноса в технологических во-
доемах тепловых электростанций [4, 5, 7, 11–13]. Но в этих работах рассмотрены диа-
пазоны изменения параметров, соответствующие ламинарным режимам течения жид-
кости. В реальной же практике перенос массы, импульса и энергии при циркуляции
воды в технологических водоемах происходит в условиях развитой турбулентности,
обусловленной как локальностью ввода массы, так и большими размерами областей
движения воды. Представляет интерес решение задачи теплопереноса в технологиче-
ском водоеме с учетом конвекции и теплопроводности, а также турбулентного режима
течения жидкости в области с тремя непроницаемыми стенками, одной свободной
поверхностью, наличием источников ввода и вывода массы. Также целесообразно со-
поставление результатов решения задач в условиях ламинарного и турбулентного ре-
жимов течения.

Цель работы – математическое моделирование теплопереноса в технологическом
водоеме в рамках модели, отличающейся от известных учетом турбулентного характе-
ра течения жидкости.

ФИЗИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Проведено моделирование турбулентного течения несжимаемой вязкой жидкости
и теплопереноса в прямоугольной области с двумя вертикальными и одной горизон-
тальной стенками конечной толщины и одной свободной поверхностью (рис. 1). На
внешних границах области рассматривались неоднородные условия теплообмена. Не-
однородность обусловлена различными теплофизическими характеристиками сред и
условиями отвода или подвода теплоты на границах области решения. Испарение во-
ды на свободной поверхности не учитывалось, так как интенсивность этого процесса
не настолько велика, чтобы изменить конфигурацию свободной поверхности. Ввод
воды с более высокой температурой по сравнению со средней температурой водоема
осуществлялся на левой вертикальной границе (в ее нижней части), а отвод в верхней
части правой вертикальной границы (рис. 1). Рассматривался нестационарный про-
цесс теплопереноса в связи с необходимостью учета теплоемкости материала твердых
стенок (способности аккумулировать тепло) и значимыми перепадами температур
между втекающей в водоем жидкостью и начальной температурой среды.

Возможны различные варианты расположения каналов ввода и вывода воды. Вы-
бран наиболее типичный, с одной стороны, вариант (рис. 1), реализация которого, с
другой стороны, приводит к формированию достаточно интересных для анализа теп-
ловых режимов структур течения жидкости. При постановке задачи также предпола-
галось, что теплообмен на границах раздела “жидкость–твердая стенка” можно опи-
сать условиями четвертого рода, а на внешних границах области решения интенсив-
ность теплопередачи не зависит от времени [11–13].

Представляет интерес изучение влияния условий теплообмена на внешних грани-
цах области решения (рис. 1) на тепловой режим водоема. Эти условия не только
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Рис. 1. Область решения задачи: (1) твердая стенка; (2, 3) участки ввода и вывода жидкости в полость;
(4) жидкость; (5) свободная поверхность жидкости; (6) внешние границы твердых стенок.
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определяют интенсивность теплоотвода (или теплопритока), но и могут оказывать су-
щественное влияние на режим течения жидкости. Известно [7–10], что изменение
температуры воды на несколько градусов приводит в определенных условиях к росту
скорости размножения микроорганизмов в 1.5–1.7 раза. Поэтому локальный теплоот-
вод (или подвод энергии) могут кардинально изменить условия существования мик-
роорганизмов.

Исходя из анализа различных возможных вариантов реализации рассматриваемой
схемы на практике, можно на правой, левой и нижней границах области решения ис-
пользовать при постановке задачи граничные условия 1–3 или 4-го рода. При этом на-
до иметь ввиду, что для корректного использования условий четвертого рода при ре-
шении уравнения энергии необходимо расширять размеры области анализа путем
ввода дополнительных подобластей до значений пространственных координат, при
которых фронт прогрева не достигает этих внешних “дополнительных” границ. Такой
подход повышает достоверность результатов моделирования, но существенно услож-
няет алгоритм решение задачи. Использование же наиболее традиционных условий
теплоизоляции на внешних границах области (рис. 1) может вносить большие по-
грешности в решение, так как даже при умеренных градиентах температур всегда воз-
можен значимый (при больших временах) сток тепла во внешнюю среду с этих гра-
ниц. По выше изложенным причинам для численного моделирования выбраны гра-
ничные условия второго рода на внешних границах области [11–13].

Специфика рассматриваемой задачи заключается в процессах, протекающих на
свободной поверхности жидкости. Возникает проблема граничных условий, как для
уравнения энергии, так и для уравнений движения на этой границе. На практике эти
условия не могут быть заданы точно. При математическом моделировании и последу-
ющем решении сопряженной задачи возникают практически непреодолимые препят-
ствия в связи с неоднозначностью описания свободноконвективного течения воздуш-
ной среды вблизи свободной поверхности, движущейся даже с относительно неболь-
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шими скоростями жидкости. По этим причинам область решения ограничивалась
свободной поверхностью. Также предполагалось, что на этой границе обоснованно ис-
пользование граничных условий третьего рода для уравнения энергии. В рамках такого
приближения необходима информация по температуре воздуха вблизи открытой по-
верхности водоема, а также скорости ветра при попытках максимально приблизить ре-
зультаты математического моделирования к реальной практике. Расчет коэффициента
теплоотдачи для рассматриваемых условий возможен в рамках общих рекомендаций.

Моделирование теплоотвода с трех внешних непроницаемых (рис. 1) границ обла-
сти решения (соответствующих области контакта “вода–грунт”) проводилось с ис-
пользованием граничных условий второго рода [14–16]. Такой, на первый взгляд,
формальный прием, имеет не худший, чем другие варианты, физический смысл. Вслед-
ствие большой энергоемкости грунта (или бетонных стенок водоема) сток тепла на
этой границе можно считать практически постоянным при известной температуре во-
ды в водоеме. Выбор же значений q всегда может быть проведен с требуемой для прак-
тики или для обоснования достоверности результатов теоретического анализа точно-
стью [15–17]. Так, например, такой выбор может быть реализован при решении нели-
нейной задачи путем расчета на каждой последующей итерации величины q, исходя из
полученного на предыдущей итерации градиента температур вблизи границы раздела
сред. Кроме этого достаточно точно могут быть установлены значения теплового потока
по исходным данным каждой задачи. Последнее создает объективные условия для полу-
чения достоверных результатов при моделировании процессов теплоотвода в грунт.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Система нестационарных уравнений Навье-Стокса для жидкости и уравнением
теплопроводности для твердых стенок, соответствующая принятой физической моде-
ли рассматриваемого процесса, в целом незначительно отличается от математической
модели [11–13]. Дополнительно введены в рассмотрение уравнения  модели с со-
ответствующими краевыми условиями. Задача решалась в безразмерной постановке.

Для приведения системы уравнений неразрывности, турбулентного движения и
энергии к безразмерному виду использовались следующие соотношения:

где x, y – размерные координаты; X, Y – безразмерные координаты, соответствующие
x, y; L – длина полости по оси x; t0 – масштаб времени; τ – безразмерное время; u, v –
скорости по осям x, y соответственно; U, V – безразмерные скорости, соответствую-
щие u, v; Vin – масштаб скорости (скорость жидкости на входе); Θ – безразмерная тем-
пература; T0 – температура жидкости и твердого тела в начальный момент времени;
Tin – температура жидкости на входе; ψ – функция тока; ψ0 – масштаб функции тока;
Ψ – безразмерный аналог ψ; ω – вихрь скорости; ω0 – масштаб вектора скорости; Ω –
безразмерный аналог ω, k – кинетическая энергия турбулентности; k0 – масштаб ки-
нетической энергии турбулентности; K – безразмерный аналог кинетической энергии
турбулентности; ε – скорость диссипации кинетической энергии турбулентности; ε0 –
масштаб скорости диссипации кинетической энергии турбулентности; E – безразмер-
ный аналог скорости диссипации кинетической энергии турбулентности.
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Уравнения Навье-Стокса в приближении Буссинеска в безразмерных переменных
“вихрь скорости–функция тока–температура” для воды (режим смешанной конвек-
ции) и уравнение теплопроводности для твердых стенок будут иметь вид [14, 17]:

здесь Gr =  – число Грасгофа;  – турбулентное число Рейнольдса;

 +    – температурный ко-

эффициент объемного расширения; g – ускорение, создаваемое массовыми силами;

Re =  – число Рейнольдса; Pr =  – число Прандтля; Fo =  – число Фурье;  –

коэффициент температуропроводности;  – коэффициент кинематической вязкости;
сμ = 0.09; с1ε = 1.44; с2ε = 1.92; с1ε = 0.8; σε = 1, 3; σκ = 1.

Начальные условия:

Граничные условия:
– на внешнем контуре рассматриваемой области (кроме свободной поверхности

жидкости) задаются граничные условия второго рода 

– на свободной поверхности жидкости:
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– на внутренних границах раздела твердой и жидкой фазы:

– участок ввода жидкости:

– участок оттока жидкости:

для κ-ε модели вблизи твердой поверхности принимается

здесь  – число Кирпичева;  – число Био;  – безраз-

мерное касательное напряжение;  – касательное напряжение на свободной поверх-
ности; μ – динамическая вязкость жидкости; αk – коэффициент теплообмена между
внешней средой и рассматриваемой областью решения; Te – температура окружаю-
щей среды; λw и λf – коэффициенты теплопроводности твердой и жидкой фаз; λw,f =
= λw/λf – относительный коэффициент теплопроводности; q – тепловой поток на
внешних границах области решения; Ψin и Kin – безразмерные аналоги функции тока
и кинетической энергии турбулентности на входе.

Сформулированная выше система нестационарных уравнений динамики вязкой
жидкости с соответствующими краевыми условиями решена методом конечных раз-
ностей с использованием итерационного алгоритма [14–16], разработанного для ре-
шения нелинейных задач теплопереноса в условиях интенсивного локального тепло-
выделения. Использовалась неравномерная разностная сетка. Выбор шагов по време-
ни проводился аналогично [18] для обеспечения условий сходимости итерационного
процесса. В качестве начального приближения использовались стационарные реше-
ния, полученные при малых числах Рейнольдса.

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В реальной практике параметры, характеризующие условия нагрева и охлаждения
воды в технологических водоемах промышленных предприятий, изменяются в доста-
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точно широких диапазонах. Так, например, температура воздуха в зимнее время года
опускается до –20°С, а в летнее поднимается до +30°С. Численные исследования были
проведены при следующих достаточно типичных значениях безразмерных и размерных
величин: Pr = 7.1, 104 ≤ Re ≤ 107, Gr ≥ 1012, T0 = 293 K, 293 ≤ Tin ≤ 343 K, 273 ≤ Te ≤ 297 K.
Рассматривался открытый водоем глубиной 5 и длиной 10 м, толщина бетонных сте-
нок 1 м. Ширина входного и выходного канала составляла 0.3 м.

Следует также отметить, что диапазоны изменения безразмерных величин и раз-
мерных характеристик выбирались исходя из следующих условий. Первое – соответ-
ствие диапазонам изменения параметров в реальных вариантах реализации таких си-
стем “жидкость–твердое тело–газообразная внешняя среда”. Второе – реальные
условия режимов как вынужденной, так и естественной конвекции без вырождения
какого-либо из этих механизмов теплопереноса. Рассматривались в основном не са-
мые благоприятные для реализации “сопряженного” теплопереноса диапазоны изме-
нения, как размерных величин, так и безразмерных комплексов. Так, например, уве-
личение начальной температуры оборотной воды на 20–30° могло существенно изме-
нить (при прочих равных условиях) соотношение между характерными временами
реализации режимов вынужденной и естественной конвекции.

На рис. 2 приведены типичные результаты решения задачи при различных значени-
ях числа Рейнольдса.

Линии тока и поля температур (рис. 2а) при Gr = 4.56 × 1013, Re = 8 × 105 иллюстри-
руют образование одного обширного вихря в нижней части полости. “Горячая” жид-
кость, сливаемая в водоем, за счет сил естественной конвекции поднимается вверх,
охлажденная, двигаясь вдоль дна, направляет основной поток к левой стенке и верх-
ней границе полости. Хорошо видно, что распределение температуры в водоеме по
глубине существенно неоднородно. Происходит это за счет того, что охлаждаемая
жидкость в нижней части водоема практически не смешивается, как показывают ре-
зультаты численного моделирования, с основным нагретым потоком.

На рис. 2б приведены линии тока и поле температур при Gr = 4.56 × 1013, Re = 3 × 106.
Хорошо видны две локальные вихревые структуры. Верхняя является следствием ра-
боты сил естественной и вынужденной конвекции. Относительно холодная жидкость
опускается вдоль левой стенки, отжимая входной поток вниз. Нижний вихрь образо-
ван за счет доминирования вынужденной конвекции. В результате интенсивного дви-
жения основного потока и естественной конвекции при охлаждении жидкости за счет
теплоотвода на правой и нижней границах образуется зона замкнутого циркуляцион-
ного течения. Вихрь в нижней части области обширнее своего аналога в верхней ча-
сти, который ограничивается поднимающимся потоком остывающей, но еще доста-
точно горячей жидкости. Температурное поле отражает гидродинамику течения. При
увеличении числа Re до 4 × 106 поток нагретой и остывающей воды смещается вправо
и верхний вихрь заметно расширяется (рис. 2в). При дальнейшем увеличении сил
инерции (Re = 8 × 106) в водоеме формируется по существу один обширный вихрь
(рис. 2г). При этом вследствие высокой интенсивности вихря остывающая, но еще не
холодная, жидкость поднимается вверх только вдоль правой стенки к выходному от-
верстию.

Анализ полученных результатов показывает, что скорость потока оборотной воды
на входе в водоем существенно влияет на гидродинамику течения и распределение
температуры. Варьирование числа Re в относительно небольшом диапазоне приводит
к масштабным изменениям структуры потоков жидкости. Это позволяет сделать вы-
вод о том, что изменяя интенсивность притока оборотной воды можно управлять теп-
ловым режимом водоема в условиях ввода и отвода массы в режиме смешанной кон-
векции.
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Рис. 2. Структура течения (левая часть рисунка) и поле температур при: а – Re = 8 × 105, б – Re = 3 × 106,

в – Re = 4 × 106, г – Re = 8 × 106. Gr = 4.56 × 1013. Размеры приведены в м, температуры – в К.

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

334

329

324

311
321

326

298

293

305

309
313

321 317
313

309

305
297

305

308 316
312

308

299

304

297

302 319

339

322

329
331

334336

а

б

в

г

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Решение задачи сопряженного теплопереноса в водоеме-охладителе ТЭС иллюстри-
рует возможность моделирования существенно неоднородных температурных полей та-
ких водоемов в условиях ввода нагретой до достаточной высоких температур оборотной
воды и ее последующего охлаждения за счет конвекции и теплопроводности.

Полученные теоретические следствия дают новую информацию, которая не только
характеризует конвективный режим течения оборотной воды в водоеме-охладителе,
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но и является дополнительной для построения и апробации моделей смешанной кон-
векции в областях с теплопроводными и аккумулирующими энергию стенками.

Результаты исследований показывают возможность использования уравнений На-
вье-Стокса в переменных “вихрь скорости – функция тока” для моделирования до-
статочно сложных по своему характеру течений в режиме турбулентной смешанной
конвекции и при неоднородном теплообмене на внешних границах области решения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект № 18-79-10015).
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Mathematical Simulation of Heat Transfer in the Technological Reservoir Cooler

G. V. Kuznetsova and V. I. Maksimova, *
aNational Research Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russia

*e-mail: elf@tpu.ru

Are represented the results of the mathematical simulation of hydrodynamics and heat
transfer in the technological reservoir- cooler taking into account the turbulent nature of liq-
uid f low. The regimes of the mixed convection in the open reservoir with the sections of in-
put and output of water with different parameters of input f low are investigated. Was exam-
ined two-dimensional nonstationary problem within the framework of Navier-Stokes model
in the dimensionless variables “vorticity–the function of current–temperature” for the liq-
uid and the equation of thermal conductivity for the walls. It is additionally introduced into
the examination of the equation  model with the appropriate boundary conditions. The
system of the nonstationary equations of the dynamics of viscous f luid is solved by the finite-
difference method with the use of an iterative algorithm, developed for the solution of the
nonlinear problems of heat transfer under the conditions of intensive local heat emission.
Uneven difference grid was used. Are obtained distributions of the hydrodynamic parameters
and temperatures, characteristic basic laws governing the processes being investigated. Circula-
tion flows are isolated and is carried out the analysis of the mechanism of the formation of vor-
tices and temperature distribution in the region of the solution with the regimes of forced con-
vection, the numbers of Reynolds (104 ≤ Re ≤ 107) and Grashof (Gr ≥ 1012). The results of
studies make it possible to make a conclusion about the possibility of using the Navier-
Stokes equations in the variables “vorticity – the function of current” for the simulation of
fairly complicated by nature f lows in the regime of the turbulent mixed convection in the
open technological reservoir-coolers. It is revealed, that the speed of the f low of recirculat-
ing water at the entrance into the reservoir substantially affects the hydrodynamics of f low
and the temperature distribution. The variation of Re number in the relatively small range
leads to scale changes in the f low pattern of liquid. It is established that by changing the in-
tensity of the inflow of recirculating water it is possible to govern the thermal condition of
reservoir under the conditions for introduction and outlet of mass into the regime of the
mixed convection.

Keywords: cooling reservoir, mathematical modeling, mixed convection, turbulence
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