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Статья посвящена математическим моделям теплового удара в терминах динамиче-
ской термоупругости и их приложению к конкретным условиям интенсивного на-
грева и охлаждения твердых тел. Предложена схема вывода уравнения совместности
в напряжениях для динамических задач, обобщающее известное соотношение Бель-
трами–Митчелла для квазистатических случаев. Предложенное соотношение может
быть использовано для рассмотрения многочисленных частных случаев в теории
теплового удара в декартовых координатах как для ограниченных тел канонической
формы, так и для частично ограниченных. В качестве подробного исследования рас-
смотрен последний случай в условиях резкого температурного нагрева и охлаждения,
теплового нагрева и охлаждения, нагрева и охлаждения средой. Проведены числен-
ные эксперименты и описан волновой характер распространения термоупругих
волн. Описан малоизученный в термомеханике эффект релаксации границы твердого
тела на внезапный нагрев и внезапное охлаждение. Установлено влияние указанного
эффекта на максимум внутренних температурных напряжений, зависящих от пара-
метров, характеризующих упругие и теплофизические свойства материалов, а также
время нагрева и время охлаждения. Предложено “уравнение совместности” в пере-
мещениях для исследования проблемы теплового удара в цилиндрической и сфери-
ческой системах координат в телах при радиальном потоке теплоты и центральной
симметрии. Сформулирована постановка обобщенной задачи в теории теплового
удара, что представляет практический и теоретический интересы для многих на-
правлений науки и техники.
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема термического удара – одна из центральных в термомеханике в связи с со-
зданием мощных излучателей энергии и их использованием в различных технологиче-
ских операциях. Ее исследования на основе моделей динамической и квазистатической
термоупругости получили широкое развитие: изучены физические закономерности тер-
монапряженного состояния в изотропных и анизотропных упругих телах на основе
классических феноменологий Фурье [1–4] и Максвелла–Каттанео–Лыкова о конеч-
ной скорости распространения теплоты в твердых телах [5–7]; развита обобщенная
теория сопряжения термомеханических полей с полями различной физической при-
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роды (электрических, магнитных) [8, 9]; сформулированы определяющие соотношения
линеаризованной теории с учетом тепловой памяти [10]; установлена связь макроско-
пического поведения сплошной среды с внутренними параметрами состояния среды
и скоростью их изменения во времени [11]. Интенсификация тепловых воздействий
на элементы конструкций, создание новых технологических процессов, основанных
на использовании высокоинтенсивных импульсных потоков энергии, стимулирует
разработку соответствующих модельных представлений для описания термической
реакции конструкционных материалов, применяемых на практике. Систематизация
результатов, накопленных в этой области термомеханики, дана в обзорах [12–15] и
книге [1].

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ
ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Пусть  – конечная или частично ограниченная выпуклая область пространства
 описывающая реальное твердое тело и находящаяся в условиях термона-

пряженного состояния;  – кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая область
D,  – внешняя нормаль к , вектор, непрерывный на ,  – распре-
деление температуры в области  при ;  – начальная температура, при которой
область находится в недеформированном и напряженном состоянии. Пусть 

  – соответственно компоненты тензоров напряжения, деформации и
вектора перемещения, удовлетворяющие основным уравнениям (несвязанной) тер-
моупругости (в индексных обозначениях):

(1)

(2)

(3)

где  – плотность;   – изотермические коэффициенты Ламе;  –
коэффициент Пуассона, при это   – модуль Юнга;  – модуль сдвига;

 – коэффициент линейного теплового расширения;  – символ Кронекера;
 – объемная деформация, связанная с суммой нормаль-

ных напряжений  соотношением

(4)

Исключая в (2) компоненты вектора перемещения, приходим к известному уравнению
совместности деформаций в виде  где  – альтернативный (ан-
тисимметричный) тензор  Это уравнение можно расписать подробнее:

(5)

Выразим из (3) деформации через напряжения

(6)

Свернем в (5) в тензоры по индексам  и подставим
правые части соотношения (6). Произведя преобразования с использованием (1), (2) и
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свойств тензорной алгебры, найдем следующее основное уравнение динамической
термоупругости в напряжениях:

(7)

которое можно переписать в следующем виде

(8)

где  – объемное напряжение.

Выражение (7) является обобщением уравнений Бельтрами–Митчелла на динами-
ческие задачи. Этот случай впервые рассмотрел В. Новацкий, используя уравнения
эластокинетики в напряжениях [16], однако конечный результат имеет форму, отличную
от (7) и менее удобную для практических приложений. В этом смысле уравнение (7)
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Соотношение (9) менее удобно для практического использования и его можно свести к
выражению (7). Для этого перепишем уравнение, используя обозначения [1]:

(11)

(12)

Учтем связь постоянных  и скоростей  с техническими постоянными 

Используя эти соотношения в (11), приходим к предложенному нами выражению (7):

(13)

Термонапряженное состояние области  при  может возникать при различных
режимах теплового воздействия на границу S, создающих термический удар. К ним
можно отнести наиболее распространенные на практике случаи [17, 18]: температур-
ный нагрев     тепловой нагрев

   (  – теплопроводность материала,  –
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среды ), а также от действия внутренних источников теплоты. В равной мере
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лее наглядные и удобные с точки зрения практического использования аналитические
представления решений задач теории теплового удара. В этих условиях при одномерном
движении величины   

 напряжения  для  и  для  температурная
функция  и уравнение (8) при отсутствии объемных сил приводится к сле-
дующему виду

(14)

где

(15)

– скорость распространения волны расширения в упругой среде, близкая к скорости
звука. Остальные компоненты тензора напряжения, отличные от нуля, согласно (3)–(4)
имеют вид:

(16)

при этом

(17)

Уравнение (14) впервые получила Даниловская [19] непосредственно из соотно-
шений (1)–(3) и независимо от нее Т. Мура, [20] который, по-видимому, не знал о
ранней и более общей работе Даниловской.

Как отмечалось, уравнение (8) на практике реализуется в декартовых координатах.
Что касается цилиндрической и сферической системы координат, то рассмотрим далее
базовое уравнение в теории теплового удара в этих системах координат. Здесь более удобной
математической моделью динамической термоупругости является “уравнение сов-
местности” в перемещениях. Подставляя правые части (3) в (1) (в отсутствии объем-
ных сил ) и используя далее (2), (4) после ряда длительных преобразований
приходим к соотношению
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  температурное состояние которой описывается функцией 
при этом   и соотношение (18) будет

(19)

Во втором случае в сферических координатах  рассматривается область
  при нагреве в условиях центральной симметрии  так что

  и (18) записывается в виде

(20)

В третьем случае в цилиндрических координатах  рассматривается область
  в условии нагрева радиальным потоком теплоты  так что

  и соотношение (18) будет

(21)

Будем считать, что во всех трех случаях тепловой удар создается внезапным нагревом
граничной поверхности до температуры , что приводит к условия
симметрии и необходимости учитывать инерционные члены в (1). Последнее означает
рассмотрение как раз динамической задачи (и именно) в перемещениях.

Представляет интерес охватить одновременно все три случая (19)–(21) в рамках
обобщенной модели. Во избежание излишней громоздкости введем следующие без-
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Теперь можно записать обобщенную модель задачи, предполагая границы областей
свободными от напряжений.

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

Здесь:  при  при  при  Решение обобщенной
задачи (25)–(31) с целью изучения влияния геометрии области на кинетику соответ-
ствующих термоупругих напряжений – пока открытая проблема динамической термо-
упругости. Ее решение автор предполагает опубликовать в последующем времени.

МОДЕЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕПЛОВЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ

Рассмотрим последовательно несколько моделей термической реакции области
 на нагрев и охлаждение, представляющих значительный практический

интерес для многих приложений, отмеченных в [14, 15]. В первом случае рассматривается
интенсивный нагрев (охлаждение) поверхности области: например, поверхностный
диэлектрический нагрев; расчет термических напряжений в стенках цилиндров паровых
машин и двигателей внутреннего сгорания; в теории автоматических систем регули-
ровки температуры; при исследовании области звуковых частот металлов при высоких
или очень низких температурах поверхности; многочисленные случаи резкой смены тем-
пературы поверхности космических, авиационных объектов, в машиностроительной
отрасли и др.

Во втором случае рассматривается нагрев (охлаждение) границы области постоянным
тепловым потоком. Последнее встречается при генерировании теплоты в результате
пропускания электрического тока через плоский нагревательный элемент; при выде-
лении теплоты в следствии трения; в условиях высокочастотного индукционного на-
грева; в ранних фазах нагрева печи ли помещения; при нагреве поверхности земли в
ясный безветренный день (знание термонапряженного состояния внутри земли суще-
ственно для понимания многих геофизических явлений, например, для понимания
магнитного поля земли, пластических свойств вещества земли, а также для выяснения
происхождения и причин вулканизма и тектонических движений); при изучении на-
грева тела сантиметровыми волнами и др.

В третьем случае тепловой поток с поверхности области является линейной функ-
цией разности температуры между этой поверхностью и окружающей ее средой. По-
следнее имеет место при излучении черного тела; при теплопередаче через тонкую
пленку на поверхности тела; при исследовании утечки теплоты в подводных кабелях;
при индукционном нагреве поверхности металлов; при определении потерь теплоты
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через газовую оболочку (или жидкую среду), окружающую твердое тело; в многочис-
ленных технологических процессах, требующих предварительной тепловой обработки
изделия в тепловой камере и др.

Соответствующая модель динамической термоупругости для свободной от напря-
жений границы области  имеет вид:

(32)

(33)

(34)

При постановке краевой задачи для температурной функции  входящей в (32),
объединим режимы нагревания и охлаждения и все три вида граничных условий. Следу-
ет отметить, что режимы резкого охлаждения в литературе практически не исследованы.

Имеем для 
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В (32)–(40) перейдем к безразмерным переменным:
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Соотношения (32)–(40) теперь будут:

(41)
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(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

В пространстве изображений по Лапласу

(50)

операционное решение преобразованной задачи имеет вид:
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где  – соотношения (52).
Переходя к оригиналам в (53), находим искомое решение задачи о тепловом ударе

одновременно для режимов интенсивного нагрева и охлаждения:
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Здесь функции  и  имеют следующие значения:
– в случае температурного нагрева или охлаждения (46)

(55)

– в случае теплового нагрева или охлаждения (47)

(56)

– в случае нагрева или охлаждения средой (48)

(57)

Здесь  – функция Лапласа.

Следует отметить, что значение  входящее в  не является особым.
При помощи предельного перехода можно показать, что

Вычисление остальных компонент тензора термоупругих напряжений производится
по формуле (16), предварительно записанной в системе координат 

ФИЗИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ

Если в (32) отбросить инерционное слагаемое, то есть положить  и учесть при
этом граничные условия (34), то напряжение  вообще будет равно нулю и из (16)
находим квазистатическое решение задачи (32)–(40) (в исходной системе координат)

Весьма поучительно сравнить оба полученных решения. Прежде всего, на поверх-
ности  оба решения дают одинаковый результат, заключающийся в том,

( ) ( )ξξσ ξ τ1 , ( ) ( )ξξσ ξ τ2 ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ξξ

ξξ

γ ξ ξ    σ ξ τ = τ − ξ Φ − τ + τ + ξ Φ + τ        τ τ
σ ξ τ = −γ τ − ξ

1 2

2
2

, exp * exp * ,
2 2 2

, exp ;

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ξξ

ξξ

γ ξ ξ    σ ξ τ = τ − ξ Φ − τ − τ + ξ Φ + τ        τ τ
σ ξ τ = −γ τ − ξ Φ τ − ξ

1 2

2
2

, exp * exp * ,
2 2 2

, exp ;

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ξξ

ξξ

γ  ξ σ ξ τ = τ − ξ Φ − τ +   + τ

ξ  + τ + ξ Φ + τ +  − τ 

ξ  + ξ + τ Φ + τ     τ −

σ ξ τ = −γ ×
−

    × τ − ξ − Φ τ − ξ − τ − ξ Φ τ − ξ       

1 2

2

2

2
2

2 2

2

*
, exp *

2 * 1 2
*

exp *
* 1 2

*
exp * * * * ,

2*1
*

,
* 1

1 *exp 1 exp * *
*

Bi
Bi

Bi
Bi

Bi Bi Bi Bi
Bi

Bi

Bi

Bi Bi
Bi

.

( ) ( ) ( ) ( )Φ = − Φ Φ = π −
2

0
* 1 , 2 exp

z
z z z y dy

=* 1,Bi ( )ξξσ ξ τ, ,

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

ξξ →
  γ ξ ξ σ ξ τ = − + τ − ξ Φ − τ −   

 ττ π τ 
ξ − ξ + τ τ + ξ Φ + τ + 

 τ
 + − τ − ξ π − τ − ξ − Φ τ − ξ − τ − ξ Φ τ − ξ 

2
2

* 1
1 1, exp exp *

2 4 2 2
1 2 exp *
2 2

1 2 exp 2 2 * .

Bi

( )ξ τ, .

ρ = 0
( )σ ,zz z t

( ) ( ) ( ) ( )[ ]α −
σ = σ = σ = −

− ν
0,

, 0 ; , , .
1

T
zz xx yy

E T z t T
z t z t z t

( )= ξ =0 0z



145МОДЕЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕПЛОВОГО УДАРА
что на этой поверхности по всем направлениям действуют равные между собой сжи-
мающиеся напряжения

(58)

а в системе координат 

Аналогичные сравнения динамических и соответствующих им квазистатических ре-
шений, приведенное в [1] для сплошного цилиндра, шара, бесконечной среды с внут-
ренней шаровой или цилиндрической полостью показывают, что соотношение (58) бу-
дет справедливо также и в этих случаях, но только для моментов времени микросе-
кундной длительности, то есть непосредственно после воздействия теплового удара. В
последующие моменты времени напряжение на поверхности в динамическом случае
может превзойти квазистатическое значение. Иным будет положение внутри области

 занятой телом. На рис. (1–2) представлены кривые зависимости напряжения
 от времени в фиксированном сечении  рассчитанные по (55)–(57). Вначале

рассмотрим данные на рис. 1. Как следует из (54), вначале в фиксированном сечении

возникает только составляющая напряжения  – продольная упругая волна, фронт
которой движется со скоростью  от поверхности внутрь тела; напряжение растет от
нуля до некоторого отрицательного значения, оставаясь сжимающим (материал, занима-
ющий область  нагревается сильнее, чем материал, расположенный в области

 и поэтому при  возникают сжимающие напряжения). В момент времени
  к этому сечению  приходит волна напряжения, соответствую-

щая функции  и напряжение скачкообразно возрастает, при температурном нагре-
ве переходит в область положительных (растягивающих) значений и затем убывает, до-
стигая квазистатических значений. Таким образом, процесс распространения термо-
упругих напряжений на основе динамической модели не является чисто
диффузионным, а связан с распространением термоупругих волн.

Представляет интерес рассчитать величину скачка напряжений на фронте термо-
упругой волны, используя теорему запаздывания:

откуда видно, что в точке  происходит скачок функции  Величина этого скачка
рассчитывается по формуле

Для вычисления величины  в операционном решении (53) выделим слагаемое
 и при  имеющий вид (52), находим:
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Рис. 1. Изменение напряжения  со временем в сечении : 1 – температурный нагрев; 2 – теп-

ловой нагрев; 3 – нагрев средой 
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Таким образом, в случае температурного нагрева в момент времени  напряжение
имеет скачок на величину  в случае теплового нагрева и нагрева средой напря-
жение плавно, без скачка изменяется непрерывно, возрастает при прохождении волны
расширения, оставаясь практически сжимающими при всех  Из кривых на рис. 1
также следует, что режим (внезапного) температурного нагрева является наиболее
опасным при тепловом ударе по сравнению с другими, исследованными выше.

На рис. 3 приведена зависимость напряжения  по текущей толщине  при
различных τ. Видно, что в поверхностных слоях напряжения существует в течение не-
значительного времени и быстро убывают до нуля.

На рис. 2 приведены зависимости напряжения  от времени  в сечении
 при различных режимах охлаждения, рассчитанные по соотношениям (54)–(56).

Здесь также справедливы все закономерности процесса, описанные выше, с той лишь
разницей, что вместо волны расширения в указное сечение приходит волна сжатия.
В то же время эти кривые наглядно показывают, что режим охлаждения, создавая рас-
тяжения, является более опасным для материала среды, чем режим нагревания, и тем-
пературное охлаждение, как и при нагреве, является более разрушительным.

В практических случаях термического нагружения определяющими являются
именно начальные (малые) времена микросекундной длительности, когда возникающие
в твердых телах кратковременные динамические напряжения приводят к трещинооб-
разованию, растрескиванию поверхностного и приповерхностных слоев. Последнее
можно установить, сравнивая максимальные значения напряжения сжатия и растяжения
(пересчитанные на величину ) при нагревании и охлаждении с пределом проч-
ности при растяжении и при сжатии (величина последнего приводится в справочниках

τ = 1
Δ = 1;

τ > 0.

( )ξξσ ξ τ, ξ

( )ξξσ ξ τ, τ
ξ = 1

( )σ ,zz z t
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Рис. 2. Зависимость напряжения  от  в сечении  для температурного охлаждения (1), тепло-

вого охлаждения (2), охлаждения средой (3) при 
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Рис. 3. Зависимости напряжения от текущей толщины  при  для первой краевой задачи (нагрев).
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по физике). Важным моментом в этих исследованиях – прежде всего в условиях тем-
пературного нагружения – является скорость тепловой реакции поверхности тела при
его нагреве. Рассмотрим этот вопрос, учитывая его практическую значимость.

ЭФФЕКТ ТЕПЛОВОЙ РЕЛАКСАЦИИ ПОВЕРХНОСТИ ОБЛАСТИ

К числу малоисследованных вопросов в теории теплового удара относится эф-
фект релаксации материала на внезапный нагрев. В основном это касается случаев
внезапного нагрева границы области до температуры   или

внезапного нагрева средой температуры  
В первом случае скачкообразное изменение температуры поверхности тела от  до

 представляет собой математическую идеализацию, которая практически может
осуществиться с некоторым приближением при очень больших Био (   –
масштабная единица длины). Однако подобное ограничение не исключает из рас-
смотрения большое количество исследований по тепловому удару при внезапном
нагреве границы тела канонической формы (бесконечная пластина; цилиндр; шар;
упругое полупространство сплошное и с полостью), отраженных в [1]. Тем не менее,
для полноты изучения данной проблемы рассмотрим случай, когда температура по-
верхности  области  возрастает от начальной  по линейному за-
кону и достигает значения   за малый, но отличный от нуля интервал времени

:   – функция Хевисайда. В системе
координат  граничная функция (при ) имеет вид:

(59)

температурная функция  находится из решения крае-
вой задачи для уравнения (44), напряжение  находит-
ся из (41)–(43).

В пространстве изображений (по Лапласу) находим искомые функции:

(60)

переходя к оригиналам, находим
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Рис. 4. Изменение напряжения  со временем в сечении  при различных временах релаксации

(нагрев).
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На рис. 4. показаны графики зависимости напряжения  от времени  в точке

 при различных значениях 

Как можно видеть из графиков, максимум напряжений быстро уменьшается с уве-
личением  При  этот максимум составляет лишь около 14% от его значения
при  (мгновенный нагрев). Например, для углеродистой стали (

     ) из формулы получаем ско-

рость волны расширения  а зависимость между временем  и безраз-

мерной переменной  будет иметь вид  с. При значении  время на-

грева будет  с.

Для органического стекла ПММА (  

 ) скорость волны расширения 

а зависимость  =  с. При  время нагрева составляет  с.

Эти результаты показывают, что даже при столь малой продолжительности нагрева
максимум динамических напряжений снижается по сравнению с его значениями при
скачкообразном изменении температуры поверхности тела.

В тоже время для достаточно малых значений величины  что связано с целым
комплексом параметров, входящих в  идеализация внезапного нагрева границы
становится приближенно оправданной. Еще больший интерес представляет режим
охлаждения с учетом эффекта релаксации, когда температура поверхности области
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 убывает от начального значения  по линейному закону и достигает конечного
значения  за время релаксации  то есть когда

в системе координат  граничная функция (при ) имеет вид

(63)

температурная функция  =  напряжение  =
=  Если ввести новую функцию  то в про-
странстве изображений (по Лапласу) находим искомые функции:

(64)

Переходя к оригиналам, находим:

(65)

(66)

На рис. 5. показаны графики зависимости напряжения  от времени в сечении
 при различных значениях времени релаксации , характеризующие влияние ско-

рости охлаждения граничной поверхности тела на его термическую реакцию.
Чем больше время охлаждения, тем меньше максимум напряжений растяжения.

БЕСКОНЕЧНАЯ ПЛАСТИНА И УПРУГОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Переход от бесконечной пластины к упругому полупространству как более удобному
объекту исследования с точки зрения модельных представлений в динамической тер-
моупругости практически не рассматривался, если не считать ранней публикации
[21], где были высказаны первые соображения по этому вопросу. Изучим эту проблему,
представляющую большой практический и теоретический интерес. Рассмотрим упругую
однородную изотропную бесконечную пластину   конечной
толщины l, достаточной для реализации плоского деформированного состояния при
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Рис. 5. Изменение напряжения  со временем в сечении  при различных временах релаксации

(охлаждение).
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свободных от напряжения границах. Напряженное состояние в пластине описыва-
ется уравнением (32) с однородными начальными и граничными условиями, темпе-
ратурная функция удовлетворяет уравнению (35). Для уменьшения громоздкости в
вычислениях будем считать, что начальное и граничное условия на верхней плоскости
симметрии пластины однородные, нижняя плоскость симметрии поддерживается

при температуре  В безразмерных переменных   

  функция  удовлетворяет уравнению (41) в

области   с однородными краевыми условиями, функция  удо-
влетворяет уравнению (44) в области   с однородными начальным и
граничным условиями соответственно при  и  и граничному условию

  Операционное (по Лапласу) решение задачи для  имеет вид:

(67)

Первое слагаемое в (67) имеет оригинал:

(68)

где  – тэта-функция Якоби.
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Построение оригинала второго слагаемого в (67) требует специального подхода.

Изображение  запишем в виде:

последовательно переходим к оригиналам:

и т.д. Для последующих моментов  величина  строится подобным образом.
Для практического использования соотношения (68) обратимся к данным на рис. 1 и
рис. 3 для упругого полупространства. Максимальные напряжения возникают в мо-
мент времени  причем напряжения в тонком поверхностном слое практически
затухают в очень короткий промежуток времени. Последнее объясняется действием
инерционных эффектов в динамической постановке исходной задачи в течении вре-
мен микросекундной длительности [1]. Так как малым значениям τ соответствуют в
изображениях большие , то оригинал (68) можно существенно упростить, приведя

его к малым временам, что как раз и представляет главный интерес. Разлагая 

в ряд по  и переходя к оригиналам, получаем последовательно:

Таким образом, для малых времен можно записать: для 
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для 

для 

(69)

и т.д.
Анализ формулы (69) показывает, что напряжение  в некотором фиксиро-

ванном сечении  в промежутке времени  изменяется от нуля до не-
которого отрицательного значения, которое всегда меньше величины равной 1. В мо-
мент времени  напряжение  делает скачок на величину равную 1 и пере-
ходит в область положительных значений. В момент времени  (это то
время, которое требуется пройти упругой волне, начавшей двигаться в момент времени

 от границы  до границы  отразиться от границы  и вернуться в
фиксированное сечение ) произойдет разгрузка, напряжение  скачком
уменьшается на величину  В момент времени  напряжение

 скачком увеличится на величину  и т.д. Причем процесс
чрезвычайно быстро затухает. Во времена  динамическое напряжение

 практически равно нулю. Причем в пластине это затухание протекает значи-
тельно быстрее, чем в полупространстве.

Разберем теперь более реальный случай нагрева, а именно, когда нагрев пластины
происходит вследствие теплообмена границы  со средой, температура которой
равна ; граница  поддерживается при нулевой температуре, начальная температура
равна нулю. В системе координат  функция  удовлетворяет уравнению (44)
в области   с однородными начальными и граничными условиями при

 и  и граничному условию  , где

 Операционное (по Лапласу) решение задачи для  имеет вид:

(70)

Поскольку главный интерес составляют времена действия инерционных эффектов
(в динамической постановке задачи), то есть малые времена τ, что соответствует в (70)
большим , то выделим в (70) основное (главное) слагаемое

(71)
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В пространстве оригиналов

(72)

Здесь:

(73)

(74)

Из (73)–(74) следует, что характер изменения напряжения  с течением вре-
мени в каком-либо фиксированном сечении будет зависеть от параметра  Напря-
жение для больших значений параметра  растет от нуля до некоторого от-
рицательного значения, затем убывает, переходит в область положительных значений
и затем довольно быстро убывает до нуля. Для малых значений параметра

 напряжение растет в области отрицательных значений, достигает неко-
торого максимума и затем быстро убывает до нуля (выше показано, что значение 
не является особым). Следует обратить внимание, что все явления возникновения ди-
намических температурных напряжений протекает в тонком поверхностном слое и
сами напряжения существуют в течении очень незначительных времен. Поэтому с
точки зрения динамических температурных напряжений бесконечная пластина при
плоскодеформированном состоянии и упругое полупространство ведут себя одинаково.

Дальнейшее обобщение математических моделей теории теплового удара – переход
от уравнений параболического типа (35) к уравнениям гиперболического типа с уче-
том конечной скорости распространения теплоты [22, 23].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выделен класс задач, в которых учет геометрических размеров конструкции, иссле-
дуемую на термомеханическую реакцию в условиях интенсивного нагрева или охла-
ждения, касается главным образом приповерхностных слоев. Установлено, что имен-
но эти слои ответственны за тепловую реакцию твердого тела в течение времени близ-
кого к началу нагрева или охлаждения, соответствующего временам микросекундной
длительности, в течении которых действуют инерционные эффекты. Исследована
термическая реакция массивного тела (упругое полупространство) при различных ре-
жимах интенсивного теплового воздействия на его границу. Показано, что процесс
распространения термоупругих напряжений на основе динамической модели не явля-
ется чисто диффузионным, а связан с распространением термоупругих волн. Описан
эффект релаксации материала на внезапный нагрев и охлаждение границы области;
установлено, что максимум динамических напряжений снижается по сравнению с его
значениями при скачкообразном изменении температуры. При этом величина сниже-
ния определяется упругими и теплофизическими свойствами материала, а также ско-
ростью нагрева или охлаждения поверхности тела. Показано также, что режим вне-
запного охлаждения создает напряжения растяжения, более разрушительные по срав-
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нению с режимом нагревания. При этом с увеличением времени охлаждения,
максимум напряжений растяжения уменьшается.
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Model Representations of Heat Shock
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This article is devoted to mathematical models of thermal shock in terms of dynamic
thermoelasticity and their application to the specific conditions of intensive heating and
cooling of solids. A scheme is proposed for deriving the compatibility equation in voltages
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for dynamic problems, which generalizes the well-known Beltrami-Mitchell relation for
quasistatic cases. The proposed relation can be used to consider numerous special cases in
the theory of thermal shock in Cartesian coordinates for both bounded canonical bodies and
partially bounded ones. As a detailed study, the latter case was considered under conditions
of abrupt temperature heating and cooling, thermal heating and cooling, and medium heat-
ing and cooling. Numerical experiments were carried out and the wave nature of the propa-
gation of thermoelastic waves was described. The effect of relaxation of the solid boundary
on sudden heating and sudden cooling, which has been little studied in thermomechanics, is
described. It is established that this effect influence on the maximum of internal tempera-
ture stresses, which depend on the parameters characterizing the elastic and thermal proper-
ties of materials, as well as the heating time and cooling time. A “compatibility equation” in
displacements was proposed to study the problem of thermal shock in cylindrical and spher-
ical coordinate systems in bodies with a radial heat f low and central symmetry. The formula-
tion of a generalized problem in the theory of thermal shock is formulated, which represents
practical and theoretical interests for many areas of science and technology.

Keywords: heatstroke, mathematical models, dynamic thermoelasticity, relaxation effect
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