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В данной работе представлена новая модель генерации осесимметричных сосредоточенных вихрей.
Получено и проанализировано решение нелинейного уравнения для внутренних гравитационных
волн в неустойчивой стратифицированной атмосфере в рамках идеальной гидродинамики. Соот-
ветствующие выражения, описывающие зависимости от радиуса для радиальной и вертикальной
компонент скоростей во внутренней и внешней области вихря, включают комбинации функций
Бесселя и модифицированных функций Бесселя. Предложенная новая нелинейная аналитическая
модель позволяет исследовать структуру и нелинейную динамику вихрей в радиальной и верти-
кальной области. Вихрь ограничен по высоте. Максимум вертикальной компоненты скорости дости-
гается на определенной высоте. Ниже этой высоты радиальные потоки сходятся к оси, а выше проис-
ходит отток. Возникшая неустойчивость в стратифицированной атмосфере приводит к росту радиаль-
ной и вертикальной составляющей скоростей по закону гиперболического синуса, переходящему в
экспоненциальный рост. Характерное время роста определяется обратным темпом роста неустойчи-
вости. Проанализировано формирование вихрей с конечными составляющими скоростей, нарастаю-
щих во времени. Радиальная структура азимутальной скорости определяется структурой начального
возмущения и может изменяться с высотой. Максимальное вращение достигается на определенной
высоте. Рост азимутальной скорости происходит по сверх экспоненциальному закону.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Существование вихревых структур в атмосфере

является одним из основных факторов, влияющих
на погоду и климат, в результате взаимодействия
вихрей разной топологии и масштаба. В многооб-
разии атмосферных вихревых движений отчетли-
во выделяются мезомасштабные и сосредоточен-
ные вихри, представляющие большой интерес как
для фундаментальных, так и для прикладных на-
учных исследований. Сосредоточенные вихри (СВ)
представляют собой локализованные в простран-
стве нестационарные вертикально вытянутые вих-
ревые структуры с характерным поперечным мас-
штабом от нескольких метров до нескольких сотен
метров. К СВ относятся пыльные дьяволы (ПД)
[Ives, 1947; Balme and Greeley, 2006], более интен-
сивные и крупномасштабные вихри – торнадо
[Nalivkin, 1983; Justice, 1930], водяные смерчи
[Church et al., 1979], которые можно наблюдать на
море или крупных озерах, и огненные смерчи, ко-

торые могут внезапно возникать при пожарах в
безветренную погоду [Battaglia et al., 2000; Tohidi
et al., 2018] или при извержениях вулканов [Thora-
rinsson and Vonnegut, 1964]. В отличие от ПД, пе-
реносящих частицы пыли, водяные смерчи во-
влекают капли воды в вертикальное вихревое
движение. Несмотря на то, что перечисленные
вихри возникают в разных средах и могут порож-
даться разными природными механизмами, все
они испытывают восходящее геликоидальное
движение. Скорость вращения в СВ достигает
максимального значения на некотором расстоя-
нии от оси вихря и стремится к нулю на его пе-
риферии. ПД, как наиболее простые и легко на-
блюдаемые СВ, представляют особый интерес
для изучения всего класса СВ в атмосферах Зем-
ли и Марса.

Анализируя данные наблюдений ПД, Синклер
[Sinclair 1969, 1973] предположил, что необходи-
мыми условиями для их возникновения являются
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наличие пыли в приповерхностном слое атмо-
сферы и аномально высокие температуры грунта.
Это согласуется с современными моделями [Balme
and Greeley, 2006; Rafkin et al., 2016], в которых ПД
образуются из конвективных ячеек в неустойчи-
вом приповерхностном слое со сверхадиабатиче-
ским градиентом температуры. Ряд наблюдений
[Balme and Greeley; 2006, Tohidi et al., 2018] пока-
зал, что генерация антициклонических и цикло-
нических вихрей такого масштаба на открытой
местности равновероятна. Из наблюдаемого от-
сутствия корреляции между внешней завихрен-
ностью, временем генерации и диаметром вихря
следует, что одной внешней завихренности в ат-
мосфере недостаточно для генерации ПД. Метео-
рологические наблюдения [Sinclair, 1973] послу-
жили основой для создания первой термодина-
мической модели генерации ПД [Renno et al., 2002;
Raasch and Franke, 2011]. В этой модели теплый
воздух в конвективно-неустойчивой атмосфере
поднимается вверх, а затем, охлаждаясь, опускает-
ся. Предлагаемая модель является аналогом теп-
ловой машины, черпающей энергию из горячего
поверхностного слоя.

Несмотря на значительное количество предше-
ствующих исследований, механизм генерации и
интерпретации наблюдаемых вихревых структур
остается неопределенным. В работе [Onishchenko
et al., 2014] была предложена гидродинамическая
модель аксиально-симметричных конвективных
вихрей (в предположении слабых возмущений) в
конвективно-неустойчивой атмосфере на началь-
ной стадии генерации. В работах, например [On-
ishchenko et al., 2015; Horton et al., 2016; Onishchen-
ko et al., 2016; Onishchenko et al., 2020], эта модель
получила дальнейшее развитие для конечных ам-
плитуд скоростей при двумерном винтовом движе-
нии и различных случаях функций тока и затра-
вочных азимутальных скоростей. Однако эти мо-
дели по-прежнему ограничивались анализом
радиальной и вертикальной составляющих скоро-
сти полоидального движения либо в очень узкой
центральной части, либо далеко на периферии
конвективной ячейки. Целью настоящей работы
является расширение аналитической модели, ис-
пользуемой для описания динамики осесиммет-
ричного вихря, на произвольное радиальное рас-
стояние от центра. Для этого было получено реше-
ние в виде функций Бесселя (вместо степенных и
экспоненциальных функций) с использованием
метода поиска стационарных крупномасштабных
дипольных вихрей волн Россби в нейтральной ат-
мосфере [Larichev and Reznik, 1976].

Структура статьи следующая. В части 2 выво-
дятся упрощенные уравнения для нелинейных
внутренних гравитационных волн (ВГВ) в неустой-
чивой стратифицированной атмосфере. В части 3
обсуждается новая модель генерации вихрей, а в
части 4 исследуется предложенная модель. В за-

ключении обсуждаются основные результаты ис-
следования.

2. РЕДУЦИРОВАННЫЕ УРАВНЕНИЯ
Метеорологические наблюдения послужили

основой для создания первых термодинамиче-
ских моделей генерации вертикальных течений
(конвективных ячеек) [Rafkin et al., 2016; Raasch
and Franke, 2011; Renno et al., 1998]. В настоящее
время современные представления о генерации
вертикальных течений связаны с неустойчи-
востью стратифицированной атмосферы. Атмо-
сфера считается неустойчиво стратифицирован-
ной, если квадрат частоты Брента–Вяйсяля или
частоты плавучести:

(1)

характеризующий ВГВ, отрицателен. Здесь g –
ускорение свободного падения,  – отношение
удельных теплоемкостей, H – локальный мас-
штаб высоты атмосферы, T и dT/dz – температура
среды и температурный градиент в вертикальном
направлении соответственно. Из-за солнечного
прогрева почвы вертикальный градиент темпера-
туры (второй член частоты Брента–Вяйсяля) от-
рицателен, а его величина превышает первый
член. Последнее соответствует известному крите-
рию Шварцшильда для конвективной неустойчи-
вости. В этом случае ВГВ превращаются в не-
стабильные, экспоненциально растущие клетки.
При выводе основного уравнения будем следо-
вать работам [Onishchenko et al., 2014; Stenflo, 1987].
В качестве исходной системы уравнений мы ис-
пользовали уравнение Эйлера идеальной гидро-
динамики (без учета вязкости), которое можно
записать в виде

(2)

и уравнение переноса для потенциальной темпе-
ратуры θ, являющейся однозначной функцией
энтропии, которое можно записать как

(3)

где мы пренебрегли диссипативными эффектами
(такими как теплопроводность и вязкость). В при-
веденных выше уравнениях ρ и p обозначают со-
ответственно плотность и давление, v – скорость
вещества,  – эйлерова (конвек-
тивная) производная по времени,  – уско-
рение свободного падения,  – единичный век-
тор вдоль вертикальной оси,  Чтобы
замкнуть нашу систему уравнений, мы использо-
вали уравнение состояния идеального газа (урав-
нение Менделеева–Клапейрона) 
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Следуя процедуре, разработанной в [Renno et al.,
1998; Onishchenko et al., 2020; Stenflo 1987, 1990],
мы можем вывести упрощенное уравнение для не-
линейных ВГВ. Вводим цилиндрическую систему
координат  с осью z в вертикальном направ-
лении и полагаем, что  В общем случае
скорость бездивергентного потока 
можно разложить на его полоидальную составля-
ющую  и азимутальную составляющую  т.е.

 где  – соответствующий единич-
ный вектор, а ϕ – угол цилиндрической системы.
Полоидальные компоненты скорости связаны с
функцией тока  соотношениями:

(4)

Согласно [Onishchenko et al., 2014] сокращен-
ное уравнение, описывающее эволюцию нели-
нейных внутренних гравитационных волн (ВГВ),
имеет вид

(5)

где  – якобиан, а оператор 

определяется как

(6)

Якобиан в уравнении (5) соответствует так на-
зываемой векторной нелинейности:

Если  уравнение (3) описывает нели-
нейную динамику ВГВ в неустойчиво стратифи-
цированной атмосфере. Именно этот случай мы и
будем рассматривать, когда в момент t = 0 возни-
кает неустойчивость, т.е. в (5) имеем 
В противоположном случае неустойчивости не
возникает и энергия возмущений уносится из об-
ласти их возникновения с помощью ВГВ. Отме-
тим, что уравнение, подобное уравнению (5), было
получено ранее в [Steflo, 1990] для интерпретации
поведения акустико-гравитационных вихрей.

3. ГЕНЕРАЦИЯ СТРУЙ (РАДИАЛЬНЫХ 
И ВЕРТИКАЛЬНЫХ ПОТОКОВ)

Мы будем искать скалярную функцию тока,
которая может генерировать компоненты скоро-
сти, в виде

(7)

ϕ( , , )r z
∂ ∂ϕ = 0.

ϕ= ( , , )r zv v v v

pv ϕ ϕˆ ,ev

ϕ ϕ= + ˆ ,pv v ev ϕê

ψ ϕ( , , , )t r z

∂ψ ∂ψ= − =
∂ ∂

1 1, .r zr z r r
v v

 ∂ ∂+ ω Δ ψ + ψ Δ ψ =  ∂∂ 

2
2

2
1* J( , * ) 0.g r tt

∂ ∂ ∂ ∂= −
∂ ∂ ∂ ∂

J( , ) a b a ba b
r z z r

Δ*

( )∂ ∂Δ =
∂ ∂

1* .r
r r r

[ ]ϕψ Δ ψ = − ∇ψ × ∇Δ ψJ( , * ) * .

ω <2 0,g

ω → − ω 22 .g g

( ) ( ) ( )ψ = γ Ψ2
0( , , ) sh ,t r z r f z L t Rv

где  – некоторая характерная скорость;
   – характерный про-

странственный масштаб по вертикали, такой, что
 Ψ – функция, зависящая от безразмерно-

го радиального расстояния,  – характерный ра-
диус вихря, функция  будет определена в
дальнейшем. Конечно, выбор функции тока в та-
ком виде не однозначен, однако функция должна
удовлетворять условиям регулярности трех ком-
понент скорости и давления на оси симметрии
вихря. Именно для возможности аналитического
решения мы ищем решение методом разделения
переменных. С этой функцией потока уравне-
ние (5) сводится к:

(8)
Нелинейное решение уравнения (8) можно

свести к линейному решению вида

(9)
где величина A является постоянной. Рассматри-
ваемая здесь функция тока должна оставаться ло-
кализованной в радиальном направлении, поэто-
му она должна удовлетворять условиям:

(10)

когда  и  т.е. функция должна быть
регулярной вдоль оси симметрии цилиндра и об-
ращаться в нуль на бесконечности. Чтобы найти
решение уравнения (8), удовлетворяющее этим
граничным условиям, мы использовали метод,
предложенный в [Larichev and Reznik, 1976] для
исследования крупномасштабных стационарных
вихрей. Применяя оператор  к функции тока,
заданной уравнением (7), мы получаем:

(11)

Выбирая в уравнении (9)  и исполь-
зуя (11), получаем следующее линейное уравне-
ние для функции Ψ:

(12)

Общее решение приведенного выше уравнения
может быть представлено в виде функций Бессе-
ля. Если  – действительное число, то при отри-
цательном знаке справа решением будет ком-
бинация функций:  и Ψ(R) =

 При положительном знаке справа в
(12) это могут быть следующие действительные
функции:  и 
При нулевом значении  получаем Ψ(R) =

 Поскольку исходное уравнение (5)

=0 constv

γ = ω ;g = 0 ,R r r = constL
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является нелинейным, то сумма вышеприведен-
ных решений уже не является решением, так как
константы в уравнении (12) справа будут разными.
В результате легко проверить, что уравнение (5)
будет удовлетворяться тождественно каждой из
вышеприведенных функций, но области приме-
нимости этих решений по переменной R должны
различаться. Более того, мы убеждаемся, что при
таком выборе функция  может быть выбра-
на совершенно произвольно.

Среди найденных решений надо выбрать те,
которые действительны и не дают особенностей
для компонент скорости. Для внутренней обла-
сти вихря решения должны приводить к нулевой
радиальной скорости на оси, а для больших рас-
стояний от оси решения должны не осциллиро-
вать, а достаточно быстро убывать. Решения для
разных областей, в том числе для компонент ско-
ростей, должны непрерывно и гладко состыковы-
ваться друг с другом. Также решение должно быть
похоже на реальный сосредоточенный вихрь по
соотношениям всех величин.

Для выполнения условий (10) ищем решение
уравнения (12) методом соединения непрерыв-
ных решений во внутренней  и внеш-
ней  областях. Величина  где проис-
ходит сшивка решений, будет определена в даль-
нейшем. На границе внутренней и внешней
области (при ) выполняются условия непре-
рывности:

(13)

Во внутренней области всем требуемым условиям
удовлетворяет только решение следующего вида
(мы положили  при ):

(14)

Определим характерный радиус  как ради-
альное расстояние, при котором радиальная ско-
рость максимальна по модулю. Тогда из условия

 однозначно находим величину
 Во внешней области вид решения

тоже однозначен:

(15)

где m и δ – постоянные параметры. Для того, что-
бы решения (7) с функциями (14) и (15) удовле-
творяли условиям (13) на границе раздела 
оставшиеся параметры и величина  должны
быть связаны следующей системой уравнений:

(16)
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Для иллюстрации выберем произвольно пара-
метр δ = 2. Тогда из первого уравнения системы (16)
следует  а из второго уравнения си-
стемы (16) однозначно получаем 

Пространственная зависимость Ψ(R) и ее
“гладкость” на границе  показаны на рис. 1
(здесь и далее для примера используются найден-
ные выше значения параметров).

Тогда, используя уравнения (4), (7) и (14) или (15),
для лучевой скорости во внутренней  и
внешней областях  получаем следую-
щие выражения:

(17)

(18)

За счет выбора вида функции  безразмерного
параметра  можно добиться разной z-за-
висимости компонент скорости  и  например,
чтобы какая-то компонента (или обе) обращалась
в ноль на границах вихря, достигали максимума
на определенной высоте или меняла знак, начи-
ная с определенной высоты. Пока, только для
простоты графического представления, нарисуем
зависимость радиальной компоненты скорости
для той высоты, где  и для той высоты,
где  Например, при простейшем выборе

(19)

имеем  при  и  при
 Радиальное изменение компоненты

 (в единицах ) во внутренней и внешней обла-
стях показано на рис. 2 для различных значений
члена γt и конкретного отношения  Это
показывает, что решения и их производные не-
прерывны на границе, а компонента  регулярна
на оси симметрии и обращается в нуль вдали от
структуры.

Аналогично, выражения для вертикальной ско-
рости во внутренней области  и внеш-
ней области  можно записать в виде:

(20)

(21)

где функция  для простейшего выбора
определена в (19). Такая структура полоидально-
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го движения жидкости конвективных ячеек опи-
сывает нарастающие во времени вертикальные
потоки (или струи). Изменение вертикальной со-
ставляющей скорости (в единицах  по отноше-
нию к безразмерному радиальному расстоянию
от центра ) показано на рис. 3 для трех
значений приращения γt.

0v

= 0R r r

4. МОДЕЛЬ ГЕНЕРАЦИИ ВИХРЯ
Для исследования генерации вихревого дви-

жения используем азимутальную составляющую
уравнения импульса (с учетом того, что ):

(22)

∂ ∂ϕ = 0

( )ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂∂+ + =
∂ ∂ ∂

0,r
zr

t r r z
v vv

v v

Рис. 1. Изменение функции тока Ψ(R) в зависимости от безразмерного радиального расстояния R.
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Рис. 2. Зависимость  Сплошная, пунктирная и штриховая линии отвечают значениям γt = 1, 2, 3 соответ-
ственно;  Отрицательные скорости (подток) соответствуют высотам 0 < z < L/2, положительные скорости
(отток) отвечают высотам L/2 < z < L.

–1.0

–0.5

0

0.5

1.0

0 1 2 3 4
R

v
r/
v

0

0( ) .r Rv v

=0 0.1.r L



516

ГЕОМАГНЕТИЗМ И АЭРОНОМИЯ  том 63  № 4  2023

ОНИЩЕНКО и др.

где радиальная и вертикальная составляющие
скорости задаются уравнениями (17)–(21). Для
того, чтобы определить временнýю и простран-
ственную эволюцию азимутальной составляющей
скорости, мы будем искать решение для азиму-
тальной составляющей скорости методом разде-
ления переменных:

(23)

где  Для того, чтобы решение уравне-
ния (22) определялось такой функцией с разделя-
ющимися переменными, получаем следующую
систему уравнений:

(24)

(25)

где  – некоторое число (безразмерная
константа), а каждая компонента со значком
тильды означает сомножитель этой же функции
без временнóй зависимости. Тогда решением
уравнения (24) будет функция:

(26)

( ) ( )ϕ ϕ ϕ= 0 0( ) ,ry t f z L V Rv v

ϕ =0 const.v

( )= γ γ0
d ( ) sh ( ),

d
y t c t y t

t

ϕ

ϕ
+ + = −γ  0

0
0 0 0

d ( ) d ( ) ,
( ) d ( ) d

r zr r

r

V R f Z c
Rr r V R R f Z Z

vv v

L

=0 constc

( )( ){ }= γ −0( ) exp ch 1 .y t c t

Подставим теперь решения (17), (18), (20), (21) в
уравнение (25). В результате имеем:

(27)

где введены обозначения для внутренней 
и внешней  областей:

(28)

(29)

(30)

(31)

Легко видеть, что в простейшем случае (19) выбор
решения  приводит к разделению пе-
ременных. Заметим, что (19) можно несколько
усложнить, чтобы скорость роста величин по вер-
тикали  была произвольной, и максимум вели-
чин достигался не посредине, а в пределах верти-
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Рис. 3. Зависимость безразмерной вертикальной составляющей скорости  от безразмерного радиального рас-
стояния  Рисунок отвечает выбору  Сплошная, пунктирная и штриховая линии соответствуют
γt = 1, 2, 3. Если мы выбираем простейшую зависимость (19), то высота z = L/2 соответствует максимальной z-ком-
поненте скорости. На этой высоте соответствующие скорости будут больше изображенных в 5 раз. Далее z-компо-
нента скорости убывает с высотой.
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кального размера вихря в произвольной точке 
безразмерной переменной Z:  Можно
выбрать   и f(Z) = C1Z1 ×

  При этом перемен-
ные тоже разделяются, изменяется временнóй
ход азимутальной скорости, но математически
это приводит лишь к изменению константы 
в правой части (27), поэтому мы рассмотрим про-
стейший случай (19). Тогда решение для остав-
шейся радиальной функции соответственно во
внутренней области  и внешней обла-
сти  будет:

(32)

(33)

где постоянные величины  и  относятся соот-
ветственно к нижней части  и к верх-
ней части  по высоте вихря, и для этих
областей сделаны соответствующие подстановки

 и  Здесь знаки выбраны та-

ким образом, чтобы в начальный момент времени
затравочная азимутальная скорость была непре-
рывной по высоте. Если для верхней части вихря
вместо знака минус выбрать знак плюс, то это
приведет к очень быстрому затуханию вращения
в верхней половине вихря. Разные значения по-
стоянных величин  и  отвечают различным
дифференциальным вращениям и разной дина-
мике вихревого движения по высоте в области ра-
диального подтока и оттока. Естественно, что для
непрерывности потока в горизонтальной плоско-
сти величины  и  должны быть одинаковы во
внутренней области  и внешней обла-
сти  вихря (на одной высоте). Если же
выбрать разные значения  и  то этот выбор
отвечает не просто дифференциальному враще-
нию, а вращению с разрывом (сдвиг при ).
Поскольку нас интересует случай единого вихря с
непрерывным азимутальным вращением, то в
этом случае 

Таким образом, задание величин  и γ
полностью определяет структуру и динамику вих-
ря. Мы продолжим расчеты с прежними значени-
ями этих параметров, выбрав  Выбира-
ем для определенности  так как началь-
ные скорости (в том числе затравочное вращение)
должны быть сопоставимы (и мы будем искать
отношение этих величин). С точки зрения физи-
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ки это вопрос о том, какой начальной завихрен-
ности достаточно, чтобы мог возникнуть вихрь
подобного масштаба, и сколько времени должна
поддерживаться начальная закрутка, чтобы воз-
никший вследствие неустойчивости радиальный
подток и вертикальное течение смогли подпиты-
вать возникшую структуру. По-видимому, с точки
зрения идеальной гидродинамики закрутка долж-
на поддерживаться в течение времени  по-
ка не нарастет скорость подтока; тогда надо вы-
брать  В дополнение к неустойчиво-
сти, приводящей к вертикальному и радиальному
движению, вращение нарастает и поддерживает-
ся физически за счет сохранения момента им-
пульса. Поэтому вихрь будет нарастать или под-
держиваться до тех пор, пока вся область с перво-
начальной ненулевой закруткой не подтянется к
оси за счет радиального подтока (следовательно,
величина  должна быть очень маленькой), а для
движущегося вихря – пока он движется в области
неустойчивости с ненулевой закруткой (ненуле-
вой спиральностью).

Заметим, что мы могли бы выбрать разное на-
правление вращения для верхней и нижней поло-
вины вихря и разную структуру (такая система
связанного циклонического-антициклоническо-
го вращения встречается довольно часто, правда,
для тропических циклонов). В этом случае R-рас-
пределение азимутальной скорости и ее динами-
ка может различаться для верхней и нижней по-
ловины вихря.

Рисунки 2–4 демонстрируют экспоненциаль-
ную локализацию течения в радиальном направ-
лении. В частности, на рис. 2 представлена зави-
симость радиальной составляющей нормирован-
ной скорости потока ( ) от безразмерной
величины R для трех различных значений γt и

 Лучевая скорость сходится на оси сим-
метрии и достигает максимального значения на
радиальном расстоянии  В начальный мо-
мент скорость равна нулю, и со временем рост ра-
диальной компоненты становится экспоненци-
альным. На рис. 3 представлена зависимость нор-
мированной скорости вертикального потока

 от той же самой безразмерной величины R
при z/L = 0.1 и при трех различных значениях γt.
Вертикальная скорость возрастает в соответствии
с уравнениями (20) и (21). Видно, что  дости-
гает максимального значения в центре струи.
В области  осевая компонента скорости
обращается в нуль. В области R > 1.3 восходящее
течение в центре струи переходит в нисходящее
движение и достигает максимальных значений
при R = 1.68. Далее скорость стремится к нулю на
границе вихря.
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На рис. 4 представлена зависимость азиму-
тальной составляющей скорости  от рассто-
яния R. За счет выбора различных значений 
можно получить различное дифференциальное
вращение. Азимутальная скорость достигает мак-
симальных значений при R = 1. В нижней поло-
вине вихря в максимуме по высоте (z = L/2) ско-
рость будет в 5 раз больше изображенной на гра-
фике. Если радиальная и вертикальная скорости
увеличиваются примерно в e раз при увеличении

 на каждую единицу (рост
стремится к экспоненциальному), то рост азиму-
тальной скорости в нижней половине вихря стре-
мится к сверх экспоненциальному закону. Хотя
вначале азимутальная компонента скорости уве-
личивается медленно из-за малости  но уже по-
сле γt = 5 ее увеличение резко обгоняет рост двух
других компонент скорости (примерный рост на
каждую единицу γt: в 1.08, 1.23, 1.77, 4.74, 68.76,
98729, … раз). Поэтому мы не стали изображать
этот рост.

Полученное в данной работе решение описы-
вает генерацию и начальную стадию развития
вихря, поэтому его применимость ограничена во
времени, так как для описания перехода к квази-
стационарной стадии и описания такой стадии
необходимо было бы использовать уравнения На-
вье-Стокса, что существенно усложняет задачу.

В случае  неустойчивость не возникает,
все гиперболические функции в решениях пере-
ходят в соответствующие тригонометрические
функции, возмущения уносятся из области воз-

ϕ 0v v

α0

γ = → → → ⋅ ⋅ ⋅2 3 4t

α0,

ω >2 0g

никновения с помощью ВГВ, и структура не раз-
вивается.

5. ВЫВОДЫ

В настоящей работе в рамках идеальной гидро-
динамики получено нелинейное уравнение для
ВГВ в неустойчивой стратифицированной атмо-
сфере, приводящее к образованию аксиально-
симметричных структур, растущих во времени.
Показано, что полученное уравнение можно све-
сти к более простому уравнению, которое все еще
содержит векторную нелинейность. Предложена
функция тока Ψ(R), которая позволяет свести
данное нелинейное уравнение к уравнению, име-
ющему в качестве решений различные функции
Бесселя. Путем согласования решений на грани-
це конвективной ячейки, разделяющей внутрен-
нюю область и внешнюю область, было получено
аналитическое решение для радиальной и верти-
кальной компонент скорости, верное для всех ра-
диальных расстояний R.

Предлагаемая модель зависит от пяти парамет-
ров:  и γ. Это позволяет в значительной
мере варьировать пространственную структуру
вихря, включая относительные величины компо-
нент скорости, направления вращения, а также
динамику развития вихря во времени. Очевидно,
что область применимости решения по времени
ограничена начальной стадией развития вихря
(так как не учитывались диссипативные процес-
сы). По пространственным переменным решение
применимо, пока скорости не сравняются с фо-

ϕδ α0 0 0, , ,v v

Рис. 4. Зависимость  при γt = 1 на высоте 
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новыми значениями. Физически, область приме-
нимости решения ограничена областью суще-
ствования неустойчивости и областью с ненуле-
вым вращательным моментом.

Структура решения имеет следующий вид. Лу-
чевая скорость сходится на оси симметрии и до-
стигает максимального значения на определен-
ном расстоянии R. С некоторой высоты приток
сменяется радиальным оттоком. В начальный мо-
мент радиальная и вертикальная скорости равны
нулю, и со временем их рост становится экспо-
ненциальным. Вертикальный поток наибольший
на оси вихря и достигает максимума на опреде-
ленной высоте. По краям вихря реализуется нис-
ходящее движение.

Таким образом, предлагаемая модель позво-
ляет анализировать локализованные структуры
полоидального движения жидкости, например,
экспоненциально нарастающие во времени вер-
тикальные струи в зависимости от R. Вихревое
вращение оказывается дифференциальным. Ра-
диальная структура азимутальной скорости опре-
деляется структурой начального возмущения.
Азимутальная скорость может изменяться с высо-
той. Максимальное вращение достигается на опре-
деленной высоте. Рост азимутальной скорости
происходит по сверхэкспоненциальному закону.

Область применимости предложенной модели
ограничена относительно тонким слоем атмо-
сферы, где развивается конвективная неустойчи-
вость, но может быть расширена для объяснения
генерации высокоскоростных астрофизических
джетов или джетов в солнечной короне.
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