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Показано, что для гидромагнитного динамо Солнца и подобных ему динамо, возможно, значимой
является стабилизирующая нелинейность, обратно пропорциональная величине электрического
тока. Соответствующая простейшая локальная гидромагнитная модель для магнитной энергии со-
стоит из одного неоднородного линейного обыкновенного дифференциального уравнения, кото-
рое детализируется для солнечных пятен. Простейшее же глобальное солнечное динамо может до-
стоверно определяться двумя однородными линейными обыкновенными дифференциальными
уравнениями, имитирующими известные альфа-эффект и омега-эффект.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Моделирование динамо-процессов генерации
солнечных и многих других астрофизических
магнитных полей конвективными течениями
остается преимущественно теоретическим почти
уже век [Charbonneau, 2020; Moffatt and Dormy,
2019; Larmor, 1919]. И это несмотря на впечатляю-
щие численные и физические эксперименты,
способные воспроизвести некоторые существен-
ные особенности таких динамо [Warnecke and Ka-
pyla, 2020; Cameron et al., 2017; Lathrop and Forest,
2011; Christensen et al., 2009]. Однако основные
коэффициенты подобия таких экспериментов
все еще на много порядков величины отстоят от
реальных коэффициентов подобия Солнца, звезд,
планет и прочих астрофизических объектов.

Поэтому, а еще больше для понимания физи-
ческой сути, необходимы упрощенные модели.
Исторически таковыми были и остаются различ-
ным образом усредненные, маломодовые и фено-
менологические модели. Смотрите, например,
работы [Charbonneau, 2020; Moffatt and Dormy,
2019, Brandenburg, 2018; Kleeorin and Rogachevskii,
1999; Рузмайкин и Старченко, 1987]. Стабилизи-
рующую нелинейность для генерирующих эф-
фектов большинство авторов таких работ задают
в виде, подобном  и  [Char-
bonneau, 2020],  – установившееся поле. Реже
нелинейность задается в сходной, но чрезвычай-
но сложной и неоднозначной, форме тензоров

[Warnecke and Kapyla, 2020; Kleeorin and Ro-
gachevskii, 1999], которые определяются силой
Лоренца, пропорциональной квадрату вектора
магнитного поля B. В обоих случаях, после при-
ведения к общему знаменателю (например, при
умножении записанного в конечных разностях
или через полоидальное-тороидальное поле урав-
нения индукции на вышеприведенный знамена-
тель ) получается, что старшая нели-
нейность по магнитному полю – это кубическая,
соответствующая B3. Подобная нелинейность
практически не имеет под собой физических
обоснований, а вводится искусственно из про-
стейших математических соображений о стаби-
лизации во всех известных автору упрощенных
моделях гидромагнитного динамо. Во многих из-
вестных динамо-моделях присутствуют и квадра-
тичные нелинейности ~B2, которые тоже не обос-
новываются физически. При этом, кроме квадра-
тичной и кубической нелинейностей, другие
нелинейности, насколько автору известно, в мо-
дельных уравнениях для магнитного поля, приве-
денных для непосредственных вычислений к са-
мому простому виду, не рассматривались.

Основная цель этой работы – из физических
соображений (т.е. на основе уравнений Максвелла
и Навье–Стокса) оценить нелинейность, стаби-
лизирующую гидромагнитное динамо. Для этого
оцениваются различные компоненты векторного
произведения скорости на магнитное поле. Ком-
понента, параллельная электрическому току или
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ротору B, представляется основным кандидатом
для формирования искомой нелинейности, ко-
торая приводит к линейному эволюционному
обыкновенному дифференциальному уравнению
(ОДУ) для магнитной энергии ~B2. При этом ока-
залось, что остальные компоненты могут форми-
ровать линейные или, точнее, квазилинейные
(по магнитному полю) зависимости в эволюци-
онных уравнениях. Поэтому второй целью этой
работы является моделирование такого простей-
шего глобального динамо, подобного солнечно-
му, которое может вполне достоверно опреде-
ляться лишь двумя линейными ОДУ, имитирую-
щими известные альфа-эффект и омега-эффект.

2. НЕЛИНЕЙНОСТЬ ТИПА ОБРАТНОЙ 
ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ И ЛИНЕЙНОЕ 

УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ЭНЕРГИИ 
СОЛНЕЧНЫХ ПЯТЕН

Векторное произведение скорости течений V
на магнитное поле B является единственным от-
вечающим за генерацию и адвекцию магнитного
поля членом в общеизвестном уравнении магнит-
ной индукции (η – магнитная диффузия):

(1)

Естественно оценить это произведение непо-
средственно из силового уравнения Навье–Сток-
са в упрощенной форме [Moffatt and Dormy, 2020;
Charbonneau, 2020; Кичатинов, 2019; Starchenko,
2019], пренебрегая эффектами сжимаемости из-
за огромных вариаций плотности в конвективной
зоне (КЗ) Солнца, в приближении, подобном
приближению Буссинеска:

(2)

Такая форма уравнения вполне допустима с уче-
том большой неопределенности основных пара-
метров и соответствующих усреднений. Здесь ν –
коэффициент вязкости; p – модифицированное
давление; ρ – усредненная плотность; μ0 – маг-
нитная проницаемость вакуума (фундаментальная
постоянная), а A – преимущественно радиальное
Архимедово ускорение плавучести, порождаю-
щее динамо-течение. Постоянная  – модуль уг-
ловой скорости вращения, которая параллельна
единичному вектору 1z.

Оценим направленную вдоль электрического
тока  (и поэтому, возможно, основ-
ную) составляющую  скалярно умножая (2)
на V и тождественно преобразуя это произведе-
ние до

( ).
t

∂ = ∇ × × − η∇ ×
∂
B V B B

0

(2 ) ( )

.

zt

p

∂ + Ω + ∇ × × − ν∇ × ∇ × =
∂

× ∇ ×= − ∇ −
μ ρ

V 1 V V V

B BA

Ω

0= ∇ × μj B
,×V B

(3)

Удельное напряжение Рейнольдса  и
сравнительно большое (при значимом вращении)
ускорение Кориолиса отсутствуют в выражении (3),
поскольку они перпендикулярны V. Для оценки в
соотношении (3) пренебрегаем вязкостью и гра-
диентом давления по сравнению с ускорением A.
Оно доминирует, поскольку по порядку величи-
ны сравнимо в (2) с напряжением Рейнольдса
(с большой турбулентной вязкостью) и с ускоре-
нием Кориолиса за вычетом градиента давления,
как показали Warnecke and Kapyla [2020], Moffatt
and Dormy [2020]. Пренебрежем и временной
производной скорости, которая мала при усред-
нении из-за сильной турбулентности. Для соот-
ветственно грубо усредненной (обозначено везде
далее как ) по несколько неопределенному
пространству – времени оценки из (3) получим:

(4)

Здесь B – средняя величина магнитного поля,
рассчитанного по электрическому току j, а h – его
характерный пространственный масштаб; A – ха-
рактерное (усредненное/типичное) ускорение
Архимеда; V – характерная скорость и Ej – харак-
терная напряженность электрического поля, ге-
нерирующая и поддерживающая рассматривае-
мое гидромагнитное динамо вдоль электрического
тока j, направленного по единичному вектору 1j.

Достаточно обоснованно [Charbonneau, 2020;
Moffatt and Dormy, 2020; Brandenburg, 2018] пред-
положим, что все параметры, находящиеся в чис-
лителе последней формулы (4), слабо зависят от
магнитного поля. Из этого следует, что составля-
ющая Ej из (4) обратно пропорциональна усред-
ненному магнитному полю B или, точнее, – элек-
трическому току.

Поэтому локальная эволюция B в солнечном
пятне или в группе пятен, как в минимальной
четко выраженной структурной единице, может
быть грубо описана следующим простейшим не-
однородным линейным ОДУ для магнитной
энергии ~B2, которое получается из (4) и соответ-
ственно упрощенной версии (1).

(5)

Здесь l – типичный пространственный масштаб
скорости V динамо-течения. В первом приближе-
нии считаем все параметры (4) и (5) постоянны-
ми. Тогда время t в (5) можно нормировать на вре-
мя магнитной диффузии [Charbonneau, 2020;
Moffatt and Dormy, 2020]

(6)

а поле B – на модуль соответствующего устано-
вившегося поля

[ ]( ) ( ) .p t× ⋅ = ρ ⋅ − ∇ − ∂ ∂ + ν∇ × ∇ ×V B j V A V V

× ∇ ×V V

...
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(7)

Здесь произведение скорости на ускорение AV
из (5) заменено на удельную мощность конвек-
ции в зоне динамо W, которая для Солнца в сред-
нем ~4 мВт/кг, если следовать численным и каче-
ственным оценкам Кичатинова [2019] и Starchen-
ko and Jones [2002]. Грубое равенство в (7)
получено при условии, что h = l,  примерно или
по порядку величины соответствует времени жиз-
ни солнечного пятна или группы пятен, а 86400 с –
это длительность суток в секундах. При временах
жизни  от одного дня до двух месяцев получаем
наблюдаемую напряженность  от одного до не-
скольких кГс.

После нормировки (5) на (6) и (7) получим об-
щее решение

(8)

Соответственно, как это показано на рисунке 1,
различные стадии эволюции B могут быть пред-
ставлены различными знаками и константами C
из нормированной на (6) и (7) версии (5). При из-
начально (t = 0) малом по модулю магнитном по-
ле происходит его рост или генерация до величи-
ны (7), а если модуль начального поля превосхо-
дит величину из (7) – то наоборот – происходит
уменьшение модуля до этой стабилизационной
величины.

По существу величина стабилизирующегося
среднего поля B определяется доступной плот-
ностью мощности W = AV. Когда эта плотность

0
1 20.1 86400 с Тл.*( )* *B W h l= μ ρ τ τ≈

*τ

*τ

*B

1 exp( 2 ).B C t= ± + −

сильно уменьшается и становится практически
равной нулю – тогда уравнение (5) превращается
в чисто диффузионное уравнение и за два диффу-
зионных времени (6) модуль B убывает в e2 =
= 7.4 раза. Соответствующее этому процессу пят-
но или группа пятен тогда практически полностью
распадется.

3. ПРОСТЕЙШЕЕ ЛИНЕЙНОЕ
ДИНАМО СОЛНЦА

Общеизвестным примером подобной (4), но
линейной зависимости является генерация так
называемого “тороидального” поля T из “полои-
дального” поля P за счет градиента угловой ско-
рости вращения ϖ [Moffatt and Dormy, 2020;
Кичатинов и Непомнящих, 2017; Рузмайкин и
Старченко, 1987]. При наших упрощениях эта ге-
нерация может быть выведена из (1) и принимает
вид уравнения (L – “крупный” внешний мас-
штаб, и мы далее везде пренебрегли магнитной
диффузией):

(9)

Здесь левая часть уравнения непосредственно
следует из левой части (1), а из правой части (1)
взята только составляющая 
отвечающая за генерацию дифференциальным
вращением  Оно в КЗ Солнца в среднем от-
рицательно [Charbonneau, 2020; Moffatt and
Dormy, 2020], а все параметры в этой работе – по-
ложительны.

.dT dt L P= − ϖ

( ) ~ ,L P∇ × × ϖV B

.L− ϖ

Рис. 1. Эволюция магнитного поля B из уравнения (8) при различных константах C и знаках перед корнем. По верти-
кальной оси отложены величины B, выраженные в (7), а по горизонтальной – диффузионное время t в (6).
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Умножая теперь уравнение Навье–Стокса (2)
скалярно на B, получим направленную вдоль

 составляющую 

(10)

При достаточно значимом, но как на Солнце,
небыстром вращении относительно большое
ускорение Кориолиса сбалансируется, прежде
всего, градиентом давления  что
приведет к оценке

(11)

Здесь индексом α – обозначена составляющая
вдоль  Также мы опять пренебрегли типич-
но малой молекулярной вязкостью и производ-
ной от скорости течения  которая в среднем
практически равна нулю на ее сравнительно ко-
ротких временах. Опять же, как и в предыдущем
разделе, будем считать, что заключенные в по-
следние скобки параметры (11) практически не
зависят от величины усредненного магнитного
поля P и T. Тогда получаем линейную зависи-
мость Eα от T. Следует отметить, что соотноше-
ния, подобные (11), широко применяются в тео-
рии среднего поля при оценках альфа-эффекта
[Charbonneau, 2020; Moffatt and Dormy, 2019,
Brandenburg, 2018; Kleeorin and Rogachevskii, 1999;
Рузмайкин и Старченко, 1987]. Поэтому соотно-
шение (11) может быть получено и независимым
образом путем упрощения хотя и упрощенных
(извините за каламбур), но все-таки несравненно
более сложных, чем (11), уравнений этой теории.

Соответственно динамо-модель состоит из
уравнения (9) и следующего из уравнений (1)
и (11) упрощенного аналога известного альфа-
эффекта:

(12)

Глобальный альфа-эффект тут естественно оце-
нить как

(13)

При постоянных параметрах системы из урав-
нений (9) и (12) ее решением является

(14)

Это простейшее решение согласуется с наблюда-
емой и общеизвестной магнитной активностью
Солнца и других звезд. Подобная циклическая
активность, в первом приближении, также опи-
сывается синусом и косинусом с полным 22-лет-
ним периодом для Солнца. Аналогичной зависи-

2 zΩ + ∇ ×1 V :×V B

[ ]
(2 ) ( )

( ) .
z

p t
Ω + ∇ × ⋅ × =

= ⋅ − ∇ − ∂ ∂ + ν∇ × ∇ ×
1 V V B

B A V V

2 ,z pΩ × ≅ −∇1 V

( ) ( )
( ) .

E
Al V T

α

α

∇ × ⋅ × ≅ ⋅  ≡
≡ × ⋅ =
V V B B A

V B 1

.∇ × V

,t∂ ∂V

( ) .dP dt A V T=

.LA Vα =

( 1 ) ,
cos( ) sin( ),

.
c s

P L dT dt
T C t C t

L A V

= − ϖ
= ω + ω
ω = ϖ = αϖ

мости следует ожидать и в других подобных
(по магнитной активности) Солнцу звездах.

Для дальнейшего прояснения физической су-
ти солнечного цикла воспользуемся оценками,
приведенными в публикациях [Kitchatinov et al.,
2018; Кичатинов и Непомнящих, 2017; Рузмайкин
и Старченко, 1987], входящего в последнюю фор-
мулу системы (14) глобально усредненного аль-
фа-эффекта α ~ 0.1 м/с.

Следует особо отметить уже давно и до сих пор
общепризнанную большую неопределенность в
величине и природе альфа-эффекта. Поэтому
развиваемую здесь теорию можно использовать и
для решения обратной задачи: оценки величины
и источника α по непосредственно наблюдаемым
и сравнительно хорошо оцениваемым значениям
ω и ϖ.

В качестве среднего и в нашем случае преиму-
щественно радиального градиента угловой ско-
рости вращения естественно взять значение ϖ =
= 10–15 м–1 с–1. Оно непосредственно измеряется
гелиосейсмологами и моделируется теоретиками
в центральной части конвективной зоны Солнца
[Cameron et al., 2017; Кичатинов и Непомнящих,
2017]. Тогда из (14) получим величину, согласую-
щуюся с наблюдаемым полным периодом маг-
нитной активности Солнца [Sokoloff et al., 2020]:

(15)

Так же из (14), (15) определим для всех подоб-
ных динамо-объектов и оценим для Солнца сред-
нее отношение тороидального поля к полоидаль-
ному (средние модули полей в следующей формуле
обозначены звездочкой, а в качестве L = 200 Мм
использована стандартная толщина конвектив-
ной зоны Солнца):

(16)

Эта оценка хорошо согласуется как с давними,
например, [Рузмайкин и Старченко, 1987], так и с
недавними, например, [Кичатинов и Непомня-
щих, 2017] несравненно более детальными моде-
лями. Из прямых наблюдений проверить (16) не-
просто, поскольку здесь подразумеваются усред-
ненные практически по всей конвективной зоне
поля, которые малодоступны на большой глубине.

4. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
1. Показано, что для вращающихся МГД дина-

мо-систем значима стабилизирующая нелиней-
ность типа обратной пропорциональности вели-
чине электрического тока.

2. Исследованы всевозможные модели нели-
нейных и линейных динамо-эффектов, которые
задаются различными компонентами векторного
произведения скорости течения на магнитное по-

2 2 20 лет.ST = π ω = π α =ϖ

0* .* 2T P L= ϖ =α
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ле, определяемыми непосредственно из исход-
ных уравнений.

3. Получена ранее не исследованная, простей-
шая модель солнечного пятна или группы пятен,
которая состоит всего из одного неоднородного
линейного ОДУ для магнитной энергии, пропор-
циональной квадрату магнитного поля B2.

4. Представлено глобальное динамо, подобное
солнечному, которое состоит из системы двух од-
нородных линейных ОДУ, которые несколько
по-новому описывают альфа-эффект, а эффект
дифференциального вращения – традиционно.

5. Полученные модели успешно как воспроиз-
водят, так и проясняют физическую природу ос-
новных проявлений солнечных пятен или их вы-
деленных групп и глобального динамо Солнца.

5. БЛАГОДАРНОСТЬ
Автор глубоко признателен анонимному рецензен-

ту, который выявил не только существенные погреш-
ности (теперь полностью исправленные) этой работы,
но и отметил принципиальные моменты, не акценти-
рованные автором. Особенно важно соображение ре-
цензента о линейном ОДУ для магнитной энергии, ко-
торое позволило существенно переформулировать са-
мую суть этой работы.
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