
ГЕОМАГНЕТИЗМ И АЭРОНОМИЯ, 2021, том 61, № 1, с. 35–45

35

ФОРМИРОВАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ АНОМАЛИЙ
ПОЛНОЙ ЭЛЕКТРОННОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ

ПО ДАННЫМ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ
© 2021 г.   А. С. Грицун1, 2, *

1Институт вычислительной математики РАН (ИВМ РАН), г. Москва, Россия
2Институт прикладной геофизики им. Е.К. Федорова (ФГБУ ИПГ), г. Москва, Россия

*e-mail: asgrit@mail.ru
Поступила в редакцию 03.10.2019 г.

После доработки 11.06.2020 г.
Принята к публикации 24.09.2020 г.

В предположении, что эволюция полной электронной концентрации в спокойной ионосфере мо-
жет быть описана в рамках динамико-стохастического подхода, была построена и верифицирована
соответствующая модель. При вычислениях использовался архив данных TEC SDDIS NASA за
1998–2018 гг. Наблюдаемые экстремальные аномалии поля TEC (с величиной аномалии втрое пре-
вышающей величину среднеквадратичного отклонения нормы аномалии) интерпретировались как
реакция спокойной ионосферы на внешние воздействия. Такими воздействиями считаются возму-
щения потока солнечного излучения и геомагнитные аномалии, характеризуемые соответствующи-
ми индексами, а также воздействия, имеющие другую физическую природу (влияние обрушения
атмосферных гравитационных волн и т.п.). Внешнее воздействие определялось как разница про-
гнозируемого с помощью линейной модели изменения аномалии TEC и ее реального значения. Ли-
нейная динамико-стохастическая модель позволила выделить аномалии начального состояния
ионосферы и внешние воздействия, способные произвести наибольшие ее изменения через задан-
ное время. Было показано, что структура экстремальных аномалий TEC определяется формой оп-
тимальных векторов-откликов (левых сингулярных векторов соответствующих операторов). Вели-
чина коэффициента корреляции для проекции аномалии на 5 ведущих векторов достигает 0.85,
и для проекции на первый вектор составляет 0.7.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Ионосферные аномалии, особенно экстре-

мальные, критически влияют на работоспособ-
ность спутниковых систем, качество дальней ра-
диосвязи и радиолокации [NRC, 2008]. Прогноз
таких событий, несомненно, является весьма вос-
требованным и актуальным [NRC, 2008; Baker,
2012; Sharma et al., 2012]. В качестве причин, ини-
циирующих и определяющих динамику экстре-
мальных аномалий, традиционно считаются гео-
магнитные аномалии, вызванные солнечной ак-
тивностью и внутренними факторами (например,
широко обсуждающимся сейсмическим факто-
ром) [Kellеy, 2009; Sun et al., 2013; Sharma et al.,
2012] и характеризуемые соответствующими ин-
дикаторами (индексами kp/ap, Dst, F10.7 и т.д.).
Обсуждается влияние нижней атмосферы на
ионосферные аномалии, проявляющееся в обру-
шении гравитационных волн и сопутствующих
изменениях в ионосфере [Данилов и др., 1987].
Возможно и совместное действие различных фак-
торов [Baker and Allen, 2000]. Очевидно, что дан-

ные процессы имеют различное физическое про-
исхождение, зачастую до конца не исследован-
ное, поэтому традиционный подход к созданию
прогностических ионосферных систем основан
на эмпирическом подходе. Используются различ-
ного вида регрессионные схемы, нейронные сети
и т.п. [Bilitza et al., 2012, 2016; Лещинская и Ми-
хайлов, 2016; Шубин, 2017; Oyeyemi et al., 2005;
Hoque and Jakowski, 2012; Jian et al., 2014].

Mодели, основанные на первых принципах
(законах природы) хороши тем, что позволяют
проводить анализ факторов, ответственных за
формирование аномалий в терминах уравнений и
позволяют делать строгие выводы относительно
причинно-следственных связей, верифицируя
эмпирические методики. Отметим, в частности,
разработки, осуществляемые в США [Richmond
et al., 1992], Великобритании [Fuller-Rowell et al.,
1997; Bailey et al., 1997], Германии [Schmidt et al.,
2006] и России [Namgaladze et al., 1998; Bessarab
et al., 2015; Дымников и др., 2020].
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Настоящая работа выполнена с целью форма-
лизовать образование экстремальных аномалий
полной электронной концентрации в предполо-
жении того, что динамика спокойной ионосферы
может быть описана в терминах динамико-стоха-
стического подхода. Соответствующая прибли-
женная модель является системой линейных
дифференциальных уравнений с матрицей систе-
мы, периодически зависящей от времени и до-
полненной стохастической правой частью, пара-
метризующей нелинейные взаимодействия.
В таком случае, и линейный оператор (матрица)
системы, и характеристики стохастической части
могут быть получены с помощью эмпирического
подхода. Анализируя динамические свойства
оператора задачи с помощью подходов линейной
алгебры (сингулярное разложение, построение
собственных векторов) оказывается возможным
связать появление экстремальных аномалий со
специфическим видом воздействий на систему и
начальных условий, оценить возможность наибо-
лее эффективного воздействия на систему. Рабо-
та построена следующим образом. В следующей
главе (часть 2) описаны используемые данные и
дано определение “экстремальности” аномалии
TEC, проанализированы их статистические ха-
рактеристики. В третьей части сформулирована
модель, используемая для описания динамики
ионосферы. В четвертой части анализируются
особенности возникновения экстремальных ано-
малий в терминах построенной модели.

2. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ДАННЫЕ

В работе используются данные значений пол-
ного электронного содержания (TEC) с сайта ар-
хива данных NASA (ftp.cddis.nasa.gov). Данные
представляют собой двумерные массивы на гео-
графической широтно-долготной сетке с разре-
шением 5 и 2.5 град. по долготе и широте с вре-
менным шагом 2 ч начиная с 00GMT каждых су-
ток. Данные доступны с середины 1998 г. по
настоящее время, в работе используется 20 пол-
ных лет архива, начиная с осени 1998 г. Также ис-
пользуются значения индексов ap и F10.7 за тот
же промежуток времени с сайта Goddard Space
Flight Center (GSFC, Центр космических полетов
им. Годдарда, (https://omniweb.gsfc.nasa.gov/ow.ht-
ml)). Поскольку в настоящей работе мы интересу-
емся изменениями состояния ионосферы на вре-
менных масштабах в несколько часов (определяе-
мой внутренней динамикой ионосферы/верхней
атмосферы), нам необходимо выделить компо-
ненту динамики, наименее зависящую от детер-
минированных периодических факторов (кроме
суточного хода солнечной радиации, который
учитывается непосредственно). Для этого в рабо-
те все вычисления проводятся для высокочастот-

ной компоненты TEC – его аномалии относи-
тельно двухнедельной средней ( ):

В работе мы будем разделять аномалии для
спокойных и возмущенных внешних условий.
Условием невозмущенности состояния ионосфе-
ры мы будем считать отсутствие в предыдущие
три дня значений индекса геомагнитной актив-
ности ap, превышающих значение 25 и отклоне-
ний индекса F10.7 от его среднегодовых значений
более чем на 30%. Заметим, что выбранное усло-
вие спокойной ионосферы отличается от стан-
дартного, в котором требуется, чтобы  и

 nT. Выбор более жесткого (стандарт-
ного) критерия возможен и влияет на представ-
ленные ниже результаты незначительно, не-
сколько уменьшая число данных, используемых
при построении оператора линейной модели в
формуле (4) и снижая точность вычислений.

Число возмущенных состояний, а также сред-
нее состояние поля значений TEC и его изменчи-
вость естественным образом зависит от 11-летне-
го цикла солнечной активности. На рисунке 1
штриховой линией показана среднегодовая вели-
чина евклидовой нормы  (рис. 1а) и ее средне-
квадратичного отклонения (рис. 1б) для спокой-
ных условий (в единицах TECU). Жирная штри-
ховая линия – их трехточечное скользящее
среднее. Сплошной линией показаны соответ-
ствующие величины, вычисленные для всего на-
бора данных.

Далее, экстремальной аномалией поля значе-
ний полного электронного содержания  мы
будем считать состояние, отклонение  для ко-
торого относительно средней для спокойных
условий втрое превышает величину среднеквад-
ратичного отклонения (СКО) в спокойных усло-
виях для данного года и времени суток. При этом,
аномалии такой величины не должно быть в
предыдущие трое суток. В этом смысле аномалия
является изолированной. Такой выбор предпола-
гает необходимость существования внешнего
воздействия для образования аномалии (вероят-
ность естественной аномалии, превышающей
3 величины СКО – менее 0.1%).

Всего за 20 лет имело место 355 событий, удо-
влетворяющих данному выше определению. На
рисунке 1в показано распределение числа таких
экстремальных аномалий в зависимости от года
(рис. 1в). Для справки на рис. 1в тонкой линией
также показано среднегодовое значение индекса
ap. Очевидна корреляция между двумя кривыми,
однако она далека от единицы.

На рисунке 2 (a–в) показано, какие события
обычно предшествуют возникновению экстре-
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мальной аномалии. Рисунок 2а – распределение
числа экстремальных событий относительно зна-
чения индекса ap за 1.5 сут до возникновения экс-

тремальной аномалии (при построении распреде-
ления используются все 355 случаев экстремаль-
ных событий). Рисунок 2б – то же для величины
отклонения индекса F10.7 от его годового значе-
ния (единица соответствует среднегодовому зна-
чению индекса), рис. 2в – то же для нормы анома-
лии TEC (в единицах величины СКО для спо-
койных условий). Анализируя распределения,
представленные на рис. 2, можно сделать вывод,
что для образования экстремальной аномалии,
как правило, требуется сочетание нескольких
факторов – высокие значения индекса ap или
сильные аномалии индекса F10.7, непосредствен-
но предшествующие аномальному событию, а
также высокое значение самой аномалии (поряд-
ка 1.5 СКО в среднем). Отметим также, что суще-
ствует порядка 10% экстремальных событий,
не имеющих каких-либо значительных анома-
лий-предвестников. По-видимому, их появление
обеспечивается другими факторами, например,
атмосферными. В настоящей работе мы попыта-
емся охарактеризовать структуру экстремальных
аномалий в терминах оптимальных воздействий
на ионосферу, без привязки к конкретным физи-
ческим явлениям, их вызывающим.

3. МОДЕЛЬ ЭВОЛЮЦИИ АНОМАЛИИ TEC
И ВНЕШНИЙ ФОРСИНГ

Главное предположение, на котором основано
все дальнейшее рассмотрение, заключается в том,
что исходную нелинейную динамику аномалии
поля значений TEC  в условиях невозмущен-
ной ионосферы (в отсутствии кратковременных
солнечных, геомагнитных и других аномалий)
можно достаточно точно описать с помощью ли-
нейной динамико-стохастической модели вида

(1)

'X

( ) ,d B t
dt

= +x x ζ

Рис. 1. Среднее значение нормы аномалии TEC (в ед.
TECU), вычисленное по всем данным (сплошная ли-
ния) и для спокойных условий (штриховая линия), в
зависимости от года. Трехточечное среднее послед-
ней (в ед. TECU) – жирная штриховая линия (а).
Аналогично для дисперсии нормы аномалии TEC в
случае всех/спокойных дней в единицах TECU (б).
Число экстремальных аномалий N (жирная кривая) в
зависимости от года (в). Тонкая сплошная линия на
рис. 1в – среднее за соответствующий год значение
индекса ap (в ед. nT).
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Рис. 2. Распределение числа состояний ионосферы относительно величины индекса ap за 1.5 сут до образования экс-
тремальной аномалии (в ед. nT) (а). Тоже относительно величины отклонения индекса F10.7 от среднего за год значе-
ния (в долях от среднегодового значения) (б) и нормы аномалии TEC (в долях от соответствующего СКО) (в).
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здесь  это зависящий от времени двумерный
массив значений аномалий поля значений TEC
на широтно-долготной сетке, размерности 5183
(71 × 73), матрица  (размерностью 5183 × 5183)
зависит от времени суток, т.е. является периоди-
ческой по времени ( ) с периодом

= 1 сут. Здесь и далее будет предполагаться, что
матрица  устойчива по Ляпунову (все дей-
ствительные части ее собственных значений
строго отрицательны) для всех значений времени.
Зависящий от времени форсинг в правой части
представляет собой белый шум по времени с не
зависящей от времени ковариационной матри-
цей. Среднее состояние исходной системы пред-
полагается нулевым (в случае ненулевого средне-
го задача рассматривается в отклонениях).

В случае, если на ионосферу действуют какие-
либо возмущения (например, характеризуемые
резким изменением индекса ap), то в уравнении
появляется детерминированный, зависящий от
времени форсинг (двумерный массив значений
воздействий в точках широтно-долготной сетки),
который предполагается независимым от теку-
щего состояния ионосферы:

(2)

Отметим, что заданный таким образом фор-
синг позволяет естественным образом учесть осо-
бенности формирования отклика ионосферы на
воздействия в ночных и дневных условиях и воз-
можную пространственную неоднородность воз-
действий.

Решение этого уравнения для начального зна-
чения  может быть записано как:

(3)

где введено обозначение для матричной экспо-
ненты

которая подразумевается упорядоченной по вре-
мени – матрицы  не коммутируют друг с дру-
гом. Для ковариационной матрицы системы с за-
паздыванием (  = ) в отсутствии
внешних воздействий  справедливо со-
отношение

x

( )B t
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Из данного выражения следует, что матрица
линейной системы и ее разрешающий оператор
(матричная экспонента ) могут быть вы-
числены по данным наблюдений (моделирова-
ния) исходной системы. Вычислив по данным на-
блюдений  и можно решить преды-
дущее уравнение относительно 

Такой метод носит название метод обратной
линейной модели (Linear Inverse Model, [Penland
and Sareshmukh, 1995; Penland, 1996]). Получае-
мая таким способом линейная модель точно вос-
производит ковариационную функцию системы
при запаздывании  Везде далее будет пред-
полагаться, что рассматриваемая нами система
является циклически стационарной, а именно,
что ковариационные матрицы  и 
зависят лишь от времени суток, т.е.  =
=   и  можно считать
принимающим значения внутри суточного ин-
тервала. Заметим, что указанные вычисления
предполагают обращение ковариационной мат-
рицы  являющееся потенциально некор-
ректной операцией при малом числе наблюде-
ний, использующихся для ее вычисления, и боль-
шой размерности фазового пространства. Для
регуляризации задачи применяется процедура
понижения размерности с помощью проецирова-
ния в базис ведущих эмпирических ортогональ-
ных векторов [Грицун, 2019].

Еще раз подчеркнем, что описанный выше
подход для определения динамического операто-
ра  предполагает отсутствие внешних воз-
действий, и периодическая зависимость данных
лишь от времени суток. С учетом рис. 1а и рис. 1б
понятно, что наилучший интервал времени, удо-
влетворяющий данным условиям это 2006–2010 гг.,
когда изменения статистик минимальны во вре-
мени и число дней, соответствующих невозму-
щенному состоянию ионосферы, максимально.
Именно этот набор данных (невозмущенные дни
2006–2010 гг. в определении главы 2) и был ис-
пользован в настоящей работе для определения
матриц  Отметим, что простейшая ре-
грессионная модель

(4)

получаемая из (3) пренебрежением влияния
внешних воздействий, предсказывает состояние

 в следующие 2 ч с корреляцией порядка 0.92–
0.95 и ошибкой в норме ~2–5% [Грицун, 2019].
Следующим важным предположением настоя-
щей работы является тот факт, что ошибка дан-
ной линейной модели определяется сочетанием

( )0,M t t

( )0,С t t ( )0 0  ,  C t t
( )0, :M t t

( ) ( ) ( ){ } 1
0 0 0 0, , , .M t t С t t C t t −=

( )0 .t t−

( )0,С t t ( )0 0,С t t
( )0 0,С t t

( )0 0, ,С t t+ Δ + Δ [ ]0 0,t∀ ∈ Δ 0t

( ), ,i iС t t

( )0,M t t

( )0, .M t t

( ) ( ) ( ) ( ){ }−
− − − − − −= = 1

1 1 1 1 1 1, , , ,i i i i i i i i it M t t С t t C t tx x x

'X



ГЕОМАГНЕТИЗМ И АЭРОНОМИЯ  том 61  № 1  2021

ФОРМИРОВАНИЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ АНОМАЛИЙ 39

детерминистического и случайного форсинга,
действующего во время прогностического шага
(2 ч). Таким образом,

Тогда диагностическое соотношение для эффек-
тивного форсинга имеет вид:

(5)

При этом мы считаем, что при сильных внеш-
них воздействиях на ионосферу, или при вычис-
лении осредненной по времени величины воз-
действия, стохастической компонентой можно
пренебречь. Рассчитав для каждого состояния с
экстремальной аномалией поля значений TEC
значение  мы получаем форму воздействия,
приводящего к его образованию. Аргументом в
пользу того, что это, действительно, имеет смысл,
служит рис. 3б, показывающий величину корре-
ляции с запаздыванием δ между евклидовой нор-
мой  вычисленной с учетом сфериче-
ской метрики, и индексом  (сплошная жир-
ная линия) и между нормой  и индексом
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 (прерывистая жирная линия), в зависи-
мости от запаздывания δ. Видно, что корреляции
максимальны, когда индексы опережают эффек-
тивный форсинг (  на 2–4 ч,  на 3–4 сут),
при этом важен тот факт, что значения корреля-
ций значительно выше, чем для самой аномалии
TEC (тонкие линии на соответствующих рисун-
ках). Таким образом, мы выделяем слагаемое,
действительно “похожее” на внешний форсинг.
Отметим, что факт наличия указанных корреля-
ций между аномалиями TEC и индексами  и

 конечно, хорошо известен и используется в
прогностических целях.

Информацию о среднестатистическом време-
ни действия форсинга дает представление рис. 3а,
на котором показано распределение продолжи-
тельности (в часах) геомагнитных аномалий, име-
ющих значение выше 40 единиц индекса 
(штриховая линия) и выше 30 единиц индекса 
(сплошная линия, помеченная крестами). Видно,
что в среднем воздействие длится порядка 8 ч.
Сплошная линия показывает распределение вре-
мени жизни экстремальных аномалий в опреде-
лении данной статьи, также оцениваемое величи-
ной порядка 8 ч.

( )10.7F t

ap 10.7F

ap
10. 7,F

ap
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Рис. 3. Число геомагнитных аномалий, имеющих значение выше 40 nT по индексу  относительно их продолжитель-
ности (штриховая линия) (а). Тоже, для событий с индексом  выше 30 nT – сплошная линия, помеченная крестами (а).
Тоже для экстремальных аномалий поля TEC – сплошная линия (а). Величина корреляции (безразмерные единицы)
с запаздыванием между евклидовой нормой  и индексом  (сплошная жирная линия) и между нормой

 и индексом  (прерывистая жирная линия), в зависимости от запаздывания δ (в часах) (б). Тонкая
сплошная (прерывистая) линия – корреляция с запаздыванием между нормой аномалии поля TEC и индексом 
(индексом ) в зависимости от запаздывания (в часах) (б).

0

5

10

15

20

25

30

40

35

2 4 6 8 12 14 16 1810 22 2420
–0.05

0
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45

0.55
0.50

–120
–100

–80
–60

–40
–20

0
20

40
60

80 120
100Продолжительность, ч

Запаздывание, ч
К

ор
ре

ля
ци

я,
 б

ез
р.

 е
д.

К
ол

ич
ес

тв
о,

 е
д.

а б

ap
ap

( )eff t + δf ( )ap t
( )eff t + δf ( )10.7F t

 ap
  10.7F



40

ГЕОМАГНЕТИЗМ И АЭРОНОМИЯ  том 61  № 1  2021

ГРИЦУН

4. ОПЕРАТОР ОТКЛИКА 
И ОПТИМАЛЬНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ

Рассмотрим тождества (  рассчитывается
согласно (5)):

Подставляя рекуррентно одно в другое, получим

Или в компактном виде

(6)

Первое слагаемое здесь отвечает за влияние на-
чального условия, остальные члены – за инте-
гральный эффект внешнего воздействия (детер-
минированного и модельного стохастического
форсинга). Если все состояния системы, кроме

 известны, то в (6) определены все члены,
кроме  и соотношение (6) можно исполь-
зовать для прогностических целей, положив, на-
пример,  =  или  В силу
тождественности всех рекуррентных соотноше-
ний, такой прогноз при любом значении  будет
совпадать, будучи, при выборе  обыч-
ным линейным регрессионным соотношением
(т.е. моделью (4)). Если  то первое слагае-
мое будет стремиться к нулю (операторы линей-
ной задачи устойчивы), и весь прогноз будет за-
висеть от интегрального эффекта воздействия.
Наоборот, если  мало, то прогноз будет опреде-
ляться начальным условием. Таким образом, со-
отношение (6) позволяет оценить эффект внеш-
них воздействий на решение, определить, на-
сколько воздействие изменяется по времени,
каковы его пространственные характеристики
и т.д.

Если в эффективном воздействии в модели (6)
преобладает детерминистический форсинг, при-
чем он пространственно слабо зависит от време-
ни, то (6) еще более упрощается:

(7)
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Матрица (оператор)  связывает реакцию си-
стемы на внешние воздействия. Подчеркнем еще
раз, что оператор отклика зависит от времени на-
чала действия воздействия и его окончание, а эф-
фективный форсинг учитывает пространствен-
ную структуру воздействия, являясь двумерным
широтно-долготным массивом. Отметим также
тот факт, что выражение для  совпадает с выра-
жением для оператора отклика среднего состоя-
ния равновесной системы с нормальным распре-
делением плотности вероятности на постоянное
внешнее воздействие. Форма наиболее эффек-
тивных воздействий на систему находится с
помощью сингулярного разложения матрицы

 В свою очередь, начальные условия,
приводящие к наибольшему росту решения, на-
ходятся с помощью сингулярного разложения
матрицы  Заметим, что  явля-
ется устойчивой по Ляпунову – все ее собствен-
ные числа по модулю меньше единицы, скорость
затухания – два и более раз за сутки. Тем не ме-
нее, неортогональность ее собственных векторов
допускает рост нормы возмущений в конечный
период времени (хотя задача и устойчива по Ля-
пунову). В данном случае эта возможность реали-
зуется: максимальная скорость нарастания воз-
мущений составляет 100–150% в сутки.

Формулы (6) и (7) содержат исключительно
корреляционные функции известного решения и
могут быть рассчитаны по данным наблюдений.

На рисунке 4 представлены прогностические
характеристики линейных моделей (6) и (7) в за-
висимости от  принимающего значения 1, 2, …, 12
двухчасовых интервалов, при прогнозе экстремаль-
ных аномалий поля значений ТЕС. Рисунок 4а –
средние значения корреляций прогноза и реаль-
ности по всем 355 аномалиям. Рисунок 4б – сред-
няя величина отношения нормы прогноза к норме
реальности. Сплошная тонкая постоянная линия
на рис. 4а и рис. 4б – средняя по всем экстремаль-
ным аномалиям корреляция (отношение норм)

 и ее прогноза по формуле (6). Как уже отме-
чалась, прогноз по формуле (6) не зависит от 
Сплошная линия, маркированная квадратами, –
прогноз по формуле (7). Тонкая пунктирная убы-
вающая линия – прогноз экстремальной анома-
лии с помощью первого слагаемого в формуле (6),
отвечающего за влияние на прогноз начального
условия в момент  Штриховая возрастающая
линия – прогноз по интегральному слагаемому в
формуле (6). Жирная линия – прогноз по второму
слагаемому в формуле (6) – результат умножения

 характеризующий справедливость предпо-
ложения о постоянстве внешнего воздействия в
случае образования сильных аномалий ТЕС (в ка-
честве  здесь использовано среднее значение
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). Из рисунка можно сделать вывод,
что, во-первых, начиная примерно с 8 ч эффект
внешних воздействий доминирует. Во-вторых,
предположение о постоянстве внешнего воздей-
ствия не лишено смысла – слагаемое  обеспе-
чивает среднюю корреляцию реального и прогно-
зируемого отклика на уровне 0.6, примерно вдвое
занижая его норму. При этом, прогноз по форму-
ле (7) не сильно уступает прогнозу (6). Таким об-
разом, имеет смысл анализировать структуру
сингулярных векторов операторов  и 
на предмет изучения структуры максимальных
откликов, оптимальных воздействий и их реали-
зуемости на практике, что и было сделано при

 (что соответствует 8 ч – с учетом рис. 3а –
наиболее вероятному времени действия геомаг-
нитного форсинга).

Для каждой экстремальной аномалии опреде-
лялась проекция  на соответствующие ведущие
правые сингулярные векторы  и  а также про-
екция самой аномалии на ведущие левые сингу-
лярные векторы данных операторов. В результате
было показано, что средняя проекция  на про-
странство первых 5 правых ведущих векторов, как

 так и  составляет величину порядка 0.35–
0.40 для каждого вектора, распределяясь практи-
чески равномерно между всеми векторами (со
средней корреляцией порядка 0.15–0.18 для каж-
дого вектора и максимальной корреляцией не
превосходящей 0.5). Таким образом, оптималь-
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ные воздействия не реализуются в природе. Кор-
реляции между экстремальными аномалиями

 и ведущими левыми векторами (оптималь-
ными откликами) значительно выше, что не уди-
вительно – операторы максимально усиливают
возмущения вдоль этих направлений. Средняя
проекция аномалии на 5 ведущих откликов –
0.80–0.85, причем отклик концентрируется вдоль
наиболее растущего первого вектора с корреля-
цией 0.65–0.7 как для оператора  так и для 

Структура вычисленных левых сингулярных
векторов  для  и  при  и времени

 равном 04:00 GMT, 12:00 GMT и 20:00 GMT по-
казана на рис. 5 (3 ведущих вектора-отклика для

) и рис. 6 (3 ведущих вектора-отклика для ).
В верхнем ряду приведены векторы для случая
04:00 GMT, в среднем и нижнем – для 12:00 GMT
и 20:00 GMT соответственно. Видно, что корре-
ляции между сингулярными векторами  и 
значимы. Правые векторы (воздействия) мы не
приводим, ввиду их нереализуемости в природе.

На рисунке 7 продемонстрированы шесть слу-
чаев образования экстремальных аномалий.
Группа рис. 7а–7д относится к случаю возникно-
вения аномалии в 04:00 GMT. На рисунке 7а
представлены значения величины коэффициента
корреляции для проекции аномалии на простран-
ство 5 ведущих левых векторов-откликов матри-
цы  (сплошная жирная линия), на 1-й ведущий
вектор (сплошная тонкая линия) и на 2-й веду-

( )itx
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Рис. 4. Средние значения корреляций прогноза и реальности по всем 355 экстремальным аномалиям в зависимости от
времени запаздывания k (часы) (а). Сплошная тонкая постоянная линия – средняя по всем экстремальным аномали-
ям корреляция  и ее прогноза по формуле (6). Сплошная линия, маркированная квадратами – прогноз по форму-
ле (7). Тонкая пунктирная убывающая линия – прогноз с помощью первого слагаемого в формуле (6), тонкая штри-
хованная возрастающая линия – прогноз по интегральному слагаемому в формуле (6). Жирная линия – прогноз по вто-
рому слагаемому в формуле (7). Тоже для средних величин отношения нормы прогноза к норме реальности в
зависимости от времени запаздывания k (часы) (б).
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щий вектор (прерывистая линия) для каждого
случая возникновения аномалии (всего 26 случа-
ев). Горизонтальными линиями показаны соот-
ветствующие средние по всем 26 событиям.
На рисунке 7б и рис. 7в показаны экстремальные
аномалии, соответствующие событию m = 16 и
m = 10. В первом случае мы имеет отклик вдоль
первого вектора (рис. 5а, корреляция 0.91), во
втором – второго (рис. 5б, корреляция 0.51). Про-
гнозы аномалий с помощью  показаны на
рис. 7г и рис. 7д (величина отклика умножена
на 1.3, поскольку прогноз недооценивает его ве-
личину). Полностью аналогичную структуру име-
ют группы рис. 7е–7к (возникновение аномалии
в 12:00 GMT) и рис. 7л–7п (возникновение ано-
малии в 20:00 GMT). На рисунке 7ж показан слу-
чай экстремального события m = 2 (корреляция с
ведущим откликом – 0.92, см. рис. 5г), на рис. 7з –
случай m = 6 (возбуждается второй оптимальный
отклик, рис. 5д). На рисунке 7м–7н приведены
экстремальные события m = 14 и m = 25, также

effUf

проектирующиеся на первый и второй вектор со-
ответствующего оператора (рис. 5ж, рис. 5з).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В предположении, что эволюция полной элек-

тронной концентрации в спокойной ионосфере
может быть описана в рамках динамико-стоха-
стического подхода, был вычислен линейный, за-
висящий от времени суток, оператор динамико-
стохастической модели. При вычислениях исполь-
зовался метод обратной линейной модели (LIM),
применяемый к данным наблюдений – архиву
данных TEC SDDIS NASA за 1998–2018 гг.

Наблюдаемые экстремальные аномалии поля
значений TEC (с величиной аномалии втрое пре-
вышающей величину СКО нормы аномалии)
интерпретировались как реакция спокойной
ионосферы на внешние воздействия, такие как
возмущения потока солнечного излучения и гео-
магнитные аномалии, характеризуемые соответ-
ствующими индексами, а также воздействиями,

Рис. 5. Три ведущих оптимальных вектора-отклика оператора  вычисленного для оценки отклика в 04:00 GMT (пер-
вая строка – (a–в)), времени 10:00 GMT (вторая строка – (г–е)) и времени 20:00 GMT (третья строка – (ж–и)). Без-
размерные единицы.
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имеющими другую физическую природу (влия-
ние нижней атмосферы и т.п.). Внешнее воздей-
ствие в конкретный момент времени, при этом,
определялась как разница прогнозируемого с по-
мощью линейной модели изменения аномалии
TEC и ее реального значения. Было показано, что
рассчитанный форсинг коррелирует с индексами
ap и F10.7, характеризующими величину большей
части воздействий на ионосферу.

Формулировка динамики ионосферы в виде
линейной динамико-стохастической модели поз-
воляет выделить аномалии начального состояния
ионосферы и внешние воздействия, способные
произвести наибольшие ее изменения через за-
данное время. Соответствующие структуры опре-
деляются с помощью сингулярного разложения
операторов влияния начальных условий и внеш-
него форсинга соответственно, которые вычис-
ляются по данным наблюдений. Было показано,
что при возбуждении экстремальных аномалий
влияние начальных условий наблюдается в тече-
ние ~8–16 ч, начиная с 6–8 ч эффект внешних
воздействий становится определяющим. При

8-часовой заблаговременности прогноза анома-
лии оба фактора примерно равнозначны. Сравне-
ние (корреляции) наблюдаемых внешних воздей-
ствий с результатами сингулярного разложения
операторов влияния показывают, что оптималь-
ные воздействия на ионосферу редко реализуют-
ся в природе (максимальная корреляция наблю-
даемой аномалии и ведущего сингулярного век-
тора-воздействия не превышает величины 0.5 со
средним значением порядка 0.15). В свою оче-
редь, структура самих экстремальных аномалий
почти полностью определяется структурой опти-
мальных векторов-откликов (левых сингулярных
векторов соответствующих операторов), с вели-
чиной коэффициента корреляции для проекции
на 5 ведущих векторов, достигающего 0.85, и про-
екции на первый вектор порядка 0.7.

Отметим также, что ведущие оптимальные
векторы-отклики близки к ведущим низкоча-
стотным (от суток до нескольких дней) модам из-
менчивости. Это является еще одним свидетель-
ством того, что динамика экстремальных ионо-
сферных аномалий допускает интерпретацию в

Рис. 6. Три ведущих оптимальных вектора-отклика оператора  вычисленного для оценки отклика в 04:00 GMT
(первая строка – (a–в)), времени 10:00 GMT (вторая строка – (г–е)) и времени 20:00 GMT (третья строка – (ж–и)).
Безразмерные единицы.
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Рис. 7. Примеры экстремальных аномалий поля TEC, образующихся в 04:00 GMT (a–д). Величины проекции анома-
лии TEC (безразмерные единицы) на пространство 5 ведущих левых векторов-откликов матрицы  (сплошная жир-
ная линия), на 1-ый ведущий вектор (сплошная тонкая линия) и на 2-ой ведущий вектор (штриховая линия) в зависи-
мости от номера m экстремального события (всего 26 случаев) (а). Соответствующие горизонтальные линии – их сред-
ние значения. Пространственная структура экстремальных аномалий, соответствующая событиям m = 16 и m = 10 (б и в)
и ее прогноз (г и д). Аналогичная информация для экстремальных аномалий, образующихся в 12:00 GMT (24 случая,
(е)), события m = 2 и m = 6 (ж–к). Аналогично для 20:00 GMT (35 событий (л)), события m = 14 и m = 25 (м–п).
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терминах простой линейной динамико-стохасти-
ческой модели.
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