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Предметом исследования являются магнитные поля внутреннего источника в недрах Земли, на-
блюдаемые на поверхности планеты или с орбиты спутника. Мы исследуем пространство всех гар-
монических функций g во внешней шаровой области, которые задаются в виде рядов в стандартном
базисе. Функции убывают на бесконечности, и на граничной сфере их градиенты ортогональны за-
данному полю направлений, причем поле направлений само задается градиентом той или иной ба-
зисной функции  f. Результаты могут быть использованы при решении общей задачи, когда не пред-
полагается, что функции  f и g на граничной сфере зависят от двух сферических координат. Кон-
кретные вычисления получены лишь в предположении, что ни g, ни f не зависят от координаты
долготы. Уточняются известные результаты, когда функции  f является дипольной или квадруполь-
ной гармоникой, и получен новый результат, если f – октупольная гармоника.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Магнитное поле, которое было измерено на

поверхности Земли или на орбите спутника, яв-
ляется суперпозицией вкладов различных источ-
ников. В данной работе мы рассматриваем случай
полей внутреннего источника.

В 1832 г. Гаусс открыл метод измерения маг-
нитного поля, однако на практике часто удается
измерять исключительно наклонение (угол от-
клонения вектора поля локальной горизонтали),
а также склонение (направление горизонтальной
составляющей). В других случаях удается изме-
рить только модуль вектора магнитного поля, но
не удается проводить полное измерение. Ряд со-
временных работ посвящены проблеме восста-
новления поля по известным данным его направ-
ления на поверхности [Kaiser, 2010, 2012; Kaiser
and Neudert, 2010; Khokhlov et al., 2006; Khokhlov,
2013; Akhmetev, 2013] (Задача А). Проблема вос-
становления поля по направлениям возникает при
интерпретации палеомагнитных записей данных:
информация о направлениях более надежна, чем
информация об интенсивности. Другая часть по-
священа проблеме восстановления поля во внеш-

ней области по значению его модуля на сфериче-
ской граничной поверхности [Backus, 1970;
Khokhlov et al., 1997, 1999] (Задача Б). Для совре-
менных измерений проблема связана с простотой
измерения модуля и со сложностью измерения
направлений поля.

В перечисленных работах достигнут значи-
тельный успех в решении проблемы. Тем не ме-
нее, математический аппарат в 3D Задаче А сло-
жен (уравнения в бесконечномерном простран-
стве неопределенных коэффициентов), и общие
условия существования и единственности реше-
ний не ясны. В Задаче Б был получен красивый и
прозрачный результат, он формулируется в тер-
минах дополнительных данных о магнитном эк-
ваторе (о кривой точек с нулевой вертикальной
компонентой поля на сферической поверхности
внешней шаровой области). Тем не менее, даже
при наличии полных сведений о магнитном эква-
торе проблема не решена, так как необходимо
сформулировать дополнительные условия на по-
тенциал во внешней области, что показано в ра-
ботах [Khokhlov et al., 1997, 1999; Khokhlov, 2013].
Эти условия формулируются так, что часть внеш-
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них потенциальных магнитных полей с конечной
магнитной энергией им не удовлетворяют.

Теперь представим математическую формули-
ровку задачи классификации, как в работах
[Backus, 1970; Ахметьев и Хохлов, 2004]. Положе-
ние точки M в сферической системе координат
задается тройкой чисел (r, θ, ϕ), где r – расстояние
от начала координат до точки M; ϕ – угол, изме-
няющийся в пределах [0, 2π), образованный про-
екцией радиус-вектора точки M на плоскость
(0xy) с положительным направлением оси (0x),
между положительным направлением оси (0z) и
радиус-вектором точки.

Пусть в этой системе координат заданы гармо-
нические функции f(r, θ, ϕ), g(r, θ, ϕ) с областями
определения во внешней шаровой области r ≥ 1.
Функции f, g ограничены на своей области опре-
деления и продолжаются внутрь в некоторую
большую внешнюю шаровую окрестность шара
меньшего радиуса. Следующее определение про-
диктовано результатами [Backus, 1970], которые
служат основой работы. Две такие функции (f, g)
образуют пару Бакуса, если в каждой точке сферы
r = 1 выполнено условие

(1)

Задача классификации всех функций g при за-
данной f, удовлетворяющих условию (1) значи-
тельно проще Задач А, Б. Мы считаем, что 3D За-
дача (1) допускает полное решение, это сформу-
лировано в заключении в виде гипотезы. С другой
стороны, считается понятным и известным, что
задача напрямую связана с Задачами А, Б. Поэто-
му полное решение задачи (1) может привести к
прогрессу, если речь идет высокоточных моделях
магнитного поля. В Задаче A, в частности, воз-
можна переформулировка результатов для кон-
фигурационных пространств магнитных измере-
ний (с учетом парных и тройных пространственных
корреляций наблюдаемого магнитного поля).
В Задаче Б возможно уточнение погрешности в
измерениях магнитного экватора для потенци-
альных полей сложной структуры.

Подход к задаче в данной работе может быть
использован для решения задач восстановления
магнитного поля Солнца. По постановке задача
восстановления магнитного поля Солнца отлича-
ется, поскольку речь в ней идет не о потенциаль-
ных магнитных полях, а о бессиловых магнитных
полях. К тому же весьма желательно в условиях
магнитостатического равновесия, по меньшей
мере, учитывать, что плазма разрежается с увели-
чением радиуса.

Рассмотрим специальный случай 3D задачи (1),
при упрощающем предположении

(2)

grad , gr( ( ) ( )ad 0.)f g =

( ) .f f= θ

В общем случае должно быть

(3)

В задаче (1), (2) также предположим, что g = g(θ)
не зависит от долготы.

Главная трудность в задаче (1), (3) связана с
двойной рекурсией по n и m при нахождении ко-
эффициентов базиса для функции g. Аналог этой
задачи рассмотрен в 2D-задаче, где рекурсии по n
нет. В работе взята гармоника, добавлено возму-
щение и показано, что при рекурсии по m не воз-
никает бесконечных рядов. Это означает, что и
для 3D-задачи в главном слагаемом рекурсии нет
зависимости рядов от m. Результаты решения
2D-задачи значительно помогут при решении
3D-задачи (1).

2. РЕШЕНИЕ ДЛЯ ДИПОЛЯ, 
КВАДРУПОЛЯ И ОКТУПОЛЯ

Прежде чем рассмотреть новый результат, ко-
гда f является октупольной гармоникой, объяс-
ним случай дипольной и квадрупольной гармо-
ник. Методы решения задачи для дипольной и
квадрупольной гармоник идентичные, однако ре-
зультаты существенно различны. Зная, что ска-
лярное произведение градиентов двух гармониче-
ских функций равно 0, ряда. В итоге вычислим
неизвестную функцию g в виде ряда коэффици-
ентов, причем количество свободных коэффици-
ентов зависит от порядка выбранной гармоники f.

2.1. Диполь

Предположим, что мы рассматриваем пары
Бакуса, для которых функция f имеет простой вид
и задана по формуле:

(4)

где  = cos(θ) полином Лежандра порядка n = 1
с модой m = 0.

Предположим, что вторая функция g задана в
виде ряда, коэффициенты an которого следует ис-
кать:

(5)

Пусть для простоты a0 = 1, первое слагаемое

r–1  имеет порядок n = 0 с модой m = 0. Такой
случай, правда, не соответствует потенциалу маг-
нитного поля, но он вычислительно самый про-
стой и требуется для цели классификации реше-
ний. Из результатов [Ахметьев и Хохлов, 2004]
вытекает следующая формула.

( , ) cos( )sin( ).m
nf f P m= θ ϕ = θ ϕ

2 0
2 ( ),f r P−= θ

0
1 ( )P θ

1 0

0
( , ) ( ).n

n n
n

g r a r P
∞

− −

=
θ = θ

0
0 ( )P θ
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Грубая формула для линейной рекурсии диполь-
ной гармоники.

Справедливо равенство: a2n + 1 = 0; a2n =  +

+ O(n–1),
где O – символ эквивалентности для бесконечно
малых последовательностей.

Уточним этот результат, докажем следующую
формулу.

Точная формула для линейной рекурсии диполь-
ной гармоники.

Значения коэффициентов с четными номерами
n = 2k, n ≥ 0 связаны соотношением:

Замечание 1. Важно заметить, что при n = 0
добавочное слагаемое к a2 не является малым, но не
приводит к резонансу в рекурсивной последователь-
ности коэффициентов. С другой стороны, решения,
построенные по главному приближению из грубой
формулы для диполя и точное решение, построенное
в точной формуле для диполя, на порядок различа-
ются. Ниже в грубой формуле для квадруполя, ко-
торая имеет физический смысл, мы также проана-
лизировали это различие.

Доказательство грубой формулы для диполя.
Для произвольных функций f, g на пересече-

нии областей их определения справедливо соот-
ношение:

Здесь ∆ – оператор Лапласа, который определен
по формуле:

Если функции f, g гармонические, то равен-
ство упрощается:

поскольку ∆(f) = 0, ∆(g) = 0. Поэтому условие (1)
переписывается, с учетом равенства (5) в следую-
щей форме:

(6)

Мы будем вычислять значение оператора Ла-
пласа в сферической системе координат. Извест-
но, что

(7)

где ∆θ, ϕ – некоторый оператор второго порядка
по переменным θ и ϕ, явная формула которого
нам не понадобится.

( )1
3

n

−

2

22
4 13 33 .
4 11 6

n n
n na a
n n

+
+ += −
+ +

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), 2 grad , grad .f g f g f gΔ = + Δ + Δ

2 2 2

2 2 2 .
( ) ( ) ( )x y z

∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( )( ), 2 grad , grad ,f g f gΔ =

3 0

0
( cos( ) ( )).n

n n
n

a r P
∞

− −

=
Δ θ θ

( )2
,2

1( ( ) ( , )) ( ( , )) ,r h r h
r rr

θ ϕ
∂ρ∂ Δ ρ θ ϕ = + Δ θ ϕ

  ∂ ∂

Известно, что

(8)

если n ≥ 2.
Для n = 1

(9)

Для n = 0

(10)
Подставим (8) в (6). Получится уравнение

(11)

причем считаем, что слагаемыми порядка O(n−1)
пренебрегаем и, кроме того, если n = 0 или n = 1,
пользуемся уравнениями (9), (10).

Сгруппируем слагаемые, содержащие гармоники
 одинакового порядка 2i = n + 1. Получим:

Значения оператора Лапласа, примененного
ко всему ряду, очевидно, эквивалентно равенству
нулю каждого слагаемого этого ряда. Поэтому по-
лучим бесконечную цепочку уравнений:

которая должна выполняться при всех четных
значениях n = 0, 1…. При нечетных такая ненуле-
вая цепочка не существует, иначе первое уравне-
ние (9) не выполняется. Вычислим значение опе-
ратора Лапласа при помощи (7). Cоотношение
будет использовано лишь при r = 1, поэтому по-
лучим:

(12)

Воспользуемся равенством:

(13)

которое получается применением оператора Ла-
пласа к гармонической функции

Вычтем (13) из (12). При этом вновь пренебрега-
ем слагаемыми порядка O(n−1), получим равенство:

Это равенство запишем в более удобной форме:

Грубая формула для диполя доказана.

0 0 0 1
1 1

1 1cos( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2 2n n nP P P O n−

− +θ θ = θ + θ +

0 0
1 2

1cos( ) ( ) ( ).
2

P Pθ θ = θ

0 0
0 1cos( ) ( ) ( ).P Pθ θ = θ

3 0 0
1 1

1
( ( ( ) ( ))) 0,n

n n n
n

a r P P
∞

− −
− +

=
Δ θ + θ =

0
2 ( )iP θ

3 0 5 0
1 2 1

1
sin( )[ ( ) ( )] 0.n n

n n n n
n

a r P a r P
∞

− − − −
+ + +

=
Δ ϕ θ + θ =

3 0 5 0
1 2 1( )sin( ) ( ) 0,n n

n n n na r P a r P− − − −
+ + +Δ θ ϕ + Δ θ =

0
2 1

0
2 , 1

( ( 3)( 2) ( 5)( 4)) ( )

( ) ( ( )) 0.
n n n

n n n

a n n a n n P

a a P
+ +

+ θ ϕ +

− − − − + − − − − θ +
+ + Δ θ =

0
2 1

0
2 , 1

( ( 2)( 1) ( 2)( 1)) ( )

( ) ( ( )) 0,
n n n

n n n

a n n a n n P

a a P
+ +

+ θ ϕ +

− − − − + − − − − θ +
+ + Δ θ =

2 0 2 0
1 2 1( ( ) ( )).n n

n n n na r P a r P− − − −
+ + +θ + θ

22 6 0.n nna na ++ =

( ) 23 .n na a += −



804

ГЕОМАГНЕТИЗМ И АЭРОНОМИЯ  том 59  № 6  2019

АХМЕТЬЕВ, ПЕТРОВ

Доказательство точной формулы для диполя
Для того, чтобы найти остаточное слагаемое,

сравним уравнения (10) и (11) из работы [Ахме-
тьев и Хохлов, 2004] при m = 0:

Разница между этими уравнениями даст значение

Подставив остаточный коэффициент в урав-
нения (12), (13), получим:

Вычтем (12) из (13):

0

0 0
1 1

cos( ) (cos( ))
1(cos( )) (cos( )),

2 1 2 1

n

n n

P
n nP P

n n− +

θ θ =
+= θ + θ

+ +

( )
0

0 0
1 1

cos( ) (cos( ))
1 1( (cos( )) (cos( ))) .
2

n

n n

P

P P O
n− +

θ θ =

= θ + θ +

( )1 :O
n

( ) 0 0
1 1

1 1 1 ( (cos( )) (cos( ))).
2 2 1 n nO P P

n n − += θ + θ
+

( )( 2
1( 3)( 2) 1 ( 5)

4 2n na n n a n
n +− − − − + + − − ×

+

( ))
( )( ) )(

0
1

2

1( 4) 1 ( )
4 2

1 11 1
4 2 4 2

n

n n

n P
n

a a
n n

+

+

× − − − θ +
+

+ + + − ×
+ +

0
1( ( 2)( 1)) ( ) 0,nn n P +× − + + θ =

( )
( )

2

2
2

1( ( 5 6) 1
4 2

1( 9 20) 1
4 2

n

n

a n n
n

a n n
n+

+ + + +
+

+ + + − +
+

( ) ( )2
2

1 11 ( 3 2) 1
4 2 4 2n na n n a

n n++ + − − − + − ×
+ +

2 0
1( 3 2)) ( ) 0,nn n P +× − − − θ =

2 2
2

2

2 0
2 1

( ( 3 2) ( 3 2)

( 3 2)

( 3 2)) ( ) 0.

n n

n

n n

a n n a n n

a n n

a n n P

+

+ +

+ + + − − − +
+ − − − +

+ − − − θ =

2 2

2 2

2

5 6 3 22 4
4 2 4 2

9 20 3 26 18 0,
4 2 4 2

n

n

n n n na n
n n

n n n nna
n n+

 + + + +− − − + + 
 + +
 + + − − −− − ++ + = 
 + +

2 2

2
4 11 6 4 13 32 6 0,

4 2 4 2n n
n n n na a

n n+
+ + + ++ =

+ +
2

22
4 13 33 .
4 11 6

n n
n na a
n n

+
+ += −
+ +

Таким образом, ответ существенно изменился,
по меньшей мере, для небольших n. Точная фор-
мула для диполя доказана.

2.2. Квадруполь

Целью этого раздела является обобщение фор-
мул для диполя на случай, когда функция f опре-
делена главной квадрупольной гармоникой

(14)
Этот случай исследован в работе [Ахметьев и

Хохлов, 2004]. Ищем вторую функцию пары в ви-
де ряда (5). В этом ряду коэффициенты a2n = 0.
Первый коэффициент a1 = 1 выбирается ненуле-
вым нормированным. Случай a0 = 1, конечно,
возможен и этот случай доставляет решение с чет-
ными номерами коэффициентов. Этот случай
интересен для классификации, но не соответ-
ствует никакому физическому решению, по-
скольку здесь, как и в аналогичном примере для
диполя, который был рассмотрен выше, наруша-
ется равенство нулю магнитного потока через
сферическую поверхность.

Грубая формула линейной рекурсии для квадруполя
Пусть f определена формулой (14).
1. Последовательность коэффициентов решения

a1, a3, a5, a7, … при любом первом коэффициенте a1
оценивается по абсолютному значению геометри-

ческой прогрессией со знаменателем λ = 

2. Последовательность коэффициентов a1, a3,
a5, a7, … главного приближения определяет гармони-
ческую функцию g по формуле (5), причем на сфере
радиуса r = 1 выполнено асимптотическое уравне-
ние (1). Более того, a2n + 1 вычисляется по формуле

a2n + 1 =  где λ1, λ2 суть корни уравне-
ния (20).

Нахождение остаточного коэффициента для
квадруполя

где

Доказательство грубой формулы для квадруполя
Пользуясь формулой, аналогичной формуле (11),

для квадруполя имеем
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(15)

Отсюда собираем коэффициенты при an, an + 2,

an + 4 (индексы в  меняются аналогичным об-

разом):

(16)

(17)

(18)

Применим ∆ к (16), (17), (18) и соберем коэф-
фициенты при  и умножим уравнение на 8.
Получим

Используя найденные выше выражения (без

учета ), соберем коэффициенты при an, an + 2,

an + 4, приравняем сумму к 0, используя равен-
ство (11):

(19)

Пусть an + 4 = λ2, an + 2 = λ, an = 1, тогда получим:
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(20)

Найдем корни этого уравнения:

Грубая формула для квадруполя доказана.
Сравним коэффициенты an + 2 для точного ре-

шения и для решения без  Начнем с n = –3.

Тогда a–1 = 0, a1 = 1. По индукции найдем следу-
ющие коэффициенты (см. табл. 1). Видим, что
второй ряд не имеет резонансов, но сходится на
порядок медленнее первого.

Замечание. Скорость сходимости решения в
грубой формуле для диполя выше, чем скорость
сходимости решения в грубой формуле для квад-
руполя.

2.3. Октуполь

Целью раздела является обобщение грубых
формул для диполя и квадруполя на случай, когда
функция f определена главной октупольной гар-
моникой

(21)

Ищем вторую функцию пары в виде ряда (5),
предположим, что a2k = 0, a1 ≠ 1.

Рассмотрим и распишем только левую часть,
т.к. левая часть останется неизменной. Вынесем
cos(θ) за скобки и умножим  на выражение в
скобках

После применения cos(θ) к выражению под
квадратными скобками и сокращений подобных
членов получаем:
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Таблица 1. Сравнение коэффициентов an + 2 для точного решения (строка 2) и его главного приближения (строка 1)

n 1 3 5 7 9 11 13

Без –0.400 –0.0390 0.0960 –0.0300 –0.0070 0.0090 –0.0020

С –1.183 0.2768 0.1899 –0.1517 0.0151 0.0324 –0.0174

( )1O
n

( )1O
n



806

ГЕОМАГНЕТИЗМ И АЭРОНОМИЯ  том 59  № 6  2019

АХМЕТЬЕВ, ПЕТРОВ

Далее применим аналогичный прием умножения
cos(θ) и умножим на 16

(22)

Далее применяем ∆ при r = 1 и приравняем к 0:

Распишем ряд подробнее, собрав слагаемые при

Применение оператора Лапласа дает нам сле-
дующее уравнение:

Приведем уравнение к следующему виду:

(23)

Ниже выпишем коэффициенты в отдельную мат-
рицу (26).

Пусть an + 3 = λ3, an + 1 = λ2, an – 1 = λ1, an + 3 =
= λ0 = 1. Тогда запишем уравнение в виде:

(24)

Найдем корни и получим собственные значения

(25)

В ряду (23) коэффициенты a2n = 0. Первые два
коэффициента a1, a3 выбираются произвольны-
ми. Запишем эти коэффициенты в виде вектор-
столбца:
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Коэффициент a−1 = 0, потому что отрицательный
индекс запрещен.

Чтобы вычислить остальные коэффициенты,
строим матрицу, назовем ее A. Она строится сле-
дующим образом: все строки, кроме последней
заполняются единицами и нулями по принципу
единичной матрицы, смещенной на один столбец
вправо. Последняя строка заполняется коэффи-
циентами при an − 3, an − 1, an + 1 из уравнения (23):

(26)

Строим вектор-столбец, n ≥ 1, n – нечетное: 

при помощи умножения вектора-столбца 

на матрицу (26) слева. Последовательность коэф-
фициентов a1, a3, a5, a7, … определена.

Интересным фактом является то, что ряды с
четными номерами коэффициентов образуют ре-
шение, но это решение не определяет магнитный
потенциал.

Данное уравнение (23) является разностным
линейным уравнением, которое можно записать
c помощью матрицы (26). Этот случай является
простейшим в теории разностных уравнений.

Сформулируем результат.
Грубая формула линейной рекурсии для октуполя
Пусть f определена формулой (21). Последова-

тельность коэффициентов a1, a3, a5, a7, … решения
при любом первом коэффициенте a1 оценивается по
абсолютному значению геометрической прогресси-
ей со знаменателем λ, причем λ = −0.538.

Последовательность коэффициентов a1, a3, a5,
a7, … определяет гармоническую функцию g, кото-
рая служит главным приближением точного, по
формуле (5). При этом на сфере радиуса r = 1 выпол-
нено уравнение (1) в асимптотическом смысле.

3. 2D-ЗАДАЧА
Главная трудность в задаче (1) связана с двой-

ной рекурсией по n и m при нахождении коэффи-
циентов базиса для функции g. Проанализируем
это в аналогичной 2D-задаче, где рекурсии по n
нет. Для f, заданной одной гармоникой, наш ре-
зультат был ранее получен в [Kaiser and Neudert,
2004] другим способом.

Далее к гармонике f добавлено дополнитель-
ное возмущение и показано, как изменится реше-
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ние g. Результатом является то, что при рекурсии
не возникает бесконечных рядов. Это означает,
что и для 3D задачи в главном слагаемом рекур-
сии нет зависимости рядов от m. Результаты ре-
шения 2D-задачи значительно помогут при реше-
нии 3D-задачи (1).

3.1 . Коэффициенты функции пары Бакуса

Имеется Гармоника f = cos(nϕ)r−n, ищем функ-
цию g с ортогональным градиентом, которая за-
дается уравнением на коэффициенты A, B:

(27)

Функции f, g составляют пару Бакуса и явля-
ются гармоническими во внешнешнем единич-
ном круге. Значит, ∆(fg) = 0 на окружности еди-
ничного радиуса. Оператор Лапласа для поляр-
ных координат имеет вид:

Формула произведения fg имеет вид:

Рассмотрим подробнее умножение косинусов:

Далее применяется оператор Лапласа:

Правые части следует прировнять к 0. По усло-
вию r = 1, поэтому

( )

( )

( ) (( ) )

(

, cos

cos ( ) ) .

n k

n k

g A B A n k r

B n k r

− −

− +

= − ϕ +
+ + ϕ

( ) 2

2 2
1 1 .f ff r
r r r r

∂ ∂∂Δ = +
∂ ∂ ∂ϕ

2

2

cos cos(( ) ) ( )

(( ) ) (cos co )s .

n k

n k

fg A n k r n

B n k r n

− +

− −

+= − ϕ ϕ
+ + ϕ ϕ

cos(( ) )cos( )
1 cos((2 ) ) cos( )).
2

n k n

n k k

± ϕ ϕ =

= ± ϕ + ϕ

2
2

2

2

( ) ( 2 ) (cos(2 )
2

cos( )) n k

fg An k n k
r

k r − +

δ = − + ϕ − ϕ +
δ

+ − ϕ +

2 2( 2 ) (cos(2 ) cos( )) ,
2

n kBn k n k k r − −+ − − ϕ + ϕ + ϕ

2
2 2 2

2

2 2 2

( ) (2 ) cos((2 ) )
2

cos( )
2

n k

n k

fg A n k n k r

A k r k

− + −

− + −

δ = − − − ϕ −
δϕ

− − ϕ −

2 2 2

2 2 2

(2 ) cos((2 ) )
2

cos( ) .
2

n k

n k

B n k n k r

B k r k

− − −

− − −

− + + ϕ −

− ϕ

( )2 2( 2 ) cos 2 ( 2 ) cos( )
2 2
A An k n k n k k− + ϕ − ϕ + − + − ϕ −

Сгруппировав слагаемые, получаем

Это выражение равно 0 тогда и только тогда,
когда выражение в скобках равно 0. Разделим его
на 4n.

Найдены коэффициенты для g. Размерность
пространства решений равна 2N − 1. Результат
совпадает с результатом в работе [Kaiser and
Neudert, 2004] Теорема 3.1. Коэффициенты A, B
определено с точностью до общего множителя σ:

(28)

В следующем разделе будет найден множитель σ
в более общей задаче.

3.2. Возникновение возмущения
В этом разделе будет построено g, если к f до-

бавлена еще одна гармоника:

В этой формуле g, найденная в предыдущем
разделе переобозначена через g0, сама функция f
переобозначена через f0; предполагается, что

Для нахождения целого ряда для g, необходи-
мо найти g1, g2. Для этого достаточно использо-
вать равенство a∆(f1g0) + a∆(f0g1) = 0. Для нахож-
дения g2 достаточно использовать равенство
a2∆(g1f1) + a2∆(g2 f0) = 0, где g1 найдена на преды-
дущем шаге, как в разделе 2.

Найдем g1. Известно, что
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Тогда по аналогии с предыдущим вычислением
предположим, что

Таким образом, задача сводится к нахождению
коэффициентов  

Найдем далее произведения f1g0

Так как r = 1, после применения оператора Ла-
пласа получим:

(29)

По аналогии находим произведение f0 g1:

Так как снова r = 1, после применения оператора
Лапласа получим:

(30)

Найдем сумму результатов из (29), (30) и прирав-
няем к нулю

Сгруппируем слагаемые, исходя из одинаковых
показателей косинусов, и приравняем к нулю.
Получим 2 равенства, из которых сможем найти
коэффициенты для g1:

откуда выразим  подставив A, которое мы под-
считали выше.
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откуда выразим  подставив B, которое мы под-
считали выше.

Отсюда получаем формулу для g1:

Имеется g1f1 + g2f0 = 0. Для того, чтобы найти g2,
докажем сначала, что ∆(g1f1) = 0. Перепишем g1
через σ:

Тогда при g1 получим следующие коэффици-
енты:

Но эти коэффициенты отличаются от (28)
только заменой n на m. Значит, что ∆(g1f1) = 0.
А так как f0 ≠ 0, значит, что g2 = 0.

Таким образом, получаем, что ряды f, g содер-
жат лишь конечное число ненулевых слагаемых:

4. ВЫВОДЫ
При решении задачи (1), (2) показано, что с

ростом порядка гармоники f сходимость ряда ко-
эффициентов главного приближения произволь-
ного решения g увеличивается, число параметров,
определяющих решение, тоже увеличивается.
Этот результат нам представляется новым, он от-
крывает новые перспективы при построении вы-
сокоточных моделей внешнего магнитного поля
Земли.

По сравнению с результатами работы [Ахме-
тьев и Хохлов, 2004] рассмотрен случай, когда f
октуполь. Октупольная гармоника имеет вид: f =
= r–4  Вычисляется асимптотически точное
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приближение для функций g (это приближение
мы назвали главным), в виде коэффициентов ря-
да. Само вычисление ряда главного приближения
мы назвали грубой формулой рекурсии (напри-
мер, как при переходе от точной формулы для ди-
поля к грубой формуле для диполя). При вычис-
лении была составлена матрица A, полученная из
уравнения (23). В ряде, который вытекает из фор-
мулы (23), главного приближения первые коэф-
фициента произвольные, остальные рекурсивно
вычисляются.

Коэффициенты ряда главного приближения
оцениваются геометрической прогрессией со
знаменателем λ1 = 0.538. В аналогичной оценке
для квадруполя, которая была известна ранее,
главное приближение оценивается геометриче-
ской прогрессией с меньшим знаменателем (от
квадруполя до октуполя знаменатель прогрессии
уменьшился на 0.205).

Итак, при упрощающем предположении (2),
что данные и решение зависят лишь от радиуса r и
широты θ, нами предложен способ восстановле-
ния потенциала магнитного поля во внешней ша-
ровой области по известным значениям поля на-
правлений на сфере единичного радиуса, которо-
му ортогонален искомый потенциал grad(g).

Полученные результаты носят пока незавершен-
ный характер и предполагают явное построение
примера, решающего 3D-задачу (1), (3) без упроща-
ющего предположения (2). В рамках предлагаемого
подхода возможно, на наш взгляд, явное постро-
ение примера в направлении поиска общего ре-
шения проанализирована 2D-задача с зависимо-
стью данных и решения от радиуса r и долготы ϕ.
Это позволило сформулировать новую гипотезу,
которая может быть сформулирована следующим
образом.

Пространство решений в 3D-задаче (1), (3) вы-
числяется переходом от точноых решений к глав-
ным приближениям Зависимость решений g по
угловой координате ϕ задается конечным анза-
цем и требует лишь линейной рекурсии по n, как
в грубых формулах для диполя, квадруполя и ок-
туполя, и не требует рекурсии по m (см. 2D-задачу

из Раздела 4. При переходе от главных приближе-
ний к точным решениям добавляются быстро
сходящиеся асимптотические ряды по присоеди-
ненным полиномам Лежандра.
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