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Построены новые математические конструкции регрессионного сглаживания дискретных времен-
ных рядов, заданных на нерегулярной сетке. Разработанный метод использован для изучения трен-
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1. ВВЕДЕНИЕ
Анализ геофизического процесса понятие

сложное и многозначное. Объясняется это как
объективной сложностью самого процесса, так и
субъективной природой анализирующего его
эксперта. Поэтому адекватная формализация
этого требует совершенно нового аппарата, с од-
ной стороны способного преодолеть объектив-
ную сложность геофизических данных (нерегу-
лярность и неточность), а с другой – нечеткий ха-
рактер суждений эксперта. Развитие Дискретного
математического анализа (ДМА) (например,
[Гвишиани и др., 2010; Agayan et al., 2018]) являет-
ся важным шагом в этом направлении. ДМА зна-
чительно ориентирован на эксперта и занимает
промежуточное положение в анализе данных
между жесткими математическими методами
(статистический анализ, СВАН и др.) и мягкими
комбинаторными (имитационное моделирова-
ние, нейронные сети и др.). Концепция ДМА со-
стоит, во-первых, в том, что преимущество экспер-
та при анализе данных перед формальными метода-
ми объясняется в нем гибким, адаптивным
восприятием экспертом фундаментальных свойств
предельности, близости, непрерывности, связно-
сти, тренда и других. Именно из этих свойств, как
из конструктора, складываются все алгоритмы
анализа данных. Таким образом, необходимо
найти дискретные аналоги упомянутых выше
свойств, далее (вторая часть концепции) соеди-
нить их в сценарии классической непрерывной
математики и извлечь из этого пользу для анализа

данных. При реализации концепции сразу было
принято во внимание то обстоятельство, что экс-
перт мыслит и оперирует не числами, а нечетки-
ми понятиями. Поэтому в техническую основу
нашего моделирования наряду с классической
математикой вошла также нечеткая математика и
опосредованно через нее искусственный интеллект.

ДМА нашел широкое применение в задачах
морфологического анализа временных рядов,
включая построение геометрических мер [Агаян
и др., 2005], динамических коридоров [Каган и др.,
2009] и выделение трендов. В рамках последнего
направления в настоящей работе предлагаются
новые математические конструкции регрессион-
ных производных для дискретных временных ря-
дов, заданных в общем случае на нерегулярной
сетке. В их основе также лежит моделирование
логики эксперта: взгляд эксперта на геофизиче-
ский ряд y в узле t моделируется нечеткой струк-
турой δt, показывающей в какой степени к узлу t
близки остальные узлы, а касательной к y в t счи-
тается взвешенная с помощью δt линейная ре-
грессия  (t) для y, угловой коэффициент кото-
рой R'y(t) = R'y(t, δ) и будет регрессионной произ-
водной для y в t (относительно δ). Ожидаемая
связь между трендами y и областями знакопосто-
янства R'y по аналогии с классическими трендами
и производными из классического математиче-
ского анализа в действительности превзошла все
ожидания и стала приятным сюрпризом для ав-
торов.

,δ'yR
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В области изучения главного магнитного поля
Земли (ГМПЗ) все больший интерес вызывают
так называемые быстрые вариации поля (напри-
мер, [Finlay et al., 2010; Mandea et al., 2010]), для
которых характерен временнóй масштаб порядка
десятка лет и меньше. Во многом этот интерес
обусловлен тем, что с 2000 г. в распоряжении на-
учного сообщества появились высокоточные гео-
магнитные данные низкоорбитальных спутнико-
вых измерений, обладающие высокой плотностью
географического покрытия (например, [Chulliat
et al., 2017]). Характерными сигналами ГМПЗ, от-
ражающими его быстрые вариации, являются
геомагнитные джерки на поверхности Земли
(наиболее полный обзор приведен в работе
[Brown et al., 2013]) и всплески векового ускоре-
ния (ВУ) на границе ядро-мантия [Chulliat et al.,
2010; Chulliat and Maus, 2014; Chulliat et al., 2015;
Finlay et al., 2016; Soloviev et al., 2017]. Джерки
представляют собой смену квазилинейного трен-
да первой производной магнитного поля по време-
ни (вековой ход) [Mandea et al., 2010], всплески –
высокоамплитудный сигнал во второй производ-
ной магнитного поля по времени (вековое уско-
рение). В работах [Chulliat and Maus, 2014; Solo-
viev et al., 2017] отмечалось, что джерки на поверх-
ности Земли, как правило, имеют место между
парами всплесков ВУ на границе ядро–мантия. В
частности, за период с 1991 по 2015 гг. были выяв-
лены следующие джерки в промежутках между
всплесками ВУ 1997, 1999, 2002, 2006, 2009, 2012 и
2015 гг.: 1998 г. (преимущественно в европейском
регионе) [Mandea et al., 2000; De Michelis and
Tozzi, 2005; Brown et al., 2013], 2001 г. [Soloviev et al.,
2017], 2003 г. (преимущественно в европейском
регионе) [Olsen and Mandea, 2007], 2007 г. [Chulli-
at et al., 2010], 2011 г. [Chulliat and Maus, 2014] и
2014 г. (преимущественно в атлантическом, евро-
пейском и австралийском регионах) [Torta et al.,
2015]. Как видно, многие джерки носят достаточно
локальный характер, часть из них обнаружена толь-
ко в определенных регионах. Датировка джерков
осуществляется с погрешностью около 1 года из-за
их медленной миграции от региона к региону и
фильтрующего эффекта слабопроводящей мантии.

Важно отметить, что традиционно анализ
джерков осуществляется по обсерваторским дан-
ным, которые в большой степени зашумлены в
основном из-за влияния внешних полей. Зача-
стую шумовая магнитуда сравнима с магнитудой
искомого сигнала внутреннего происхождения,
но различна по частотным характеристикам. Это
приводит к необходимости использования раз-
личных математических методов, позволяющих
детектировать джерки в автоматическом или полу-
автоматическом режиме (например, [De Michelis
and Tozzi, 2005; Mandea et al., 2010]). К таким ме-
тодам можно отнести и регрессионные производ-
ные, поскольку они обеспечивают поиск трендов

и локальных экстремумов в зашумленных вре-
менных рядах.

В настоящей работе исследуются указанные
свойства регрессионных производных для обна-
ружения геомагнитных джерков по зашумлен-
ным данным множества магнитных обсерваторий
стандарта ИНТЕРМАГНЕТ [Kerridge, 2001]. Для
оценки эффективности детектирования джерков
рассматривался временнóй интервал 1991–2015 гг.,
за который имела место заведомо известная серия
джерков, перечисленных выше.

2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 
РЕГРЕССИОННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

2.1. Теоретические предпосылки
Пусть функция f определена вокруг нуля на от-

резке [a, b], (ab < 0), и интегрируема на нем. Для
 через fΔ обозначим ограниче-

ние f на отрезок  и вычислим
проекцию prfΔ функции fΔ в пространстве L2[–Δ, Δ]
на двумерное пространство линейных функций
Lin2[–Δ, Δ].

Обозначим через e1 = e1(Δ), e2 = e2(Δ) ортонор-
мированный базис в Lin2[–Δ, Δ], получающийся
из естественного базиса (1, x) путем ортогонали-
зации Грама–Шмидта [Колмогоров и Фомин,
1976], тогда:

Положим e1 = c, e2 = ax + b. На a, b, c возникают
три условия:

Таким образом,

Дополнительно потребуется дифференцируе-
мость функции f в нуле:

где  при 
Тогда стремление:
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в свободном члене проекции prfΔ объясняется
теоремой о среднем [Фихтенгольц, 1969].

Разберем коэффициент разложения prfΔ при x:

Последний интеграл стремится к нулю при

Таким образом, доказано следующее:
Утверждение. Если функция f дифференциру-

ема в нуле, то при  линейная проекция prfΔ
стремится к ее касательной в нуле.

Замена касательной к f на проекцию prfΔ при
малых Δ дает возможность определить касатель-
ную для дискретных функций, поскольку проек-
ция prfΔ есть не что иное, как линейная регрессия
для f на [–Δ, Δ] и допускает обобщение на дис-
кретный случай.

2.2. Дискретная регрессионная касательная
Пусть T – период наблюдения, представляю-

щий собой конечное, в общем случае, нерегуляр-
ное множество узлов t:  Функция
y – временнóй ряд, заданный на T: 

Предельный переход  в дискретном слу-
чае заменяется мерой близости  – нечетким
бинарным отношением на T, показывающим в
какой степени узел  близок к узлу t в T.

Касательной  к функции y в
узле  считается линейная регрессия, по-
строенная по взвешенному графику  =

 Опуская стандартные ве-
щи, связанные с линейными регрессиями, приве-
дем формулы для at и bt:
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Определение 1. Угловой коэффициент at ре-
грессионной касательной  называется регрес-
сионной производной функции y в узле t и обо-
значается через (R 'y)(t).

Определение 2. Значение Ry, t(t) касательной Ry, t
в узле t называется регрессионным значением y в
узле t и обозначается через (Ry)(t).

Итак,

2.3. Примеры и свойства регрессионных 
производных и значений

При построении регрессионных производных
и значений будем использовать два варианта
(глобальный и локальный) одной конструкции
близости, зависящей от двух неотрицательных
параметров r и p:

Глобальная мера близости (рис. 1):
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Рис. 1. Глобальная мера близости: зависимость от p
при фиксированном r.
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Локальная мера близости (рис. 2):

Следует отметить, что мера близости является
одним из базовых понятий ДМА и построенных
на его основе алгоритмов обработки временных
рядов [Agayan et al., 2016; Bogoutdinov et al., 2010;
Gvishiani et al., 2008a,b; Soloviev et al., 2012a; Ze-
linskiy et al., 2014]. Последние нашли широкое
применение в целом ряде геофизических задач
[Gvishiani et al., 2014, 2016a,b; Kulchinsky et al.,
2010; Sidorov et al., 2012; Soloviev et al., 2016, 2013,
2012b; Zlotnicki et al., 2005].

Сформулируем основные свойства регресси-
онных производных и значений:

1. В обозначениях и с учетом определений 1 и
2 регрессионная производная  и ре-

( ) ( ) ( ),

1 , если  

0, если .

t t
p

r p t t

t t
t t r

r
t t r

δ = δ =
⎧ −⎛ ⎞
⎪ − − ≤⎜ ⎟= ⎨⎝ ⎠
⎪ − >⎩

→', ' ,R y R y

грессионное значение R,  – линейные
операторы в пространстве Ф(T) функций на T.

2. Операции R ' и R основаны на регрессии и
потому устойчивы к возмущениям исходных
функций (рис. 3, 4).

3. В отличие от классического непрерывного
случая дискретная касательная Ry, t не обязана
принимать в точке t значение y(t), так что опера-
цию R можно считать новым сглаживанием, по
своей универсальности не только не уступающим
обычному усреднению, но и превосходящим его
по результату (рис. 5).

4. Операция R ' тесно связана со стохастиче-
скими трендами: области положительного (отри-
цательного) знакопостоянства R'y соответствуют
возрастающим (убывающим) трендам y, а грани-
цы между ними – экстремумам для y (рис. 4).

5. Зависимость операций R ' и R от меры близо-
сти δ на T дает возможность решать вопросы сгла-
живания (рис. 6), поиска трендов и экстремумов
для функции y в разных масштабах. Именно это

,y Ry→

Рис. 2. Локальная мера близости: зависимость от p
при фиксированном r.

p = 1
p = 2
p = 4

t tNt – rt1

1

t

�t(t)

Рис. 3. Устойчивость операции R к возмущениям (ис-
ходный ряд показан на графике серым цветом, регрес-
сионное сглаживание – черным): (а) – применение к
гладкой функции, (б) – к зашумленной функции.
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Рис. 4. Устойчивость операции R' к возмущениям: (а) –
применение к гладкой функции, (б) – к зашумленной
функции. Пунктиром на графике обозначены зоны
возрастания функции y(t), сплошной линией – зоны ее
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обстоятельство лежит в основе применения
регрессионных производных к детектированию
геомагнитных джерков, изложенного в следую-
щем разделе статьи, поскольку джерки представ-
ляют собой экстремумы в определенном масшта-
бе на вековом ходе магнитного поля.

На рисунках 7, 8 показаны возможности ре-
грессионной производной для поиска экстрему-
мов и интервалов монотонности различного
уровня. На рисунке 7 сверху изображена анализи-
руемая кривая, на нижней части рисунка для каж-
дого значения показателя p темно-серым выделе-
ны зоны ее возрастания, черным – зоны убыва-
ния, а светло-серым – зоны экстремумов четырех
уровней.

6. В настоящее время существует ряд способов
определения трендов и экстремумов на стохасти-
ческих временных рядах [Гумбель, 1965; Лид-
беттер и др., 1989; Любушин, 2007; Малла, 2005].
На примере функции f, приведенной на рис. 7,
сравним работу регрессионных производных с
работой алгоритма WTMM (Wavelet Transform
Modulus Maxima) поиска трендов и экстремумов с
помощью точек максимума модуля вейвлет-пре-
образования [Любушин, 2007; Малла, 2005].

Алгоритм WTMM взят из программы Spectra_
Analyzer (http://www.ifz.ru/applied/analiz-dannykh-
monitoringa/programmnoe-obespechenie/). Для удоб-
ства рис. 9а, 9б дублируют рис. 7, а работа алгоритма
WTMM показана на рис. 9в, где темно-серые це-
пи дают разномасштабную картину максимумов
функции f, а черные – ее минимумов. Серые
(светло-серые) цепи характеризуют наиболее
сильные точки на разномасштабных возрастаю-
щих (убывающих) трендах f. Сравнение необхо-
димо производить по верхней границе: как видно

Рис. 5. Регрессионное сглаживание (черное) и клас-
сическое усреднение (серое) прямой y = x относи-
тельно одинаковой меры близости δ.
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Рис. 6. Регрессионное сглаживание на основе локаль-
ной меры близости: зависимость от p при фиксиро-
ванном r.
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Рис. 7. Регрессионная производная гладкой функ-
ции: зависимость от p при фиксированном r. На верх-
нем графике представлена исходная кривая, на ниж-
нем – знак регрессионной производной при разном
значении p. Возрастание анализируемой кривой от-
мечено темно-серым цветом, убывание – черным, зо-
ны экстремумов – светло-серым.
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Рис. 8. Регрессионная производная зашумленного
ряда: зависимость от p при фиксированном r. Обозна-
чения аналогичны рис. 7.
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из рисунков 9б, 9в регрессионные производные
дали на два крайних экстремума больше, чем
алгоритм WTMM, а по трендам на внутренних
участках они практически совпали.

3. ДЕТЕКТИРОВАНИЕ 
ГЕОМАГНИТНЫХ ДЖЕРКОВ

В настоящем разделе исследуются возможно-
сти регрессионных производных для обнаруже-
ния геомагнитных джерков по зашумленным
данным множества магнитных обсерваторий
стандарта ИНТЕРМАГНЕТ [Kerridge, 2001]. Для
оценки эффективности детектирования джерков
рассматривался временнóй интервал 1991–2015 гг.
За этот период имела место серия джерков, хоро-
шо изученных в научной литературе. В рамках на-

стоящего исследования исходными данными по-
служили вариации векового хода трех компонент
магнитного поля (dX/dt, dY/dt, dZ/dt), получен-
ные по измерениям следующих обсерваторий
(перечислены IAGA-коды): GUA (о. Гуам), MMB
(Мемамбецу, Япония), NGK (Нимегк, Герма-
ния), SJG (Сан-Хуан, Пуэрто-Рико) и TAM (Та-
манрассет, Алжир). Вековой ход рассчитывался
по обсерваторским измерениям статуса “оконча-
тельные” (definitive) [Love and Chulliat, 2013], что
гарантирует их высокое качество за весь рассмат-
риваемый период. Метод для расчета векового
хода подробно изложен в [Soloviev et al., 2017].
Выбор обсерваторий обусловлен их широким
географическим охватом.

В качестве параметров алгоритма выступают
значения r и p, которые используются для опреде-
ления локальной меры близости δ(r, p) (рис. 2).
Для параметра p был выбран единый диапазон
значений от 0 до 50, а r полагался равным от 50 до
100. В указанном диапазоне график регрессион-
ной производной достаточно точно характеризу-
ет исходный график вариаций. Поскольку метод
чувствителен к малейшим изменениям знака
производной, нами не рассматривались значения
p и r, превышающие указанный диапазон. В про-
тивном случае результирующий график будет от-
ражать множество резких изменений знака про-
изводной (скачков), которые по большей части
носят шумовой характер (особенно при неболь-
ших значениях r). При значении r > 100 результи-
рующий график не будет содержать подобных
мелких скачков, однако при таких значениях r

Рис. 9. Сравнение работы регрессионных производ-
ных и алгоритма WTMM: (а) – исходная функция,
(б) – результат применения регрессионных произ-
водных, (в) – результат применения алгоритма WTMM.
Обозначения рис. 9а, 9б аналогичны рис. 7. На рис. 9в
представлена структура длинных цепей скелетов мо-
дулей вейвлет-преобразования с нулевой производ-
ной от гауссиана. В обозначениях программы Spec-
tra_Analyzer: a – масштаб обзора (a ∈ [γ × (T/6), T/6]),
γ = 0.12 – параметр метода, T = 201 – количество эле-
ментов выборки. Черными сплошными линиями по-
казаны минимумы усредненных кривых, серыми
сплошными линиями – максимумы усредненных
кривых, черными пунктирными линиями – макси-
мумы отрицательных трендов, серыми пунктирными
линиями – максимумы положительных трендов.
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Рис. 10. Применение метода для поиска трендов ве-
кового хода X- компоненты по данным обсерватории
GUA за период 1991–2015 гг.: исходный график dX/dt
(нТл/год, сверху) и график регрессионных производ-
ных при значениях параметра p от 0 до 50 (снизу). На
нижнем графике темно-серым помечены положи-
тельные тренды, черным – отрицательные. Диапазон
25 < p' < 35 помечен горизонтальными линиями. Ранее
изученные всплески ВУ 1997, 1999, 2002, 2006, 2009, 2012
и 2015 гг. помечены вертикальными линиями.
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возникают пропуски целей (видимый на исход-
ном графике переход от зоны возрастания функ-
ции к зоне убывания или от зоны убывания к зоне
возрастания не фиксируется на графике регрес-
сионных производных). Для каждой обсервато-
рии/компоненты были построены два графика:
график исходного векового хода и результат при-
менения регрессионных производных (рис. 10–12).

На графиках регрессионной производной
присутствуют три цвета: темно-серый, черный и
светло-серый. Темно-серый цвет показывает, что
функция в указанных диапазонах значений пре-
имущественно возрастает, черный – убывает, а
светло-серый означает, что исходная функция
квазипостоянна. С увеличением p внешний вид
результирующей функции меняется, так как про-
исходит уточнение ее значений путем более
локального рассмотрения графика исходной
функции (происходит поиск более локальных
экстремумов). Серыми и белыми вертикальными
линиями на графиках обозначены эпохи зафик-
сированных всплесков ВУ. Они соответствуют

временным границам интервалов, внутри кото-
рых имели место джерки.

Нами изучались результаты работы алгоритма,
полученные при разных конструкциях δ. Для
каждого зафиксированного значения ri мы иска-
ли такой диапазон  (внутри 0 < p < 50), при ко-
тором его нижняя граница обеспечивает попада-
ние большинства известных джерков, а верхняя
обеспечивает минимальное количество ложных
срабатываний (шума). Поиск велся эмпириче-
ским путем с помощью многочисленных экспе-
риментов. Таким образом, для каждого ri был по-
лучен единый для всех обсерваторий диапазон p'.
На рис. 10–12 его границы обозначены горизон-
тальными белыми линиями на втором графике.
Результаты анализа построений для нескольких
конструкций δ(ri, ), где r1 = 50, r2 = 80, r3 = 100,
приведены в таблицах 1–3.

Из результатов, представленных в таблицах,
видно, что при увеличении значения параметра r
закономерно увеличивается число обсерваторий,
для которых наблюдается пропуск цели, однако и

'ip

'ip

Рис. 11. Применение метода для поиска трендов ве-
кового хода Y-компоненты по данным обсерватории
NGK за период 1991–2015 гг. Обозначения аналогич-
ны рис. 10.
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Рис. 12. Применение метода для поиска трендов ве-
кового хода Z-компоненты по данным обсерватории
TAM за период 1991–2015 гг. Обозначения аналогич-
ны рис. 10.
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Таблица 1. Результат при r1 = 50, 25 <  < 35

Компонента 1997–1999 1999–2002 2002–2006 2006–2009 2009–2012 2012–2015

% обсерваторий, для которых нет пропуска цели
X 100 100 100 100 100 100
Y 80 100 100 80 80 100
Z 100 100 100 100 100 100

% обсерваторий, для которых ≥1 ложных срабатываний
X 80 100 100 100 100 100
Y 60 80 100 60 60 80
Z 60 80 100 100 60 80

1'p
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число ложных срабатываний уменьшается. При
небольших значениях параметра фиксируются
все события, даже незначительные, а при увели-
чении значения мелкие события игнорируются.
Поскольку в нашей постановке задачи доминиру-
ющую роль играет факт наличия джерка между
парой соседний всплесков ВУ, для нас бóльшим
приоритетом является максимизация процента
обсерваторий без пропуска цели. Иными слова-
ми, значения параметров r1 = 50, 25 <  < 35 явля-
ются наиболее предпочтительными (табл. 1). При
этих параметрах пропуск цели был обнаружен
только на одной компоненте Y и лишь для одной
обсерватории по каждому из трех рассматривае-
мых интервалов: за 1997–1999 гг. на обсерватории
MMB, за 2006–2009 гг. на обсерватории TAM и
2009–2012 гг. на обсерватории SJG. Данный ре-
зультат можно считать вполне удовлетворительным
с учетом (1) столь малого количества рассматривае-
мых обсерваторий, (2) пространственной локализа-
ции геомагнитных джерков и (3) проявления джер-
ков только на отдельных компонентах.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Целями настоящей работы явились математи-

ческое изложение новых операций регрессион-
ного сглаживания и производных на дискретных

1'p

временных рядах, а также демонстрация их эф-
фективности при поиске и анализе геомагнитных
джерков. В ходе работы впервые с помощью ап-
парата регрессионных производных были опреде-
лены тренды векового хода за период 1991–2015 гг.
по трем компонентам для пяти выбранных гео-
магнитных обсерваторий. Анализ полученных ре-
зультатов показал, что в большинстве случаев
смена трендов от возрастающего к убывающему
или от убывающего к возрастающему происходят
в те же периоды времени, когда были определены
указанные джерки классическими методами.
Этот факт свидетельствует о применимости мето-
да регрессионных производных в задачах геофи-
зики. Благодаря своему универсальному характе-
ру регрессионные сглаживания и производные
помогут значительно упростить и ускорить вы-
числения при работе с зашумленными временны-
ми рядами.

В будущем предлагается дальнейшее примене-
ние регрессионных сглаживаний и производных
для более детального изучения процессов, проис-
ходящих на границе жидкого ядра и мантии. Во-
первых, планируется создание полномасштабно-
го алгоритма поиска джерков, включающего в се-
бя сначала поиск всплесков векового ускорения
на основе второй регрессионной производной, а
затем поиск самих джерков между всплесками на

Таблица 2. Результат при r2 = 80, 25 <  < 40

Компонента 1997–1999 1999–2002 2002–2006 2006–2009 2009–2012 2012–2015

% обсерваторий, для которых нет пропуска цели
X 100 100 100 100 100 100
Y 80 100 100 40 80 100
Z 100 60 100 80 80 100

% обсерваторий, для которых ≥1 ложных срабатываний
X 60 100 100 100 100 100
Y 20 80 100 20 60 60
Z 40 40 100 80 60 60

2'p

Таблица 3. Результат при r3 = 100, 30 <  < 45

Компонента 1997–1999 1999–2002 2002–2006 2006–2009 2009–2012 2012–2015

% обсерваторий, для которых нет пропуска цели
X 100 80 100 100 100 100
Y 80 100 100 40 60 100
Z 100 60 100 80 80 100

% обсерваторий, для которых ≥1 ложных срабатываний
X 40 60 100 100 100 80
Y 20 60 80 0 40 60
Z 40 40 100 60 60 60

3'p
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основе первой. Во-вторых, планируется приме-
нение такого алгоритма для изучения простран-
ственно-временнóй миграции джерков по дан-
ным всей глобальной сети обсерваторий ИНТЕР-
МАГНЕТ.
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