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В пространстве обобщенных функций, заданном на множестве преобразований свертки, получено
в интегральной форме решение задачи теплового сопряжения для модели слоистых сред с кусочно-
однородным распределением теплопроводности и интегрируемой функцией тепловых источников.
При малом контрасте теплопроводности сопредельных слоев выписано аналитическое представле-
ние температуры и теплового потока в виде суммы составляющих от внутренних (коровых) и внеш-
них (мантийных) источников поля. Получено интегральное уравнение и разработан численный ал-
горитм пересчета мантийной составляющей теплового потока с уровня земной поверхности на гра-
ницу “кора–мантия” через слоисто-неоднородную по теплопроводности среду.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Тепловой поток как индикатор кондуктивного

теплообмена в твердых телах является важнейшей
энергетической характеристикой термического со-
стояния литосферы и определяет направление раз-
вития глубинных тектонических процессов.

Необходимость изучения строения низов ко-
ры и верхней мантии определяет актуальность со-
здания трехмерных математических образов не-
однородной геологической среды с использова-
нием, в том числе, данных геотермических
методов геофизических исследований [Crough,
Thompson, 1976]. Интерпретация геотермических
данных во взаимосвязи с полями иной эндоген-
ной природы снижает степень неоднозначности
геолого-геофизических моделей и повышает на-
дежность представлений о глубинном строении и
вещественном составе структурно геологических
комплексов на разных иерархических уровнях ее
организации.

Энергетический баланс земной коры по сум-
марному тепловому потоку формируют объемные
источники радиогенной теплогенерации; пере-
распределение теплового потока в неоднородной
по теплопроводности среде контролирует пара-
метр теплопроводной контрастности. Мантий-

ный тепловой поток обобщает глубинные тепло-
потери всей планеты в целом и обеспечивает теп-
ловое взаимодействие между корой и мантией
[Sclater et al., 1980]. Поэтому, исходя из целепола-
гающей идеи комплексирования гравитацион-
ных и тепловых полей, мы предварительно разра-
ботали новый аналитический метод решения за-
дачи теплового сопряжения как граничной
задачи теории потенциала, а затем построили ал-
горитм расчетов, близкий по технологии к вычис-
лительным схемам количественной интерпрета-
ции гравитационных аномалий.

2. ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ ДЛЯ 
ГЕОТЕРМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Примем соглашение о терминологии для уточ-
нения названия “поток”. Тепловой поток – это
интегральная характеристика, равная количе-
ству тепловой энергии, проходящей через по-
верхность в единицу времени. Стационарный
тепловой поток не меняется на любом времен-
ном интервале. Тепловой поток с единицы по-
верхности называется плотностью теплового по-
тока (мВт/м2). В практике геотермических изме-
рений плотность теплового потока принято
называть “тепловым потоком”. Хотя на образцах
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конечных размеров измеряется именно тепловой
поток, а затем пересчитывается в его плотность.
Отсюда общеприняты определения: “данные теп-
лового потока”, “карты теплового потока” и т.д.
В этом контексте здесь и далее мы принимаем со-
кращение “тепловой поток”, понимая при этом
его плотность.

Геотермическая модель верхней части лито-
сферы аппроксимируется неоднородным пла-
стом с горизонтальными границами внешнего
обрамления. Плотностная и геотермическая мо-
дели заданы в одинаковом формате. За основу на-
ми принята авторская модель трехмерного рас-
пределения сеточной плотности до глубины 80 км
и площадью раскрытия на земной поверхности в
пределах градусной трапеции 60°–68° с.ш., 48°–
72°в.д. [Martyshko et al., 2019]. Трехмерное рас-
пределения теплофизических параметров (тепло-
генерации и теплопроводности) пересчитывают-
ся по базе сеточной плотностной модели 
и данных статистической зависимости “плот-
ность – теплогенерация” и “плотность–тепло-
проводность” [Булашевич, 1983; Голованова, 2005].
Их конфигурация образует пространственные фор-
мы, соответствующие блочной структуре распреде-
ления источников теплогенерации  в зем-
ной коре и послойному распределению коэффи-
циента теплопроводности  в коре и
мантии.

Геологическая информативность интерпрета-
ции тепловых полей проявляется в сопоставле-
нии расчетных и “наблюденных” значений теп-
ловых потоков, редуцированных на изотермиче-
скую граничную плоскость “нейтрального” слоя.
В отличие от глубинных температур, накоплен-
ный массив данных о поверхностных тепловых
потоках и сопутствующий им картографический

( )ρ , ,x y z

( ), ,Q x y z

( )λ , ,x y z

материал находятся в открытом доступе и могут
использоваться для всестороннего геотермиче-
ского анализа, с возможностью виртуальной кор-
ректировки при сопоставлении с результатами
математического моделирования.

Приповерхностный тепловой поток вычислен
по результатам измерений температуры и тепло-
проводности в параметрических (или разведоч-
ных) скважинах глубокого бурения и привязан к
разреженной градусной сети геотермических пи-
кетов. Выборка экспериментальных данных для
Северного и Приполярного Урала получена по
результатам скважинных геотермических иссле-
дований В.А. Щапова и существенно дополнены
сходными данными И.В. Головановой и
А.Д. Дучкова [Щапов, 2000; Голованова, 2005;
Дучков и др., 2013]. В пределах градусной трапе-
ции 60°–68° с.ш., 48°–72° в.д. наблюденные 234
значения теплового потока пересчитаны на регу-
лярную сетку 11 зоны картографической проек-
ции Гаусса–Крюгера с шагом (10 × 10) км2. Соот-
ветствующая карта в изолиниях, скомпонованная
в виде рельефа трехмерной поверхности, изобра-
жена на (рис. 2).

Осевая зона Приуральского прогиба (Ураль-
ская геосинклиналь) характеризуется очень низ-
ким тепловым потоком 20–30 мВт/м2 в сравне-
нии с платформенными областями, где плотность
теплового потока достигает 40–70 мВт/м2 [Була-
шевич, Щапов, 1983]. Резкое увеличение тепло-
вого потока при переходе от Восточно-Уральской
складчатой системы герцинского возраста к па-
леозойскому фундаменту сравнительно молодой
Западно-Сибирской плиты подчеркивает воз-
можное существование коллизионного надвига в
процессе тектонической эволюции [Дучков, Со-
колова, 1997].

Рис. 1. Сеточная 3D-модель распределения источников радиогенной теплогенерации в земной коре (слева) и послой-
ного распределение теплопроводности в земной коре и верхней мантии (справа) для основных породообразующих
комплексов горных пород.
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3. ОСНОВЫ ОБОБЩЕННО-НЕПРЕРЫВНОГО 
АНАЛИТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА

Методы количественной интерпретации ста-
ционарных тепловых и гравитационных полей
очень близки. Это потенциальные поля, которые
удовлетворяют уравнению Пуассона и относятся
к классу субгармонических интегрируемых функ-
ций. Коэффициенты (и свободные члены) соот-
ветствующих уравнений аппроксимируются рас-
пределением плотностных и теплофизических
параметров неоднородной среды. В задаче грави-
метрии не предусмотрена явная постановка гра-
ничных условий, кроме асимптотических. В свя-
зи с чем, ее решение записывается напрямую в
виде интеграла Пуассона по области сосредоточе-
ния аномальных масс [Martyshko et al., 2020].

В геотермических моделях стационарных тем-
ператур важную роль играет верхняя граничная
плоскость, на которую замыкаются все силовые
линии теплового поля. Это плоскость в “ней-
тральном слое” вблизи земной поверхности.
Обычно геотермические исследования градиен-
тов температуры и тепловых потоков производят-
ся ниже “нейтрального слоя”; до того же уровня
ведутся модельные расчеты. “Нейтральный слой”
определяется как зона постоянных годовых тем-
ператур или зона максимального проникновения
сезонных колебаний температуры солнечной ра-

диации. Он вводится чисто из методических со-
ображений, чтобы обосновать наличие изотерми-
ческой границы как граничной поверхности зада-
чи Дирихле для расчета стационарных температур
и тепловых потоков в верхней части литосферы.
Любая поверхность (но, желательно, плоскость) в
“нейтральном слое” будет поверхностью посто-
янных температур. И несущественно, на какой
поверхности в “нейтральном слое” будет задано
граничное условие Дирихле. В частности, подош-
ва слоя может приниматься за изотермическую
граничную плоскость.

Стационарная модель кондуктивной (или мо-
лекулярной) теплопроводности учитывает рас-
пределение только двух теплофизических пара-
метров среды: радиогенной теплогенерации  и
теплопроводности . Их связывает условие не-
разрывности для стационарного теплового пото-
ка q [Карслоу, Егер, 1964]:

(3.1)

При постоянной теплопроводности λ любое (но
интегрируемое) распределение объемных источ-
ников Q не создает принципиальных затрудне-
ний при решении тепловых задач, поскольку ал-
горитмически они тождественны задачам для гра-
витационного потенциала (γ – гравитационная
постоянная) с эквивалентной массовой плот-
ностью 4πγQ/λ [Тихонов 1999]. Если теплопро-

Q
λ

( )= = −λ ∇div ;   . Q X Tq q

Рис. 2. Карта наблюденных значений теплового потока (в изолиниях), отнесенная к верхней изотермической гранич-
ной плоскости (плоскости “наблюдений”). Точками нанесено плановое положение скважин, по разрезу которых из-
мерялись распределения температур.
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водность переменна, то к эндогенным аномалиям
тепловых источников добавляются аномалии
теплопроводной контрастности, связанные с ре-
фракцией теплового потока на контакте разно-
теплопроводных сред. Это тип краевых задач ли-
нейного сопряжения с граничными условиями IV
рода [Лыков, 1967; Светов, Губатенко, 1988]. Ре-
шение граничной задачи для полупространства в
“гравитермическом” приближении элементарно
и записывается через обычный интеграл Пуассо-
на для трехмерного потенциала (потенциала
Ньютона); решение задачи теплового сопряже-
ния требует разработки специальных аналитиче-
ских алгоритмов. Поэтому, исходя из целеполага-
ющей идеи комплексирования гравитационных и
тепловых полей, мы предварительно разработали
новый аналитический метод решения задачи теп-
лового сопряжения как граничной задачи теории
потенциала, а затем построили алгоритм расче-
тов, близкий по технологии к вычислительным
схемам количественной интерпретации гравита-
ционных аномалий.

Определим метрические и теплофизические
параметры геотермической модели слоистой сре-
ды с кусочно-однородным распределением ко-
эффициента теплопроводности  и интегрируе-
мой функцией тепловых источников . Модель-
ная (расчетная) область D представляет собой
пласт бесконечного простирания мощности Н с
горизонтальными границами внешнего обрам-
ления. В системе прямоугольных координат

 горизонтальная плоскость 
совпадает с верхней граничной плоскостью, ось

 направлена вертикально вниз по глубине
пласта. Верхняя граница  условно при-
нята за уровень земной поверхности, точнее за
изотермическую граничную плоскость в “ней-
тральном” слое; нижняя граница  –
вспомогательная адиабатическая плоскость зада-
ния внешней (восходящей) составляющей глу-
бинного теплового потока. Внутренние гранич-
ные поверхности  
разделяют область D на (M + 1) криволинейных
слоев. Выше границы  теплопроводность по-
стоянна и равна ; ниже равна . Из семейства
внутренних контактных границ особо выделена
граница – граница раздела “ко-
ра–мантия” (“М” или поверхность Мохо). Выше
границы “М”, т.е. только в земной коре, сосредо-
точены эндогенные источники тепла ; их плот-
ность  предполагается интегриру-
емой.

Принцип редукции Дюамеля предписывает
включение граничных условий в операторную
часть дифференциального уравнения [Тихонов,
Самарский, 1999]. В работе [Ладовский и др.,

λ
Q

( ) ( )= , ,X x y z ( ),0,x y

( )0, z
( )=0 :  0S z

( )=:  HS z H

( )( )=  : , ; k kS z z x y ( )= …1 Mk

kS
λk +1λk

( )( )= M: ,MS z z x y

kQ
( ) ( )

= ∪ kk
Q X Q

2019] предложен способ преобразования двусто-
ронних контактных условий теплового сопряже-
ния в плотность источников эквивалентного про-
стого слоя. В его основе лежит функциональное
представление разрывного коэффициента обрат-
ной теплопроводности слоистой среды с последу-
ющим переходом к дифференциальным операци-
ям в континуальном пространстве обобщенно-
непрерывных функций.

Обобщенно-непрерывный оператор для урав-
нения теплопроводности (3.1) с разрывными ко-
эффициентами, по существу, является уравнени-
ем Пуассона с двумя типами источников в его
правой части:

(3.2)

Объемные источники  – источники
первичного поля для модели слоисто-неоднород-
ного пласта; поверхностные источники  –
это вторичные источники эквивалентного про-
стого слоя с подлежащей определению поверх-
ностной плотностью.

Разрыв функции обратной теплопроводности
задан ступенчатой функцией области ,
[Гельфанд, Шилов, 1959]. Аргумент функции об-
ласти – неявное уравнение контактной поверх-
ности 

(3.3)

Обобщенная производная для функции области
 равна поверхностной дельта-функции
градиент уравнения границы  сориен-

тирован по направлению оси глубин и пропорци-
онален вектору единичной нормали  к поверх-
ности :

(3.4)

Источники простого слоя в уравнении (3.2) зада-
ны комбинацией формул (3.3)–(3.4):

Скачок нормальных производных температуры
(или электрического потенциала) в двусторонней
окрестности контакта  приравнивается к по-
верхностной плотности простого слоя 
[Мартышко, 1986]:

(3.5)
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Здесь  – прямое значение нормальной
составляющей градиента температуры на поверх-
ности , равное полусумме Дирихле его лево- и
правосторонних значений;  – параметр тепло-
проводной контрастности k-го и (k + 1)-го сопре-
дельных слоев:

Двусторонние условия теплового сопряжения в
формате эквивалентного простого слоя (3.5) за-
ложены в обобщенно непрерывный оператор реду-
цированного уравнения теплопроводности (3.2):

(3.6)

Для замыкания области решения уравнения (3.6)
достаточно постановки односторонних условий на
внешних границах  и  неоднородного пласта:

(3.7)

Здесь  – постоянная температура на
верхней границе пласта ;  – гео-
термический градиент на его нижней границе

.
Стационарность краевого режима обеспечива-

ет верхнее граничное условие постоянства темпе-
ратуры (внутренняя задача Дирихле) и нижнее –
по восходящему глубинному тепловому потоку
(внутренняя задача Неймана). Условие Неймана
опосредованно учитывает стационарный тепло-
обмен на границе “кора–мантия”. Если темпера-
тура в “нейтральном слое” равна нулю, а поток
тепла через нижнюю границу пласта отсутствует,
то смешанные условия внутренней краевой зада-
чи становятся однородными. Однородные усло-
вия по температуре или тепловому потоку можно
рассматривать, как предельную реализацию кон-
тактных условий теплового сопряжения при бес-
конечно больших или малых значениях коэффи-
циентов теплопроводности в сопредельных обла-
стях, внешних по отношению к обрамляющим
границам модельного пласта.

4. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА ЗАДАЧИ 
СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ СЛОИСТОГО ПЛАСТА

Совокупность интегральных преобразований
свертки редуцированного уравнения (3.6) образу-
ет линейное подпространство обобщенных функ-
ций. Ядром преобразования является функция
Грина, структура и вид которой находятся из гра-
ничных условий (3.7) однородной задачи Дирих-
ле–Неймана. В нашей предыдущей работе [Mar-
tyshko et al., 2020] обосновано решение задачи
теплового сопряжения при помощи обобщенной
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формулы Грина и получены аддитивные инте-
гральные формулы, разделенные по аномалиям
от источников и граничным условиям.

Пусть  – параметрическая точка вычис-
ления поля внутри пласта, – точка локали-
зации источников и  – точка на контактной
поверхности . Функция Грина  прирав-
нивается к потенциалу точечного источника
внутри однородного пласта с однородными гра-
ничными условиями Дирихле–Неймана на его
замкнутой внешней поверхности . Выпол-
нив преобразования, предписанные интеграль-
ной формулой Грина [Тихонов, Самарский, 1999;
Владимиров, Жаринов, 2000], выделим из общего
решения две составляющие для температуры. Это
потенциал первичного поля тепловых источни-
ков и вторичный потенциал источников простого
слоя:

(4.1)

Здесь  – аддитивное решение для темпера-
туры в “гравитермическом” приближении, задан-
ное суммой внутренних  и внешних  ис-
точников теплового поля:

(4.2)

Неизвестные плотности простых слоев  для
вторичной составляющей потенциала (4.1) мож-
но найти из системы интегральных уравнений
(3.5). В приближении малого контраста теплопро-
водностей сопредельных слоев систему уравнений
(3.5) заменяет список интегральных формул:

(4.3)

Неявное решение для температуры (4.1) в линей-
ном по ε приближении (4.3) принимает тот же вид
интегральной свертки с аддитивной структурой,
что и первичный потенциал (4.2):

(4.4)

Но в отличие от функции Грина, ядро K(A, C)
преобразующего оператора (4.4) учитывает ре-
фракцию теплового поля на всех внутренних гра-
ницах слоистого пласта:

( )A X
( )C X

( )kP X
kS ( ),G A C

∪0 HS S

( ) ( ) ( ) ( )
=

= − 
1

1 ν , .
4π

k

M

k k k k
k S

T A W A S G A P dS

( )W A

λQ ( )μ H

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

= θ + τ +
π λ

+ μ
π





0
1 ,

4
1 ,  .

4
H

C
D

H H H
S

Q C
W A G A C d

C

P G A P dS

( )νk kS

( ) ( ) ( )ν = ε ⋅ ∇2 . 
kk k k k P kS W PN

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

τ= +
π λ τ

+ μ
π





1 ,
4

1 , . 
4

H

C
C

CD

H H H
S

Q
T A K A C dV

P K A P dS



180

ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 6  2022

ЛАДОВСКИЙ и др.

(4.5)

Как видим, в поле температур влияние анома-
лиеобразующих факторов разделено: эндогенные
аномалии тепловых источников и глубинный
тепловой поток формируют однотипные рефрак-
ционные картины силовых линий. Это дает воз-
можность использовать двухэтапную схему коли-
чественной интерпретации тепловых полей в сло-
исто-неоднородных средах. Сначала вычисляется
первичный “гравитермический” потенциал  и
его градиент проектируется по нормали на все по-
верхности тепловых контактов. Затем вычисля-
ются плотности простых слоев (4.3) и находится
общее решение для температуры (4.4)–(4.5). По-
скольку гравитационные и расчетные тепловые
поля удовлетворяют общему принципу суперпо-
зиции, то вариации плотностных и теплофизиче-
ских параметров можно аппроксимировать се-
точными функциями. Сеточный аддитивный ал-
горитм заложен в основе комплексирования
гравитационных и геотермических полей при по-
строении моделей глубинного строения земной
коры и верхней мантии.

5. УРАВНЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ 

ТЕПЛОВЫХ ПОЛЕЙ
Интерпретация тепловых полей и ее геолого-

геофизическая информативность, прежде всего,
проявляется в сопоставлении расчетных и “на-
блюденных” значений тепловых потоков, реду-
цированных на верхнюю изотермическую гра-
ничную плоскость “нейтрального” слоя. В отли-
чие от глубинных температур, измеренных по
редкой сети выстоявших скважин вдоль их одно-
мерных разрезов, накопленный массив данных о
поверхностных тепловых потоках и сопутствую-
щий им картографический материал находятся в
открытом доступе и могут использоваться для
всестороннего количественного анализа.

Решение прямой задачи геотермии для
обособленной части верхней литосферы возмож-
но лишь в том случае, когда искомые распределе-
ния температур (или тепловых потоков) расчет-
ной модели замкнуты граничными условиями.
Верхнее граничное условие Дирихле соответству-
ет постоянной температуре в “нейтральном
слое”; нижнее граничное условие Неймана зада-
ется по восходящему тепловому потоку, что кос-
венно учитывает тепловое взаимодействие между
корой и мантией. Но тепловой поток из мантии
(за исключением тривиального случая) является
неизвестной граничной функцией прямой задачи
для вышележащих слоев. В таких случаях обычно
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используют схемы многократного интуитивного
подбора. Меняя распределение мантийного по-
тока на глубинной границе, добиваются совпаде-
ния наблюденных и вычисленных значений по-
тока на земной поверхности [Kukkonen et al.,
1997]. Мы предлагаем детерминированный и бо-
лее наглядный способ вычисления глубинной со-
ставляющей теплового потока на границе “кора–
мантия”. Способ основан на решении обратной
задачи аналитического продолжения тепловых
полей с граничного уровня земной поверхности
на требуемую глубину. Сам алгоритм аналитиче-
ского продолжения является неотъемлемой ча-
стью полученного выше общего решения прямой
задачи теплопроводности для модели слоистого
пласта.

Восходящая составляющая теплового потока на
поверхности  антинаправлена к оси глубин, т.е.
совпадает по знаку с градиентом температуры:

На земной поверхности . При
этом следует уточнить, что оператор поверхност-
ного градиента температуры вычисляется по мне-
моническому правилу:

Здесь и далее будем использовать принятые со-
кращения.

Как и в формуле для температуры (4.4), сум-
марный тепловой поток разделяется на составля-
ющие от источников радиогенной теплогенера-
ции Q в земной коре и от поверхностных источ-
ников μ с подошвы мантийного слоя,

:

(5.1)

(5.2)

Глубинный тепловой поток 
на нижней граничной плоскости  не явля-
ется априори известной функцией. Но “след”
этой функции однозначно прослежен в решении
для верхней границы пласта–плоскости, на кото-
рой заданы редуцированные значения “наблю-
денного” теплового потока. Разность между “на-
блюденным” и модельным тепловым потоком от
источников теплогенерации в земной коре при-
равнена к целевой функции подбора обратной за-
дачи аналитического продолжения гармониче-
ских функций. Полагая ,
получаем интегральное уравнение относительно
граничной составляющей глубинного теплового
потока:
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(5.3)

Правая часть выражения (5.3) является инте-
гральным оператором типа свертки прямого пе-
ресчета поля  с уровня  “на высоту”

. Инверсия интегрального оператора (5.3)
дает решение обратной задачи аналитического
продолжения мантийной составляющей теплово-
го потока через слоисто-неоднородную среду с
уровня земной поверхности на нижнюю гранич-
ную плоскость . Пересчет поля  вверх
на криволинейную границу 

 находится из решения прямой
задачи, аналога интегральной формулы (5.2):

(5.4)

Формулы пересчета (5.3)–(5.4) позволяют ис-
ключить граничное условия Неймана по теплово-
му потоку из решения прямой задачи и выразить
поток  на кровле верхней мантии через его
значение  на поверхности Земли.

Модельный тепловой поток (5.1) (прямая зада-
ча) от источников в земной коре вычислен в плос-
кости “нейтрального слоя” ; мантийная
составляющая поверхностного потока (5.3) (об-
ратная задача) приравнена к разности между на-
блюденными и вычисленными значениями. Раз-
деление общего теплового потока на коровую и
мантийную составляющую для территории 60°–
68° с.ш., 48°–72° в.д. приведены на рис. 3:
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Аналитическое продолжение мантийной со-
ставляющей теплового потока через слоисто-не-
однородную среду с уровня земной поверхности
на границу “кора–мантия” выполняется двумя
этапами: сначала решается интегральное уравне-
ние (5.3) обратной задачи относительно неизвест-
ной составляющей потока на нижней граничной
плоскости, а затем найденный глубинный поток
пересчитывается по прямой интегральной фор-
муле (5.4) на любую вышележащую поверхность.
Последовательность пересчетов соответствует
схеме . Оптимальный
параметр регуляризации в задаче численного ана-
литического продолжения выбирается по крите-
рию стационарности пересчета гармонических
функций: продолженная функции по любому за-
мкнутому контуру в области ее гармоничности
возвращается к первоначальным исходным зна-
чениям. Фактически, оптимальный параметр ре-
гуляризации соответствует минимуму невязки
исходного и пересчитанного поля с глубины  на
земную поверхность. Детали сеточного алгоритма
последовательных пересчетов гравитационного
поля “вверх–вниз” изложены в работах [Martysh-
ko et al., 2021]. Для теплового потока алгоритм пе-
ресчета “вниз–вверх” будет таким же. Последо-
вательность схемы пересчетов и восходящая (вер-
тикальная) составляющая теплового потока на
границе “кора–мантия” показана на рис. 4:

Мантийная составляющая потока на верхней
граничной плоскости меняется в широких пределах:
от нормальных (средних) значений (20–30) мВт/м2 в
пределах щитов и древних платформ (ВЕП + ТПП)
[Гордиенко, 1980; Gordienko, Pavlenkova, 1985] до
высоких (40–50) мВт/м2 (и более) на западной
окраине молодой Западно-Сибирской плиты
(ЗП) [Дучков, Соколова, 1997]. На Урале мантий-
ный поток частично отрицательный. С одной
стороны это связано с экстремально низкими

( )= → = →
вниз вверх

0 ,Mz z H z x y

H

Рис. 3. Наблюденный тепловой поток (1); расчетные значения теплового потока для кристаллической коры и осадоч-
ного чехла в плоскости z = 0 (2); разностный тепловой поток (мантийная составляющая) на том же (верхнем) гранич-
ном уровне (3).
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значениями измеряемых градиентов температур
(и вычисляемых тепловых потоков) по скважи-
нам в пределах Уральской эвгеосинклинали [Бу-
лашевич, Щапов, 1983]; с другой – сравнительно
высокой теплогенерацией в корнях гор Ураль-
ской складчатой системы [Kukkonen et al., 1997].
Отрицательные значения стационарного тепло-
вого потока на земной поверхности становятся
заведомо нереальными величинами при их ана-
литическом продолжении на глубину. Это проти-
воречит стационарному геотермическому режиму
в земной коре и на границе раздела “кора–ман-
тия”, что, вероятно, потребует введения в наблю-
денные данные теплового потока дополнитель-
ной корректирующей добавки за счет палеокли-
матической редукции [Голованова и др., 2012].

6. РАЗЛОЖЕНИЕ ЯДРА ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ОПЕРАТОРА ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ

Интегральная формула (4.4) решения задачи
теплового сопряжения для слоистого пласта с не-
однородными условиями Дирихле–Неймана на
его внешних границах представлена сверткой
внутренних и внешних тепловых источников по-
ля с “контактной” функцией Грина  – ре-
шения (4.5) подобной задачи, но для точечного
источника с сингулярной плотностью и однород-
ными краевыми условиями:

( ),K A C
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k k k P k P
k S
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где  – функция Грина для однородного
пласта. В таком формате граничные условия в ре-
шении для модели слоистого пласта разделены:
условия Дирихле–Неймана на границах обрамле-
ния  и  заложены в функцию Грина ;
условия теплового сопряжения реализованы сверт-
кой функции Грина и ее нормальной производной
на внутренних граничных поверхностях  с пара-
метром теплопроводной контрастности .

Производная контактной функции Грина
 является ядром интегральной формулы

прямой задачи для расчета поверхностного теп-
лового потока (5.1) от источников земной коры;
ее примем за коровую составляющую потока.
Производная  входит в ядро интеграль-
ного оператора (5.3) обратной задачи аналитиче-
ского продолжения разностной мантийной со-
ставляющей потока с уровня земной поверхности
на глубину границы “кора–мантия”.

6.1. Функция Грина для однородного пласта. 
Формула удвоения

Здесь и далее используется индексированная
система условных обозначений для аргументов и
параметров функции обратных расстояний меж-
ду двумя точками. В прямоугольных координатах

 определим пространственное рас-
стояние между точкой наблюдения  и точкой
источника :
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Рис. 4. Численный пересчет мантийной составляющей теплового потока с уровня земной поверхности на глубину гра-
ницы “кора–мантия” при оптимальном параметре регуляризации. Последовательность вычислений соответствует ре-
шению интегрального уравнения (5.3) и применению интегральной формулы (5.4).
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Проекцию расстояния между двумя точками 
на горизонтальную плоскость примем за пара-
метр функции расстояний, а приращение аппли-
кат этих точек – за аргумент функции:

(6.1)

В обозначениях (6.1) функция Грина двух пере-
менных для однородной полосы  запи-
сывается в виде разложения по рекурсивным разно-
стям обратных расстояний от точек изображений
источников  до точки наблюдения

 [Франк, Мизес, 1937]:

(6.2)

При  полоса конечной мощности “рас-
крывается” до модели нижнего однородного по-
лупространства  с изотермической верхней
границей. В этом приближении сохраняется
единственный член ряда (6.2) с индексом n = 0:

Для полупространства функция Грина равна по-
тенциалу двух зеркально симметричных (и про-
тивоположных по знаку) источников относитель-
но изотермической плоскости . И, сравни-
тельно с фундаментальным решением  для
точечного источника в безграничной среде, вер-
тикальный градиент от зеркальной пары источ-
ников удваивается на границе полупространства:

(6.3)

На распределение температур в верхней части
геотермического разреза наибольшее влияние
оказывает граничное условие постоянства темпе-
ратуры в плоскости “нейтрального слоя”. И фор-
мула для производной (6.3) в формате зеркальной
пары интерпретируется как “формула удвоения”
[Лыков, 1967]. Близкий результат можно полу-
чить из разложения функции Грина (6.2) по пол-
ной системе изображений источников однород-
ной полосы . Продифференцируем ряд (6.2)
по  – координате первого аргумента функции

:
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(6.4)

При  ряд для производной (6.4) инвариантен
относительно смены знака индекса “n”. Ряду ис-
точников из нижнего полупространства с поло-
жительными индексами будет соответствовать
зеркально-симметричный ряд источников из
верхнего полупространства с отрицательными
индексами. Следовательно, при  для
всех зеркальных пар справедлива формула “удво-
ения” градиентов на изотермической плоскости

:

(6.5)

Отношение рядов (6.5) и (6.3) показывает влия-
ние нижней границы пласта  на геотерми-
ческий режим в верхней части разреза. Их зависи-
мость от общего числа членов разложения обо-

значим через  и 

На рисунке 5 приведен расчетный график эпи-
центральных значений вертикального градиента

 в относительных единицах как
функции глубины :

Как видно из рис. 5, сравнительно с “форму-
лой удвоения”, наибольший эффект (увеличение
почти в два раза) наблюдается для источников,
соприкасающихся с нижней границей слоя

. С уменьшением глубины источника эф-
фект нижней границы значительно ослабевает и,
например, при  не будет превышать 10%.

6.2. Контактная функция Грина 
для слоистого пласта

На изотермической граничной плоскости
 (условная граница радела “земля–воздух”)

восходящий тепловой поток (5.1), (5.2) пропор-
ционален вертикальной составляющей градиента
температуры. Последний вычисляется через вер-
тикальный градиент “контактной” функции Гри-
на  по точке А (первому аргументу):
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(6.6)

В выражение (6.6) входят сама производная
функции  и интеграл-свертка от комбинации ее
производных. Однако на криволинейной поверх-
ности  существуют все три компоненты векто-
ра-градиента и свертка нормальных производных
функций Грина, в общем случае, может быть най-
дена только численно. Чередование слоев с раз-
личной теплопроводностью приводит к эффекту
теплового экранирования. По порядку величины
его можно оценить в рамках упрощенной модели
горизонтально слоистой среды. Пусть  – гори-
зонтальные плоскости с уравнениями .
Нормаль к этой плоскости сориентирована вдоль
оси глубин, а производная по нормали от функ-
ции  имеет только вертикальную составляю-
щую.

Выполним все вычисления, предписанные
формулой (6.6). Граничные значения производ-
ной  заданы в формате ряда “формулы
удвоения” (6.5). Тому же ряду соответствует гра-
ничная производная  при :
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(6.7)

Здесь слагаемое с  включено в общую сумму

ряда с декрементом 

Подобным образом можно вычислить гради-
ент функции по первому аргументу “точ-
ки наблюдения”  для горизонтального контак-
та. Нормаль к плоскости контакта сориентирова-
на вдоль оси глубин, а производная по нормали от
функции  имеет только вертикальную со-
ставляющую:

(6.8)

В разложениях (6.5), (6.7) и (6.8) приращения ап-
пликат точек источника  и контактных границ

 являются рекурсивными переменными глуби-
ны . Определим их как рекурсивные аргументы

 функций расстояний  и :

(6.9)

Здесь индексированные параметры 
принимают два возможных значения, а индекси-
рованные параметры – четыре значения;

 – операция исключающего “или”.

Перемножим ряды (6.7) и (6.8); :

Применим символы подстановки (6.9) и выпи-
шем интеграл от произведения рядов:
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Рис. 5. График изменений вертикального градиента
функции Грина  в эпицентре точеч-
ного источника, нормированного на величину гради-
ента “формулы удвоения”. Переменный параметр
суммы ряда – относительная глубина залегания ис-
точника . Число членов суммы знакоперемен-
ного ряда m = 100.
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Для плоских границ  интеграл  вычисляется
в явном виде [Мартышко et al., 2020]:

(6.10)

Объединим все преобразованные фрагменты
формулы (6.6) и запишем результирующий ряд
для производной  в компактном сверну-
том виде:

(6.11)

Подстановка (6.9) переменных  на верхних
и нижних пределах дает полную сумму, состоящую
из [(2m + 1) + (2m + 1)2(2n + 1)] = (2m + 1)(4n + 3)
слагаемых. Далее примем, что замещающие индек-
сы в аргументах функции  ука-
зывают на число членов суммы внешнего и внут-
реннего рядов (6.11). Частичные суммы ряда вы-
числяются по однотипным рекуррентным
формулам при любых значениях индексов .
Погрешность вычисления частичных сумм зна-
копеременных рядов не превышает абсолютной
величины первого неучтенного слагаемого.

6.3. Приближение формулы “удвоения” 
для источников земной коры

Изотермическая плоскость в “нейтральном
слое” служит тепловым стоком, на которую за-
мыкаются все силовые линии восходящего тепло-
вого потока. Условие Неймана по восходящему
потоку на глубинной граничной плоскости 
является вспомогательным и несущественно ме-
няет общую картину поля от источников в верхней
части земной коры. Влияние этого граничного
условия нетрудно оценить, сопоставив решение
для полосы  с решением для полупро-
странства .

При  полоса конечной мощности пре-
образуется в модель слоистого полупространства.

И в решении (6.11) для  остается только
три члена с , которые отличны от нуля.
По аналогии с (6.3) этим трем слагаемым прида-
дим смысл “формулы удвоения” геотермического
градиента в слоистой среде:

(6.12)

Знак параметра теплопроводной контрастности
 задает тенденцию изменения градиента в боль-

шую или меньшую сторону. Функции модуля и
знака разности  показывают, что при за-
данных  величина самого градиента зависит от
положения источников  относительно границ

 тепловых контактов.
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В схемах количественной интерпретации при-
поверхностного теплового потока целесообразно
разделить влияние глубинных и приповерхност-
ных источников и оценить погрешность замены
полного решения (6.11) на его усеченный вариант
“формулы удвоения” (6.12). На рис. 6 приведен
расчетный график эпицентральных значений
вертикального градиента  в от-
носительных единицах (синяя линия 1), как
функции глубины . Здесь же для сравнения
дано отношение  (красная линия 2).
Аргумент вычисляемых функций – глубина зале-
гания источника . Число членов в суммах
знакопеременных рядов (6.5) и (6.11)  =
= 100. Вертикальными темными линиями нане-
сены две границы разно теплопроводных слоев

 = 6 км;  = –0.167) и  = 40 км;  = –0.235).
Эти границы условно разделяют верхнюю лито-
сферу на три слоя: низко теплопроводный оса-
дочный чехол с , кристалличе-
ская кора со средневзвешенной теплопроводностью

 и относительно теплопроводная
мантия с теплопроводностью .

Практическое совпадение линий (1) и (2) на
рис. 6 свидетельствует лишь о близости скоростей
затухания градиентов для точечного источника в
однородной и слоистой среде. Чтобы оценить эф-
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фект теплопроводного экранирования источни-
ков, сравним отношение эпицентральных гради-
ентов  контактной и однородной
функций Грина. Аргумент вычисляемых функ-
ции тот же – относительная глубина залегания
источника . На рис. 7 приведен график этого
отношения для эпицентральной точки земной
поверхности (синяя линия 1). Теплопроводность
нарастает с глубиной; возрастает и вклад источ-
ников, лежащих в более теплопроводных слоях.
Эффект теплопроводного экранирования весьма
устойчив и слабо зависит от влияния теплоизоли-
рованной нижней границы пласта . Так для
модели полупространства с изотермической
верхней границей отношение приповерхностных
градиентов  в приближении фор-
мулы “удвоения” (зеленая линия 2) фактически
повторяет полное решение, незначительно
уменьшаясь на глубинах , характерных
для высокотеплопроводной верхней мантии.

В практике геотермических исследований из-
меряемый по скважинам вертикальный геотер-
мический градиент используется для определе-
ния интегральной величины теплового потока.
Точность определения последнего не менее 15%
[Булашевич, Щапов, 1983]. Погрешность замены
точного решения приближенным не превышает
апостериорную точность исходных данных. По-
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Cz H

= z H

( ) ( )' '0,0 0z zK G

≥ 2z H

Рис. 6. График эпицентральных значений вертикаль-
ного градиента контактной функции Грина 
(синяя линия 1), отнесенных к величине . Для
сравнения приведен график отношения 
(красная линия 2). Аргумент вычисляемых функций –
относительная глубина залегания источника .
Индексы вычисляемых сумм рядов  = 100.
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Рис. 7. График изменений вертикального градиента
контактной функции Грина  в эпицентре то-
чечного источника, нормированного на величину
градиента однородной функции Грина  (синяя
линия 1). Для сравнения приведен график отноше-
ния  (зеленая линия 2). Аргумент вы-
числяемых функций – относительная глубина залега-
ния источника . Индексы вычисляемых сумм
рядов  = 100.
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этому в практических схемах количественной ин-
терпретации вполне допустимо использование
приближенной “формулы удвоения” (6.12) при
условии, что восходящий (мантийный) тепловой
поток задан на глубине, превышающей двукрат-
ную мощность слоя тепловых источников в зем-
ной коре. Такое требование заведомо выполни-
мо, если учесть, что в низах коры мощность ис-
точников радиогенной теплогенерации на два
порядка ниже, чем в приповерхностном осадоч-
ном и нижележащем гранито-гнейсовом слое ко-
ренных пород.

6.4. Мантийная составляющая теплового потока

Мантийная составляющая теплового потока
задана своим граничным значением на вспомога-
тельной глубинной плоскости . Решение
прямой задачи (5.2) записывается через интеграл
Пуассона, ядро которого приравнено к градиенту
контактной функции Грина в направлении нис-
ходящей нормали. При пересчете потока с ниж-
ней плоскости  на верхнюю плоскость

 нормальная проекция градиента совпадает
с вертикальной производной для функции Гри-
на. Для сокращения письма введем символиче-
ские обозначения точек внешних границ пласта,
z – координаты которых равны 0 или H:

 .
В этих обозначениях ядро интегральной формулы
пересчета представим в виде:

(6.14)

Три комбинации для рядов производных
 входят в градиент

контактной функции Грина (6.14). Их можно по-
строить на основе известных разложений для ис-
точников (6.5), (6.7) и (6.8), выполнив преобразо-
вание перехода . Симметрия аргументов
функций по параметру  существенно упрощает
вид этих преобразований.

1. Индексы рядов рекурсивных аргументов
 чередуются на единицу:

(6.15)

2. Для аргументов 
просто уравняем индексы одинаковых частей ря-
дов (6.5) и приведем подобные слагаемые:
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3. Для аргументов  ряд
(6.7) не изменится:

(6.17)

4. Ряд (6.8) для  перегруппируем к од-
носторонней сумме с положительными индекса-
ми  . При
этом число членов удвоится:

(6.18)

5. Перемножим ряды (6.17) и (6.18) и проинте-
грируем полученное произведение по плоскости

, применив свертку (6.10).
6. Соберем воедино все части формулы (6.14)

для производной :

Здесь, как и ранее, замещающие индексы в аргу-
ментах функции  указывают
на число членов внешнего и внутреннего рядов.
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Скорость сходимости знакопеременных рядов
достаточно высока и последовательность частич-
ных сумм  сходится к своему пределу уже
на пятой итерации по индексу  для всех .
Меньшая скорость сходимости у одинарного ряда
по “m”. Для него абсолютная погрешность m-ите-
рации (порядок следующего отброшенного члена)
составит . Двойной ряд по “m” и
“n” сходится быстрее, а его абсолютная погрешность
заведомо меньше . Если
в решении оставить два слагаемых при m = 1; n = 0,
то абсолютная погрешности частичной суммы

 не будет превышать :

(6.19)

Имеем очевидное совпадение приближенной
формулы (6.19) с прямыми вычислениями гради-
ентов контактной функции Грина на глубине (см.
рис. 6). При одних и тех же значениях аппликат
контактных границ  и параметров теплопро-
водной контрастности  мантийная составляю-
щая градиента  на плоскости  вдвое
выше, чем для источников в земной коре на глу-
бинах .

Ядро (6.13) мы применили для вычисления ко-
ровой составляющей теплового потока при реше-
нии прямой задачи (5.1); ядро (6.19) – для решения
обратной задачи (5.3) при пересчете мантийной со-
ставляющей потока на глубину. Теплопроводность
геотермического разреза возрастает с глубиной,
т.е. параметры теплопроводной контрастности
будут отрицательными . Это означает, что
сравнительно с моделью безграничной среды
рост теплопроводности разреза увеличивает ядро
интегральных формул для температурных гради-
ентов. Следовательно, составляющая потока из
решения прямой задачи от источников в земной
коре будет больше, а мантийная составляющая
обратной задачи аналитического продолжения
будет меньше. Контраст теплопроводностей сло-
истой среды меняет расчетные соотношение
между поверхностным и глубинным тепловыми
потоками, что затрагивает энергетику стационар-
ного теплообмена между корой и мантией.

7. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Настоящие исследования включают в себя три

этапа: создание аналитического метода решения
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геотермических задач стационарной теплопро-
водности для моделей кусочно-однородных сред;
разработку универсальной схемы количествен-
ной интерпретации тепловых и гравитационных
аномалий; построение практических примеров
интерпретации тепловых полей на основе чис-
ленных алгоритмов математической модели.

1. Граничные задачи линейного (теплового)
сопряжения, несмотря на прозрачность их физи-
ческой постановки, обладают довольно сложной
математической структурой [Светов, Губатенко,
1988]. В их постановочную часть не входят явные
значения граничных функций; указана лишь сте-
пень гладкости сопрягаемых на границах тепло-
вых полей. Ветви кусочно-гладких частных реше-
ний удовлетворяют системе уравнений Пуассона,
каждое из которых задано в своей области про-
странства, но не замкнуто граничными условия-
ми. В результате утрачивается математический
формализм “сквозных” алгоритмов при построе-
нии общего решения задачи и, в частности, огра-
ничивается применение метода интегральных
преобразований.

Эти проблемы снимаются в рамках предло-
женной нами алгоритмической схемы. Преобра-
зования двусторонних условий теплового сопря-
жения в плотность источников эквивалентного
простого слоя опирается на функциональные
представление разрывного коэффициента обрат-
ной теплопроводности слоистой среды. Решение
определяется интегральной сверткой по обоб-
щенной формуле Грина.

2. В практике количественной интерпретации
тепловых полей допускается упрощенный вари-
ант постановки задачи сопряжения для моделей
слабоконтрастных сред: перепад теплопроводно-
стей в сопредельных слоях не должен быть более
двух. В реальном разрезе контраст теплопровод-
ностей литологических разностей горных пород
еще ниже и меняется в диапазоне (1.1–1.5) отно-
сительных единиц. В таких случаях безразмерный
параметр теплопроводной контрастности стано-
вится малым, а система уравнений Фредгольма
для плотности простых слоев допускает итератив-
ное разложение по малому параметру. В линей-
ном приближении искомая плотность простых
слоев вычисляется по интегральной формуле в
явном виде. При этом появилась дополнительная
возможность разделить вклад от глубинных и
приповерхностных источников поля в суммар-
ном тепловом потоке.

3. Аддитивное решение для температуры запи-
сывается в виде суммы интегралов Пуассона от
распределения источников в земной коре и верх-
ней мантии. Последние приравниваются к восхо-
дящей составляющей глубинного теплового по-
тока. Такое приближение решения называется
“гравитермическим”. В нем разделяются текто-
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нические аномалии глубинного теплового потока
и приповерхностные аномалии от источников
земной коры. Это дает возможность использовать
упрощенный алгоритм количественной интер-
претации тепловых полей в слоисто-неоднород-
ных средах, близкий в методическом плане к за-
дачам гравиметрии. В его основе лежит общий
принцип суперпозиции тепловых и гравитацион-
ных полей, реализованный при решении двух ти-
пов краевых задач.

4. Глубинный тепловой поток из мантии (за
исключением тривиального случая) не является
априори заданной граничной функцией прямой
задачи геотермии. Но “след” этой функции одно-
значно прослежен на верхней границы пласта –
плоскости, на которой заданы редуцированные
значения “наблюденного” теплового потока. Раз-
ность между “наблюденными” и вычисленными
значениями коровой составляющей потока при-
равнивается к целевой функции подбора мантий-
ной составляющей на требуемой глубине. Алго-
ритм пересчетов “вниз” основан на решении об-
ратной задачи численного аналитического
продолжении гармонической функции с уровня
земной поверхности на границу “кора–мантия”.
По аналогии с интегралом Пуассона для однород-
ной среды, в формулу пересчетов тепловых пото-
ков входит производная контактной функции
Грина для слоистого пласта. Оптимальный пара-
метр регуляризации численной схемы аналитиче-
ского продолжения выбирается по критерию ста-
ционарности схемы пересчетов гармонических
функций: продолжение по любому замкнутому
контуру в области гармоничности функции воз-
вращает ее исходные значения. Возможность
корректного вычисления мантийного теплового
потока на глубине по исходным геотермическим
данным на дневной поверхности позволяет луч-
ше понять энергетику глубинных геотермических
процессов.

5. Ядром интегрального решения для темпера-
туры (и ее градиента) является контактная функ-
ция Грина K слоистой по теплопроводности сре-
ды. Функция Грина геотермической задачи пол-
ностью учитывает рефракцию теплового потока
на всех внутренних границах неоднородного пла-
ста. Теплопроводность геотермического разреза
возрастает с глубиной. И, сравнительно со своим
производящим аналогом – функцией Грина G
для однородного пласта, темп нарастания произ-
водной  по глубине будет больше. Это означа-
ет, что при прочих равных условиях, вычислен-
ный градиент температуры в земной коре (прямая
задача геотермии) будет выше, а пересчитанный
градиент на мантию (обратная задача аналитиче-
ского продолжения) будет ниже. Та же тенденция
будет наблюдаться и в тепловых потоках. Геотер-
мическое картирование тепловых потоков (см.

zK

рис. 2) содержит тектонические признаки инди-
катора глубинного теплообмена. В тектонически-
активных структурах молодых палеозойских
платформ индикативное отношение тепловых
потоков в коре и мантии стремится к равновесно-
му значению порядка единицы. И, как следствие,
уменьшение теплового потока на границе “кора–
мантия” способствует общей стабилизации теп-
лового режима в нижней части земной коры.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развитие методов количественной интерпре-
тации гравитационных полей с построением
трехмерных сеточных моделей распределения
плотности предопределило возможность верифи-
кации искомых параметров в полях принципиаль-
но иной эндогенной природы – полях стационар-
ных температур и тепловых потоков. Сохранение
преемственности алгоритмов количественных вы-
числений потребовало решения прямой задачи
геотермии для модели неоднородной по тепло-
проводности слоистой среды.

Теория решения граничных задач теплового со-
пряжения базируется на аналитической аппрокси-
мации обратного коэффициента теплопроводности
на сопредельных границах кусочно-однородных
сред и континуальном представлении дифферен-
циального оператора с разрывными коэффициен-
тами для уравнения стационарной теплопроводно-
сти. На границах разрыва коэффициента теплопро-
водности образуются “тепловые” источники
эквивалентного простого слоя, плотность кото-
рых находится из решения системы интегральных
уравнений Фредгольма. Для слабоконтрастных
по теплопроводности слоистых сред плотности
источников простого слоя находится в явном ви-
де, а общее решение для температур и тепловых
потоков становится аддитивным.

Интегральная формула решения задачи сопря-
жения представлена сверткой внутренних и
внешних тепловых источников поля с “контакт-
ной” функцией Грина – ядром преобразования
свертки для слоистой среды. Структура и вид ядра
как функции распределения источников поля в
коре и мантии задана двойным знакопеременным
рядом по рекурсивным расстояниям от изображе-
ний источников. Для плоских границ тепловых
контактов ядро приобретает замкнутый аналити-
ческий вид, близкий (по форме) к ядру интеграла
Пуассона для однородной среды.

За основу количественных расчетов тепловых
полей использовалась авторская модель трехмер-
ного распределения плотности верхней части ли-
тосферы Уральского региона. По стохастической
выборке из массива данных о связи плотностных
и теплофизических параметров неоднородных
сред, выполнено трехмерное макетирование ма-
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териальных коэффициентов уравнения тепло-
проводности с тем, чтобы решить прямую задачу
геотермии на сетках слоисто-блочного распреде-
ления теплопроводности и теплогенерации. По-
казана возможность практического применения
аддитивных схем количественных расчетов.
Принцип суперпозиции полей лежит в основе
комплексной интерпретации тепловых и гравита-
ционных аномалий. Построен сеточный алго-
ритм решения прямых и обратных задач стацио-
нарной теплопроводности для геотермических
моделей слоистых сред.

Разработан метод аналитического продолже-
ния мантийной составляющей теплового потока
с уровня земной поверхности на кровлю верхней
мантии через слоистую по теплопроводности сре-
ду. Определен вклад мантийной составляющей в
приповерхностный тепловой поток. Показано,
что в реальном геотермическом разрезе рост теп-
лопроводности с глубиной увеличивает коровую
и уменьшает мантийную составляющую в сум-
марном балансе тепловых потоков.

Таким образом, выбранная стратегия конти-
нуального подхода к постановке и решению гра-
ничных задач сопряжения для моделей кусочно-
однородных сред (граничных задач с условиями
IV рода) позволяет записать единую интеграль-
ную формулу явного решения задачи в классе мо-
делей с криволинейными границами раздела и
построить унифицированный аддитивный алго-
ритм вычисления стационарных тепловых полей
в неоднородных средах. Комплексирование гра-
витационных и тепловых аномалий повышает на-
дежность имитационного математического моде-
лирования и снижает степень неоднозначности
полученных результатов при решении обратных
задач гравиметрии и геотермии.
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Integral Formula for Solving the Thermal Conjugation Problem for Layered Media: 
the Structure of the Integral Operator

I. V. Ladovskiia, D. D. Byzova, and P. S. Martyshkoa,*
aInstitute of Geophysics, Ural Branch, Russian Academy of Sciences, Yekaterinburg, Russia

*e-mail: pmart3@mail.ru

In the space of generalized functions defined on the set of convolution transformations, the solution of the
thermal conjugation problem for a model of layered media with a piecewise homogeneous distribution of
thermal conductivity and integrable heat-source function is obtained in the integral form. In the case of small
thermal conductivity contrast of neighboring layers, an  analytical representation of temperature and heat
flow in the form of the sum of the contributions  from the  internal (crustal) and external (mantle) field sourc-
es is derived. An integral equation is obtained and a numerical algorithm is developed for downward contin-
uation of the mantle component of the heat f lux from the Earth’s surface to the crust–mantle boundary
through a medium with layered-heterogeneous thermal conductivity distribution. 

Keywords: stationary heat f low, piecewise homogeneous layered medium, thermal conjugation conditions,
Green’s integral formula, problem of analytical continuation of thermal field, f low separation into compo-
nents from crustal and upper-mantle sources
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