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Работа касается проблемы расчетов электромагнитных полей в плоскослоистых средах с одноосной
анизотропией электрических и магнитных параметров. Введено понятие фундаментальных аффи-
норов Грина (ФАГ) электрического ( ) и магнитного ( ) типов, вытекающее из определения од-
ноименных векторных потенциалов  и , и дана их оригинальная трактовка, согласно которой
все элементы аффиноров  и  выражены в линейной или линейно-операторной форме через две
функции  и  – фундаментальные решения уравнений типа Гельмгольца с операторами  и ,
представляющие преобразования Ханкеля (ПХ) 0-го порядка. Прообразы этих ПХ могут быть опре-
делены из решения одной общей граничной задачи для спектральной функции (СФ), осуществля-
емого переходом от исходного линейного дифференциального уравнения 2-го порядка для СФ к
уравнению Риккати для связанного с ней спектрального импеданса (СИМ). Сформулированы и ре-
ализованы общая стратегия и этапы решения поставленной задачи и приведены окончательные вы-
ражения СИМ и СФ для всех возможных случаев расположения точек истока и наблюдения отно-
сительно друг друга и границ раздела слоев. Результаты данной работы могут быть использованы
для расчетов электромагнитных полей от произвольных электрических и магнитных токов в моде-
лях одноосно анизотропных сред с произвольным количеством слоев и в таких же моделях при на-
личии в них неоднородностей (с помощью метода интегральных уравнений); при изучении полей в
градиентных анизотропных средах путем приближения электромагнитных параметров модели ку-
сочно-постоянными функциями; для изучения эффекта анизотропии тонкослоистых сред при от-
сутствии анизотропии в каждом отдельном слое.
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ментальные аффиоры Грина.
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ВВЕДЕНИЕ
В геофизических исследованиях земной коры

широкий интерес представляют задачи изучения
электромагнитных полей в моделях слоистых (од-
номерно неоднородных) сред, включающих ло-
кальные неоднородности, то есть тела произволь-
ной формы и размеров, инородные по физиче-
ским свойствам относительно вмещающей их
среды. Слоистую среду, из которой исключены
локальные неоднородности, называют фоновой
(background) моделью или моделью - вмещающей
среды. Одним из наиболее широко применяемых
методов решения прямой задачи электрометрии
для описанного выше класса моделей является

метод интегральных уравнений (ИУ). Первым и
весьма важным этапом при реализации метода
ИУ является расчет функции Грина. Для фоновой
модели, представляющей плоскослоистую среду,
она является аффинором, скалярные элементы
которого, как известно, могут быть выражены в
виде преобразований Ханкеля 0-го и 1-го поряд-
ков либо двойного преобразования Фурье.

Общие основы для расчетов электромагнит-
ных полей гармонического возбуждения в моде-
лях изотропных плоскослоистых сред, включаю-
щих неоднородности, с применением методов
объемных и граничных ИУ были заложены и раз-
виты в работах В.И. Дмитриева, Е.В. Захарова
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[Дмитриев, 1969; Захаров, Ильин, 1970; Дмитри-
ев, Захаров, 1987; и др.]. В первой из перечислен-
ных работ [Дмитриев, 1969] было дано определе-
ние тензорных функций Грина (ТФГ) электриче-
ского и магнитного типов как аффиноров,
позволяющих выразить векторные потенциалы,
соответственно, электрического или магнитного
типов, описывающие поля, порожденные произ-
вольными, одноименными с ними по типу (элек-
трическими или магнитными) объемными тока-
ми. Токи распределены в ограниченном объеме
плоскослоистой по электромагнитным характе-
ристикам среды. Данные аффиноры можно
условно назвать “фундаментальными” аффино-
рами Грина (ФАГ), соответственно, электриче-
ского и магнитного типов, что позволяет отли-
чить их от общепринятого определения аффино-
ров Грина (АГ), напрямую выражающих полные
векторы напряженностей электрического и маг-
нитного полей произвольных источников в виде
свертки АГ с вектором плотности электрического
или магнитного тока [Фелсен, Мркувиц, 1978;
Singer и др., 1997; Avdeev и др., 1997].

Для расчетов скалярных элементов ФАГ,
представленных в виде преобразований Ханкеля
(ПХ) 0-го и 1-го порядков в работе [Дмитриев,
1969] предложен оригинальный метод аналитиче-
ского определения прообразов указанных преоб-
разований. Суть метода заключается в представ-
лении прообраза (оригинала) ПХ, который усло-
вимся называть спектральной функцией, через
вспомогательную функцию (спектральный импе-
данс), удовлетворяющую дифференциальному
уравнению Риккати.

Большой интерес для решения прямых и об-
ратных задач электрометрии представляют моде-
ли слоистых анизотропных сред, включающих
локальные неоднородности, среди которых наи-
более важным частным типом являются модели,
где вмещающая плоскослоистая среда является
одноосно анизотропной.

Изучению общих свойств элементов ФАГ в
средах, одномерно неоднородных в упомянутом
выше смысле и одноосно анизотропных (с глав-
ной осью ), была посвящена работа [Кеворкянц,
2000]. В работе [Кеворкянц, 2007] было дано
определение объемных и граничных интеграль-
ных уравнений второго рода для модели слоистой
одноосно анизотропной среды (модели СОАС),
содержащей локальные неоднородности. Логиче-
ским завершением упомянутых работ могло бы
явиться изложение алгоритма для явных пред-
ставлений в виде ПХ элементов ФАГ в моделях
СОАС с произвольным количеством слоев.
Именно решению данной проблемы посвящена
настоящая работа. Ниже на основе определения
ФАГ, данного в работе [Кеворкянц, 2000], и об-
щей стратегии расчета оригинала ПХ через спек-

z

тральный импеданс, изложенной в работе [Дмит-
риев, 1969], дается описание основанного на ней
алгоритма расчета элементов ФАГ СОАС с чет-
ким логическим обоснованием каждого этапа его
реализации. Решение уравнения Риккати для
каждого слоя и применение рекуррентных соот-
ношений позволяют, удовлетворяя всем гранич-
ным условиям и условиям на бесконечности,
определить спектральный импеданс (СИМ), а за-
тем и спектральную функцию в любой точке рас-
сматриваемой модели.

ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ ПОСТАНОВКИ
И СТРАТЕГИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

В качестве модели СОАС для общности будем
рассматривать среду с одноосной анизотропией
электрических и магнитных параметров, при ко-
торой главная ось анизотропии совмещена с осью

 системы координат . Параметры среды,
представляющие диагональные тензоры (аффи-
норы), элементы которых, в общем, кусочно-не-
прерывные функции от координаты  (градиент-
ная среда), запишем в виде:

(1)

где:  – комплексная ди-
электрическая проницаемость;  – удельная
электропроводность; ; – частота коле-
баний электромагнитного поля с зависимостью
от времени  в виде . В фигурных скобках при-
ведены элементы 1-й, 2-й и 3-й строк аффиноров
комплексной диэлектрической и магнитной про-
ницаемостей, индексы которых  и  обозна-
чают, соответственно, величины параметров
вдоль плоскостей  простирания слоев и
по нормали к ним.

Для векторов напряженностей электрического
и магнитного полей в СОАС первые два уравне-
ния Максвелла запишутся в виде:

(2)

при этом сами векторы могут быть определены
через векторные потенциалы электрического 
и магнитного  типов с помощью выражений:

(3)

подставляя которые соответствующим образом в
уравнения Максвелла (2), получим после неслож-
ных преобразований следующие векторные диф-
ференциальные уравнения для векторных потен-
циалов [Кеворкянц, 2000]:

z , ,x y z( )

z

ε = ε ε ε
μ = μ μ μ

�

� � � �

�

{ , , },
{ , , }

t t n

t t n

z z z z
z z z z
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ε = ε + σ ω�

, , ,( ) ( ) ( )t n t n t nz z i z
σ ,t n z( )

ω = π2 f f

t − ωi te

" "t " "n

= constz

= − ωε + = ωμ� э
ст

ˆ ˆrot , rot ,i iH E J E H

эA
мA

μ ε = +
ω

�э м э
ст

1ˆˆ = rot , rot ,
i

H A E A J



194

ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 6  2022

КЕОРКЯНЦ

(4)

где использовано обозначение:

Векторы-потенциалы электрического и маг-
нитного типов из (2)–(4) могут быть представле-
ны в виде объемных интегралов от правого ска-
лярного произведения одноименных по типу
фундаментального аффинора Грина (ФАГ) и век-
тора плотности стороннего тока по аналогии с
выражениями, приведенными в работе [Дмитри-
ев, 1969]:

(5)

но при несколько ином определении и обозначе-
нии элементов ФАГ:

(6)

где  и  – точки наблюдения и истока, соответ-
ственно, с координатами  и . Эле-
менты аффиноров (6) определяются путем соот-
ветствующей подстановки выражений (5) в левую
часть каждого из соотношений (4) и интеграль-
ных выражений вида:

(7)

где  – 3D-дельта-функция, – в их правую
часть. Указанные подстановки приводят к пре-
образованию векторных дифференциальных
уравнений в частных производных второго по-
рядка (4) (относительно точки ) в соответствую-
щие тензорные уравнения для ФАГ  и

, разложение которых на скалярные со-
ставляющие, приводит к следующим соотноше-
ниям между скалярными элементами аффиноров
(6) [Кеворкянц, 2000]:
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и граничным задачам для функций  и
, рассматриваемых как функции точки
:

(9a)

(9b)

(10)

Функции  и  имеют следующее представ-
ление в виде ПХ 0-го порядка:

(11)

где: ;  – функция
Бесселя 0-го порядка; ,  – оригина-
лы функций, соответственно;  и 1, кото-
рые также можно назвать спектральными функ-
циями ПХ (11) (по спектру ). Спектральные
функции, как следует из граничных условий (9) и
одноименных с ними по индексу  выражений
(11), а также из требований условий на бесконеч-
ности, являются решениями соответствующих
граничных задач, которые можно представить в
следующем общем виде:

(12)

где ;  для произ-
вольной функции , а также

1 Здесь, как и далее, при отсутствии особой необходимости
параметры  и  из скобок выносятся.
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(13)

Краевые условия (12) обеспечивают ограничен-
ность  для всех  и удовлетво-
рение условий на бесконечности для функций

 и .

Для функций  и  согласно соотношениям
(8b) и (11) следуют представления:

(14)

позволяющие определить недиагональные эле-
менты ФАГ (6) с помощью выражений:

(15)

Учитывая, что все элементы ФАГ (6) обоих типов
могут быть выражены через оригиналы  и 
функций, соответственно,  и  (как ПХ 0-го и
1-го порядков), последние можно назвать фунда-
ментальной парой ( , ) скалярных функций,
представляющих решение уравнений типа
Гельмгольца и граничных условий соответствен-
но (9a) и (9b).

Известным методом решения задачи (12) явля-
ется замена искомого решения новой функцией,
представляющей собой решение уравнения Рик-
кати [Дмитриев, 1969]. В случае слоисто-анизо-
тропной задачи (12) эта функция представляется
в виде выражения:

(16)

или, что то же самое, соотношения
, из которого, согласно

стратегии упомянутого метода, по известным
,  определяется функция  путем

интегрирования по  и последующего потенци-
рования обеих сторон (16).

Для удобства дальнейшего изложения, прини-
мая во внимание, что правая часть (16) содержит
в числителе производную спектральной функции
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по , а в знаменателе – ее произведение на пара-
метр среды , применим далее к величине

, по аналогии с работой [Avdeev et al., 1997],
термин “спектральный импеданс” или СИМ.

Из граничной задачи (12) и соотношения (16)
следуют уравнение Риккати для спектрального
импеданса  как функции переменной :

(17)

где , , и гра-
ничные условия

(18)

Во всех приведенных выше соотношениях от
(1) до (18) предполагалось, что рассматриваемая
модель одноосно анизотропной среды является
градиентной, для которой решение задач (12) и
(17)–(18) ввиду достаточной своей сложности
требует отдельного изучения. В данной работе
ниже изложим решение задач (12) и (17)–(18) для
модели, электрические и магнитные параметры
которой представляют кусочно-постоянные
функции . Эту модель далее и будем подразуме-
вать под термином “слоисто-анизотропная”.

В рассматриваемой модели слоисто-анизо-
тропной среды, диэлектрическая и магнитная
проницаемости, соответственно,  и 
являются константами на интервалах ,

, …, ,  оси , где
 – фиксированные точки на ней,

причем, следуя работе [Дмитриев, 1969], прини-
маем . В такой модели, где области 
и  будем считать, соответственно, верх-
ним и нижним полупространствами, интервал

 заполнен слоистой пачкой общей мощно-
стью , в которой мощность -го слоя равна

 ( ). Параметры (  и )
верхнего, нижнего полупространств и -го слоя
будут обозначены, соответственно, индексами
“0”,”N” и “ ” ( ).

Введя следующие обозначения для спектраль-
ного импеданса как функции от :

(19)

второе из соотношений (18), запишем в форме:

(20)
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Поскольку в рассматриваемой нами модели
параметры  и  в каждом из упомянутых выше
фиксированных интервалов являются по пере-
менной  константами, то уравнение (17), опу-
стив временно порядковый индекс интервала
(слоя), запишем в виде:

где в левой части равенства от переменной  зави-
сит только функция . Это позволяет преобра-
зовать данное соотношение в следующее, удоб-
ное для интегрирования, дифференциальное
уравнение 1-го порядка

(21)

которое дополним граничными условиями (18) и
условием на бесконечности

(22)

Из соотношения (21), где далее выполним за-
мену  на символ , обозначающий переменную
интегрирования, можно получить решение урав-
нения (17), проинтегрировав обе стороны (21) по

 на отрезке , где  представляет собой точ-
ку  или одну из граничных точек интервала

, в которой известна величина .

Для функции  ниже выделены следующие
отрезки, на каждом из которых решается уравне-
ние (21) с учетом определения (19), которое запи-
шем в виде:

(23)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОГО 
ИМПЕДАНСА

С алгоритмической точки зрения можно выде-
лить следующие три случая расположения точки

 (на оси ординаты ) относительно границ по-
лупространств: 1) z0 ≤ 0; 2) z0 ≥ H; 3) 0 ≤ z0 ≤ H. Все
три случая предполагают выполнение следующих
трех этапов:

1) определение выражения спектрального им-
педанса (СИМ) в каждом из полупространств, не
содержащих точку , с учетом соотношения (16),
в котором, как показано ниже,  являет-
ся известной константой; 2) определение выра-
жений СИМ на границах раздела слоев с помо-
щью рекурсивных процедур; 3) получение выра-
жений СИМ в произвольной точке  и в точке

. Заметим, что общей особенностью первых
двух случаев расположения точки  является воз-
можность представления решения задачи (12) в
виде выражений следующего вида:

(24)

используемых при определении СИМ в зависи-
мости от положения точек  относительно гра-
ниц верхнего и нижнего полупространств. Мно-

житель  при втором слагаемом в квадратных
скобках в (24), учитывающий вклад поля отра-
женного в полупространство от его границы, будет
определен позже. Отмеченные выше три этапа ка-
саются только определения СИМ, получение же
самой спектральной функции по известным ве-
личинам СИМ описано в следующем подразделе.

Ниже изложим по отдельности алгоритмы
определения СИМ для каждого из трех случаев,
выделяя их общие черты и частные особенно-
сти. В каждом из упомянутых случаев поочеред-
но рассматриваются три варианта расположе-
ния -координаты точки наблюдения 
относительно границ слоистой пачки, а имен-
но: .

Случай I:  (то есть , при
).

Область . Спектральную функцию и
СИМ в данном случае, учитывая соотношения
(16), (19), удовлетворяя условиям на бесконечно-
сти (12b) и (21), запишем в виде:

(25)

Второе из выражений (25), при учете условия не-
прерывности функции  на границах раздела
слоев, приводит к следующему краевому условию
для СИМ при :
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Область . Выполнив интегрирование
уравнения (21) по участку  интервала

, включающего точку , получаем:

Потенцирование левой и правой частей второ-
го равенства в последнем выражении приводит к
соотношению

из которого, далее, принимая во внимание, что
СИМ в рассматриваемом интервал интегрирова-
ния – это , получаем его выражение на дан-
ном интервале:

(26)

где  Выражение (26) при 
превращается в тождество, а при  (с даль-
нейшей заменой символа  на ) – в рекуррентную
формулу

(27)

то есть рекурсивную процедуру последовательного
определения  через  с начальным элемен-
том =  согласно (25'). Соотношения
(26), (27) позволяют определить величину функ-
ции  в любой точке .

Область . Рассмотрим отдельно два ин-
тервала  и . Для первого ин-
тервала, подставляя выражение (24) для функции

при  и  в правую часть (16), по-
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лучим выражение СИМ и его первой краевой ве-
личины в точке :

(28)

Второй из интервалов представим как отдель-
ный -ый слой при  с параметрами ,  и
воспользуемся выражением (26), где ,
из которого получим  для  и, в
частности, вторую краевую величину СИМ в точ-
ке :

(29)

Случай II:  ( то есть z0 ≥ zj , j = N). Опре-
деление СИМ в данном случае выполняется по
аналогии со случаем I, но при обратном порядке
рассмотрения областей расположения точки .

Область . Спектральная функция и СИМ,
определяемый соотношением (16), в данной об-
ласти представлены выражениями

(30)

откуда при учете первого из условий (18) получа-
ем краевую величину СИМ при :

(31)

Область . Интегрирование уравне-
ния (22) для определения  выполня-
ется на интервалах  где  с возраста-
нием индекса  от 1 до  (то есть  от  к ),
что приводит к соотношениям:

которые после потенцирования и несложных
преобразований приводятся к виду:

(32)
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Выражение (32) при  после замены в нем
символа  на образует вместе со вторым из соот-
ношений (30) следующую рекурсивную схему :

(33)

позволяющую определить СИМ в любой точке
 и его краевую величину

 на границе  полупро-
странства .

Область . Для данной области раздельно
рассматриваются два интервала.

Первый интервал – это ,
который будем рассматривать как интервал, за-
нимаемый дополнительным ( -м) слоем мощ-
ностью , обладающим теми же пара-
метрами, что и полупространство  в реаль-
ной модели. Второй интервал– это область

. Тогда согласно (32) для , функ-
ция  для интервала 
при учете того, что , запишется в виде вы-
ражения вида (32) с заменой индекса на , из
которого при переходе к пределу  следует ее
первая краевая величина:

(34)

где  берется из рекурсивной процедуры (33).

Для  используем выражение (24)
для спектральной функции, где , которое
при его подстановке в (16) приводит к выраже-
нию для СИМ при  и для его краевой ве-
личины на границе полупространства :

(35)

Случай III:  (то есть
).
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В указанной области определения параметра
 функция  при  имеет пред-

ставления, удовлетворяющие условию на беско-
нечности:

(36)

из которых согласно соотношению (16) и первому
из условий (18) следуют выражения для СИМ в
вышеупомянутых областях и на их границах, со-
ответственно,  и :

(37)

(38)

Правые части (37) и (38) представляют краевые
условия для дифференциального уравнения (21)
при  на интервалах, соответственно,

 и . Процедуру опреде-
ления СИМ для указанных интервалов приведем
ниже.

a) . Выражение (21) интегрирует-
ся по отрезку  интервала , что позво-
ляет получить СИМ в произвольной точке

 в виде (32), где далее после перехода к
пределу  и замены символа  на , получа-
ем рекурсивную процедуру вида (33) для опреде-
ления  с начальным элемен-
том , заданным согласно (37). Из выражения
(32), положив в нем , получим краевую вели-
чину СИМ в точке  :

(39)

b) .Интегрирование выражения
(21) по отрезку  произвольного интервала

 ( ) приводит к выражению
вида (26) для СИМ в точке .

В полученном выражении, переходя к пределу
 и заменив символ  на , получим рекур-
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( ) с начальным элементом

, а переход к пределу  с заменой индекса
 на  приводит к краевой величине СИМ :

(40)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЕКТРАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ

Преобразуя соотношение (16) в уравнение:

запишем его решение в следующем виде:

(41)

где в зависимости от ситуации (I, II или III) в каче-
стве начальной точки интегрирования  берутся
соответственно точки , и

, а в качестве сомножителя перед экспо-
нентой – ставится величина спектральной функции
в этой же точке, то есть , 
или . Первые две из указанных вели-
чин спектральной функции будут определены ни-
же, а третья – определяется из соотношения (20).
Во всех, полученных выше выражениях для

, при подстановке их под знак интеграла в
правую часть (41) символ переменной (координа-
ты)  заменяется символом параметра интегриро-
вания .

Для удобства расчетов выражения (41) инте-
грирование выполняется по интервалам:

(42)

(43)

после чего результаты суммируются, образуя в
показателе степени экспоненты в правой части
(41) выражение с отрицательной вещественной
частью. Интегралы по интервалам (42) и (43), ко-
торые можно записать в следующем общем виде:

(44)

рассчитываются с помощью выражаемого в эле-
ментарных функциях известного табличного не-
определенного интеграла из книги [Прудников
и др., 2002 (с. 112, формула 1.3.15)], и после не-
сложных преобразований приводятся к следую-
щему общему их представлению в элементарных
функциях:

где  и  – начальная (start) и конечная (finish)
точки отрезка интегрирования, а под параметра-
ми и  подразумеваются, соответственно, ве-
личина  и выражения:

(45)

(46)

Верхнее и нижнее выражения в правой части
(44') тождественны независимо от того, какая из
величин  и  больше или меньше, но такая их
запись является более удобной для окончательно-
го представления спектральной функции .

Вывод упомянутых выше представлений
функции  для трех возможных случаев: 1 – ;
2 –  и 3 –  приводится ниже.
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Случай I: . В этом случае величина 
определяется из выражения (28), а  – из

(29), где  определяется через  с помощью
рекуррентной процедуры (27) с учетом непрерыв-
ности  при  ( ). Вычитая (28) из
(29) и подставляя результат в правую часть (20),
получим после несложных преобразований

Из сравнения последнего соотношения с выра-
жением (24) при , где полагаем ,
получаем выражение

которое при подстановке в (24), дает общее выра-
жение для расчета функции  в верх-
нем  полупространстве без применения вы-
ражения (41):

(47)

Как видно из (47) выражение для на гра-
нице  слоистой пачки имеет вид:

(48)

Теперь, подставив выражение (48) вместо мно-
жителя  в правую часть (41), выражения (26) и
(27) под знак интеграла по интервалу  в экс-
поненте правой части (41), получим при обозна-
чениях (46) следующие представления функции

 для любых значений  из области :

(49)

(50)

Случай II:  (то есть ). В этом слу-
чае, подставляя разность величин СИМ  –
из (35) и  из (34) в знаменатель выражения
(20), получим после несложных преобразований
краевую величину спектральной функции:

где  берется из рекурсивной процедуры (33).
Сравнивая последнее выражение с представлени-
ем (24) при , в котором , нахо-
дим множитель:

при втором члене выражения в квадратных скоб-
ках в (24), что позволяет, как и в предыдущем слу-
чае, не прибегая к (41), получить выражение для
спектральной функции в полупространстве

(51)

Из выражения (51), в частности, следует
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(52)

Подставив выражение (52) вместо множителя
 в правую часть (41) и выражения (32) и (33) под

знак интеграла в экспоненте в (41) с начальной и
конечной точками интегрирования, соответ-
ственно, и , получим при обозначени-
ях (45) следующие представления функции 
для значений :

Применение интегральных формул (44) и (44')
к показателям экспоненты в правой части каждо-
го из двух последних соотношений приводит к
следующим выражениям:

(53)

(54)

Случай III:  (то есть
).

Область . В данном случае величина
спектральной функции в указанной области
определяется выражениями (36), а СИМ – выра-
жениями и граничными условиями (37) для 
и (38) для . Величины спектральной функ-
ции на границах полупространств – 
определяются предельными переходами в ее вы-
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торого приводится ниже.

a) . Выражение (21) интегрирует-
ся по отрезку  интервала , что позво-
ляет получить СИМ в произвольной точке

 в виде (32):

и рекурсивную схему:

Подставив выражения (32') и (33') в подынте-
гральное выражение экспоненты в (41), где

, и, разбив участок интегрирования на ин-
тервалы в соответствии с (42), получим следую-
щие соотношения:

(55)

b) . Выражение (21) интегрирует-
ся по отрезку  интервала , что позво-
ляет получить СИМ в произвольной точке

 в виде (26):
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и рекурсивную схему (27) с начальным элементом

, которую запишем в виде :

По аналогии с (55), подставив выражения (26') и
(27') в правую часть (41), где далее участок инте-
грирования разобьем на интервалы в соответ-
ствии с (43), получим выражение:

(56)

Преобразуя интегралы в выражениях (55) и (56) с
помощью интегральной формулы (44'), получим
после несложных преобразований следующие
окончательные представления :

(57)
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В представлениях (57) и (58) используется мно-
житель , который рассчитывается с помо-
щью выражения (20), путем подстановки в него
величин СИМ, определенных выражениями (32′)
для  и (26') для , где , кото-
рые принимают вид:

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Дано определение фундаментальных аффино-

ров Грина (ФАГ) магнитного и электрического
типов, представляющих одноименные векторные
потенциалы, в слоистой среде с одноосной анизо-
тропией магнитной и комплексной диэлектриче-
ской проницаемостей. Все элементы ФАГ обоих
типов представлены через пару фундаментальных
скалярных функций – функцию электрического
и функцию магнитного типов (ФЭТ и ФМТ), с
которыми они связаны линейно напрямую или
через прообразы преобразований Ханкеля (ПХ)
1-го порядка. Прообразы ФЭТ и ФМТ условно
названы спектральными функциями (по спектру
значений параметра интегрирования в выраже-
ниях ПХ), соответственно, СФЭТ и СФМТ.

Граничные задачи слоисто-анизотропной сре-
ды для СФЭТ и СФМТ однотипны и могут быть
сформулированы в виде одной общей задачи, для
решения которой использован метод В.И. Дмит-
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риева, основанный на сведении ее к дифферен-
циальному уравнению Риккати и граничным
условиям для спектрального импеданса (СИМ),
введенного через спектральную функцию. Для
определения СИМ ко всем случаям расположе-
ния точек истока и наблюдения относительно
друг друга и границ слоев сформулирована общая
стратегия, изложен алгоритм его реализации и
приведены конечные результаты (явные выраже-
ния СИМ, а затем спектральной функции, удо-
влетворяющие условиям на бесконечности).

Изложенный в данной работе результат может
быть использован для расчетов электромагнит-
ных полей произвольных источников в одноосно
анизотропных средах с произвольным количе-
ством слоев при наличии в них неоднородностей
(с помощью метода интегральных уравнений)
или без них; при изучении полей в градиентных
средах путем приближения функций электропро-
водности, диэлектрической и магнитной прони-
цаемостей кусочно-постоянными функциями;
при изучении эффекта анизотропии тонкослои-
стых сред при отсутствии анизотропии в каждом
отдельном слое.
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On the Calculation of the Fundamental Green’s Affinor for a Field in Layered Medium 
with Uniaxial Electric and Magnetic Anisotropy Based 

on the V.I. Dmitriev’s Method
S. S. Kevorkyants*

Geoelectromagnetic Research Center, a branch of Schmidt Institute of Physics of the Earth, 
Russian Academy of Sciences, Troitsk, Russia

*e-mail: sourens@mail.ru

The paper deals with the problem of calculating electromagnetic fields in plane-layered media with uniaxial
anisotropy of electrical and magnetic parameters. The concept of fundamental Green affinors (FGA) of elec-
tric ( ) and magnetic ( ) types, which follows from the definition of the same name vector potentials, is
introduced  and  and the original interpretation, according to which all the elements of affinors  and

 can be expressed in terms of two scalar functions  and  (the fundamental solutions of Helmholz
types equations with operators  and  respectively) by  linear or linear-operator form, is given. These
two functions are the 0-th order Hankel transforms (HT), whose prototypes, i.e. the spectral functions
(SF) can be determined from the solution of general boundary-value problem for them by converting the
original 2-nd order linear differential equation for the SF to the Riccati equation for the associated spectral
impedance (SIM). The paper formulates and implements a general strategy and the stages of solving the set
problem and gives the final expressions of the SIM and SF for all possible cases of the location of radiation
and observation points relative to each other and to the boundaries of the layers. The results of this work can
be used: to calculate electromagnetic fields from arbitrary electric and magnetic currents in models of uniax-
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ially anisotropic media with an arbitrary number of  layers and in the same models in the presence of inho-
mogeneities in them (using the method of integral equations); to study the fields in gradient anisotropic me-
dia by approximating the electromagnetic parameters of the model with piecewise constant functions; to
study the anisotropy effect of thin layered media in the absence of anisotropy in each individual layer.

Keywords: electromagnetic fields, plane-layered media, uniaxial anisotropy, Green’s fundamental affinors,
Riccati equation
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