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В работе представлен аппроксимационный нейросетевой (АНС) метод решения обратной задачи
геоэлектрики в кусочно-постоянных классах сред с последующим уточнением методом случайного
поиска. Рассматривается условно-корректная обратная задача магнитотеллурического зондирова-
ния (МТЗ) на регуляризованной сетке параметризации. Число искомых параметров такой задачи
может составлять . Работа алгоритма иллюстрируется на примере инверсии натурных пло-
щадных наблюдений. Для полученного решения рассчитывались апостериорные характеристики
его неоднозначности. Предлагаемые в работе методы реализованы с привлечением ресурсов супер-
компьютерных кластеров и технологии параллельных вычислений.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе представлен АНС метод решения об-

ратной задачи геоэлектрики в кусочно-постоян-
ных классах сред с последующим уточнением ме-
тодом случайного поиска. АНС метод основан на
аппроксимации обратного оператора при помо-
щи нейросевых аппроксимационных конструк-
ций. Рассматривается условно-корректная обрат-
ная задача магнитотеллурического зондирования
(МТЗ) на регуляризованной сетке параметриза-
ции, блоки которой увеличиваются с глубиной.
Критерием подбора числа ячеек сетки параметри-
зации является “обучаемость” нейронной сети –
на мелкой сетке параметризации сеть обучается
плохо. Число параметров такой задачи может со-
ставлять . Работа алгоритма иллюстриру-
ется на примере инверсии натурных площадных
наблюдений. Для полученного решения рассчи-
тываются апостериорные характеристики его не-
однозначности (погрешности). Предлагаемые в
работе методы реализованы с привлечением ре-
сурсов суперкомпьютерных кластеров и техноло-
гии параллельных вычислений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Обратная задача МТЗ в заданном конечно-па-
раметрическом классе сред сводится к решению
операторного уравнения I рода вида [Шимеле-
вич, Оборнев, 2009; Шимелевич и др., 2017]

(1)

где:  – искомый вектор параметров
среды, каждый из которых может изменяться в
заданном диапазоне значений ;

 – вектор входных данных;  – не-
прерывный оператор численного решения пря-
мой задачи в заданном конечно-параметриче-
ском классе сред;  – компактное множество
векторов параметров, определяющих удельное
сопротивление среды в исследуемой области  с
учетом естественных априорных ограничений
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Решение уравнения (1) есть некоторая неиз-

вестная векторная функция от вектора данных :

Предположим, что имеется множество решений
(“банк решений”)  прямых
задач, рассчитанных с помощью прямого опера-
тора  на некотором заданном множестве

 векторов сред: , .
Тогда для точных правых частей уравнения (1),
принадлежащих , точные решения, т.е. точные
значения функции  в точках , известны:

Аппроксимационный подход к решению урав-
нения (1) заключается в построении некоторой
векторной функции заданного вида , опре-
деленной на множестве векторов данных  и
зависящей от матрицы коэффициентов . В каче-
стве функции  может быть задан, напри-
мер, некоторый полином. Функцию  назы-
вают аппроксиматором обратного оператора для
уравнения (1). Нахождение коэффициентов мат-
рицы  сводится к решению оптимизационной
задачи приближения функции  функцией  на
множестве :

Основным преимуществом данного метода яв-
ляется тот факт, что приближенное решение
уравнения (1) может быть легко и быстро вычис-
лено с помощью аппроксиматора  для любого
вектора входных данных . Построенный
аппроксиматор тестируется на выборке извест-
ных решений, не принадлежащей множеству 
(экзаменационной выборке), и затем вычисляет-
ся его собственная (интерполяционная) ошибка.

При АНС подходе к решению уравнения (1) в
качестве функции  применяются нейросетевые
полиномы или нейронные сети. Простейшей ней-
ронной сетью является трехслойный персептрон,
который описывается следующей формулой:

где  – функция активации – заданная нелинейная,
ограниченная, монотонно возрастающая, непре-
рывная функция, например, 
(сигмоид). Вектор  и матрица

 определяют матрицу  нейросете-
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вого аппроксиматора , а параметр L (коли-
чество нейронов на скрытом слое нейронной се-
ти) определяет его сложность. На практике ис-
пользуются также нейросети, состоящие из пяти
и более слоев. Использование нейронных сетей в
задачах общей теории аппроксимации функций
опирается на теоремы Колмогорова, Вейер-
штрасса–Стоуна, Цыбенко.

Многослойные нейросети – многослойные пер-
септроны ( -сети), являются полносвязными
сетями, в которых каждый элемент последующе-
го слоя связан со всеми элементами предыдущего
слоя, причем каждая связь имеет свой персональ-
ный весовой коэффициент. Последнее время в
задачах анализа изображений широко применяют-
ся Глубокие нейронные сети (ГНС или DNN –
Deep Neural Networks), состоящие из большого
количества скрытых иерархических слоев с раз-
личными функциями нелинейных преобразова-
ний данных. Среди ГНС особое место занимают
сверточные сети [Yoshua, 2009]. В сверточной
нейронной сети каждый элемент последующего
слоя данных связан с группой элементов (окном)
предыдущего слоя (начиная с первого – входного
слоя) посредством фильтра – операцией свертки;
окно, образуя ядро свертки, скользит по слою, в
самом начале – непосредственно по первому
входному слою, то есть анализируемому цифро-
вому массиву входных данных. После много-
кратных прохождений указанных слоев преоб-
разований данные передаются на обычную пол-
носвязную нейронную сеть. В задачах анализа
цветных изображений первым входным слоем
сети является трехмерный массив данных.

В работах [Шимелевич, Оборнев, 2009; Шиме-
левич и др., 2017; Shimelevich et al., 2018] показана
эффективность использования локальных НС
аппроксиматоров при решении обратных задач
геофизики, которые устанавливают количествен-
ную связь некоторой группой данных (окном
данных входного слоя) с определенной группой
параметров (окном параметров) среды. При этом
производится сжатие данных (частичная инвер-
сия на основе неполных данных). При этом, если
измеряется несколько характеристик поля на сетке
частот, то входной слой является “тензорным”, так
как включает набор трехмерных массивов на каж-
дой частоте для каждой характеристки. Глубина
тензорного входного слоя кратна числу частот и
числу используемых характеристик поля. После
указанных преобразований данные передаются
на полносвязную -сеть.

Таким образом, для построения локального
НС аппроксиматора инверсии в упомянутых ра-
ботах используется разновидность сверточных се-
тей, в которой имеется входной сверточный тен-
зорный слой (включающий набор трехмерных масси-
вов данных), далее следуют слои сжатия данных,

ˆ( , )a xΨ
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после которых следует последовательность слоев,
составляющую обычную полносвязную -сеть
(или набор -сетей).

ПОСТРОЕНИЕ НЕЙОСЕТЕВОГО 
АППРОКСИМАТОРА

В качестве модели среды была взята трехмер-
ная пятислойная блочная модель M-3D (рис. 1),
заданная на сетке параметризации.

Параметрами модели M-3D являются деся-
тичные логарифмы удельных сопротивлений 
в центрах блоков параметризации. Как видно из
рис. 1, детальность параметризации среды с глу-
биной уменьшается в силу затухания электромаг-
нитного поля, так как прямая задача МТЗ описы-
вается системой уравнений Максвелла в квази-
стационарном приближении и отклик среды от
более глубоких фрагментов среды слабее, чем от
лежащих ближе к поверхностности Земли. Кри-
терием при определении размеров блоков в дан-
ной работе была выбрана обучаемость нейронной
сети с приемлемой ошибкой на экзаменационной
выборке (до 12%): для каждого яруса сетки пара-
метризации подбиралось максимальное число
блоков, при котором нейронная сеть обучается с
приемлемой ошибкой. Общее количество пара-
метров модели составило 1225. Данная сетка па-
раметризации, покрывающая исследуемую об-
ласть , размеры области диапазон 
изменения искомых параметров среды задают
класс сред  с кусочно-постоянным распреде-
лением уд. сопротивления, в котором решается
обратная задача (1).

Для модельного класса сред  рассчитывался
банк решений прямых задач, при этом логарифм
удельного сопротивления параметризованных
блоков имел случайное равномерное распределе-
ние в диапазоне от 0 до 4. В качестве численного
прямого оператора использовался модуль из из-

MLP
MLP

ρlg n

Ω +min min[ , ]ss s D
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DG

3
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DG

вестной программы R. Mackie mtd3fwd, находя-
щейся в свободном доступе.

В рамках банка решений было рассчитано
50000 прямых задач на сетке из 14 периодов в диа-
пазоне от 0.001 с до 21.5 с. Время расчета одной
прямой задачи на данной сетке периодов на од-
ном CPU персонального компьютера составляет
примерно 30 минут. Вследствие высокой вычис-
лительной сложности банк решений рассчиты-
вался с привлечением ресурсов суперкомпьютер-
ных кластеров и технологий параллельных вы-
числений. При расчете прямой задачи на каждом
из периодов рассчитывался вектор данных, со-
стоящий из действительных и мнимых частей че-
тырех компонент тензора импеданса в узлах про-
странственной XY-сетки, состоящей из 900 узлов.

Для данной модели были построены локаль-
ные пятислойные нейросетевые аппроксиматоры
с количеством нейронов на трех скрытых слоях
32, 16 и 8. Аппроксиматоры тестировались на не-
зависимой экзаменационной выборке известных
решений обратных задач, отсутствующих в банке
решений. Для l-го слоя сетки вычислялась соб-
ственная ошибка аппроксиматоров (табл. 1) как
средняя ошибка по параметрам слоя и по выбор-
ке, деленная на диапазон изменения параметров:

где:  – номер слоя;  – количество пара-
метров на l-м слое;  – объем экзаменационной
выборки.

Как видно из табл. 1, ошибка аппроксимато-
ров увеличивается с глубиной, но в целом не пре-
вышает 11%. Обученный аппроксиматор позво-
ляет решать обратные 3D-задачи, сводящиеся к
уравнению (1) в классе сред  за время в преде-
лах первых десятков секунд и, таким образом,
проводить интерпретацию измеренных данных в
режиме реального времени.
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Рис. 1. Вертикальный разрез модели M-3D. Тонкими линиями обозначена сетка прямой задача, жирными – сетка па-
раметризации.
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Построенные аппроксиматоры были успешно
оттестированы также на модельных примерах
сред из класса  [Shimelevich et al., 2018].

МЕТОД УТОЧНЕНИЯ РЕШЕНИЯ 
ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Следует отметить, что АНС метод является
универсальным для получения приближенного
решения обратной задачи в заданном классе сред,
но при этом он не минимизирует невязку. Полу-
чаемое приближенное нейросетевое решение,
при необходимости, можно уточнять различны-
ми методами. Например, в работе [Шимелевич
и др., 2017] предложен аппроксимационно-ите-
рационный нейросетевой метод. Однако в случае
высокой размерности сетки прямой задачи дан-
ный метод является очень времяемким с вычис-
лительной точки зрения. Менее затратным явля-
ется метод случайного поиска, который заключа-
ется в поиске группы решений в окрестности
найденного, с невязкой синтеза меньшей, чем ис-
ходная. При этом по полученному распределе-
нию логарифмов удельных сопротивлений стан-
дартным методом кластеризации k-means опреде-
ляются геометрические границы схожести
параметров. Случайный поиск осуществляется с
учетом этих границ: в окрестности найденного
решения насчитывается множество новых реше-
ний, причем изменение параметров относитель-
но исходного вектора происходит на уровне
групп параметров – кластеров. Оптимальное чис-
ло кластеров находилось при помощи метода
псевдо-F-статистики [Любушин, 2011]. Предпо-
ложим, что в окрестности первого приближения
найдено K векторов решений 

 с невязками  меньшими, чем исход-
ная, и отсортированными по возрастанию. Тогда
новое множество векторов решений вычисляется
по формулам:

Для каждого из них снова вычисляется невязка
синтеза, а за приближенное решение принимает-
ся вектор, доставляющий наименьшую невязку.

В вычислительной практике наряду с класси-
ческим расстоянием в нормированном простран-
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стве X, определяемым нормой разности , в
качестве меры близости элементов  бы-
вает целесообразно оценивать относительное рас-
стояние  между элементами. Например,
часто используется функционал относительного
расстояния, между  и  вида [Беклемишев, 1983;
Годунов и др., 1988]:

(2)

Определяемое функционалом  относи-
тельное расстояние типа (2) не является метри-
кой в нормированном пространстве X, однако по
физическому смыслу эта величина является коли-
чественной мерой близости элементов  и .

Обозначим через  и  комплексные
значения измеренной и синтезированной j-й
электромагнитной характеристики (одной из че-
тырех компонент тензора импеданса: Zxx, Zxy,
Zyx, Zyy), соответственно, в i-ой точке на t-ом пе-
риоде,   Здесь n –
количество точек пространственной XY-сетки,
Nt – число периодов. Квадраты дифференциро-
ванных относительных площадных невязок вы-
числяются по формулам:

(3)

Введем теперь весовые коэффициенты для четы-
рех электромагнитных характеристик:

(4)

Тогда обобщенная площадная невязка с весовы-
ми коэффициентами вычисляется по формуле:

(5)

Весовые коэффициенты (4) определяют значи-
мость каждой из компонент тензора импеданса в
соответствии с уровнем измеренных характери-
стик по всему планшету измерений. Величина,
определяемая формулой (5), не является нормой,
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Таблица 1. Собственные ошибки нейросетевых аппроксиматоров для класса сред M-3D

№ слоя 1 2 3 4 5

Средняя ошибка по экзаменационной выборке, % 1.16 2.89 4.3 7.17 10.8
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а представляет собой функционал относительно-
го расстояния  с весовыми множителями в
пространстве F, где  – измеренный и синтези-
рованный векторы данных, соответственно.

АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ 
НЕОДНОЗНАЧНОСТИ РЕШЕНИЯ

Для условно-корректной обратной задачи мо-
жет быть получена апостериорная оценка степе-
ни неоднозначности (погрешности) получаемого
приближенного решения [Шимелевич и др., 2018].
Положим , где  – вектор погрешно-
сти правой части в уравнении (1) такой, что

. Обозначим через  приближенное ре-
шение, удовлетворяющее уравнению

(6)

с невязкой, не превышающей величину  по-
грешности в правой части уравнения (6):

Максимально возможное отклонение любого
другого приближенного решения  такого, что

 (т.е.  – эквивалентного решения),
от решения  не может превышать величины

:

где величина  определяется выражением:

(7)

Если уровень  погрешности правой части  из-
вестен, а  – точное решение уравнения (1), то
для  выполняется условие , и
может быть получена апостериорная оценка по-
грешности  найденного решения  урав-
нения (6) для фиксированной правой части 
[Гончарский, Черепащук, Ягола, 1978]:

(8)
На практике в задачах геофизики уровень по-

грешности данных , как правило, неизвестен, а
известна фактическая невязка  найденного при-
ближенного решения . В этом случае нера-
венство (8) при  определяет степень неодно-
значности приближенного решения , полученного
для фиксированной правой части  с невязкой :
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а величина  называется апостериорной
оценкой степени неоднозначности решения .

На практике возникает потребность оценить
степень неоднозначности решения в некоторой
подобласти , определяющей свойства не-
которой выделенной геологической структуры.
Обозначим . Если компоненты вектора

 отличны от нуля лишь на множестве индексов,
отвечающем подобласти , то формула (7) опре-
деляет локальную апостериорную оценку неод-
нозначности полученного решения для этой под-
области.

Локальные апостериорные оценки неодно-
значности решения можно найти численно мето-
дом Монте-Карло.

Перепишем (7) в эквивалентном виде, заме-
нив  на значение величины невязки синтеза 
полученного решения :

(9)

Из (9) следует, что величина  определяет-
ся парой скалярных величин  и ,
принимающих различные значения при всех воз-
можных значениях вектора . Всевозможные
пары  и  определяют множество то-
чек на декартовой плоскости:

Если множество  построено, то проблема отыс-
кания величины  сводится к нахождению
точки с максимальной абсциссой на подмноже-
стве , удовлетворяющем условию .
Абсцисса этой точки и будет величиной .

Для численного нахождения  с по-
мощью прямого оператора во всем допустимом
диапазоне насчитывается множество , на
котором приближенно находится апостериорная
оценка неоднозначности решения. В работе
[Шимелевич, 2020] доказана сходимость по веро-
ятности этого алгоритма.

Характеристики степени неоднозначности для
различных функционалов расстояния рассматри-
вались, например, в работах [Канторович, 1962;
Беклемишев, 1983; Новик, 1987; Годунов и др.,
1988; Шимелевич, 1989] и ряде других работ.
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РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве инвертируемых натурных данных
были взяты наблюдения Северо-Пясинской пло-
щади, которые являются частью региональной
съемки Енисей-Хатангского прогиба (рис. 2).

Характеристиками МТЗ данной съемки явля-
ются действительные и мнимые части четырех
компонент тензора импеданса в диапазоне пери-
одов от 0.0046 до 631 с. Съемка представляет со-
бой 10 профилей на расстоянии примерно 1 км
друг от друга, расстояние между пикетами также
примерно 1 км. Размер исследуемого участка

 км. Эти данные прошли первичную обра-×9.5 10

ботку, заключающуюся в фильтрации и нормали-
зации [Фельдман и др., 2008].

После получения первого нейросетевого при-
ближения было проделано еще 5 итераций мето-
дом случайного поиска, в ходе которого для вы-
числения невязок применялась формула (5). На
рис. 3 показано, как уменьшается невязка при
увеличении номера итерации. На каждой итера-
ции объем выборки случайного поиска составил
около 2000 решений прямых задач.

На последней итерации невязка  составила
24.70%. На рис. 6а–рис. 10а представлены гори-
зонтальные сечения пяти слоев решения, полу-

δ

Рис. 2. Схема расположения профилей магнитотеллурической съемки участка Северо-Пясинской площади.
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ченного на шестой итерации. Цветом обозначен
десятичный логарифм удельного сопротивления.

Для решения на шестой итерации, соответ-
ствующего наблюдениям Северо-Пясинской
площади, были рассчитаны послойные апостери-
орные оценки его неоднозначности для пяти сло-

ев, из которых состоит модель M-3D. При этом в
пространстве параметров была выбрана следую-
щая норма:

( )= =1 max{ , 1,..., },
4 n n Ns sΔ Δ

Рис. 3. График уменьшения невязки  по итерациям.

22
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δ

Рис. 4. Иллюстрация численного нахождения апостериорной оценки неоднозначности решения на шестой итерации
для пятого слоя.
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где множитель  выбран в соответствии с приня-

тым диапазоном изменения логарифма удельно-
го сопротивления среды. Вместо величины

 вычислялся функци-

1
4

= − +�

0 0( , ) ( )NAe s s e s sΔ Δ Δ

онал относительного расстояния , опре-
деляемый формулами (3)–(5), в которых в каче-
стве  выступают i-е компоненты комплексных

значений вектора  j-й электромагнит-

�( , )Nd Ae s

'( , )ie j t

+0( )NA s sΔ

Рис. 5. Горизонтальные сечения решения на шестой итерации (а) и решения, отвечающего точке множества  с ми-
нимальной ординатой ( ), для первого слоя.

(а) (б)

Λ�
24.72%

Рис. 6. Горизонтальные сечения решения на шестой итерации (а) и решения, доставляющего оценку , для
второго слоя.
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β δ�
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ной характеристики на t-м периоде. В этом случае
апостериорная оценка неоднозначности получен-
ного решения  будет определяться выражением:

Метод нахождения апостериорной оценки неод-
нозначности решения на шестой итерации для
пятого слоя проиллюстрирован на рис. 4. По-

0s

{ }∈ Ω
β δ = − ≤ δ� �

1

0 0

[ ]
( , , ) max : ( , ) .

s
NG

d Ae s s s e s

слойные апостериорные оценки неоднозначно-
сти приведены в табл. 2. Для первого слоя все по-
строенное множество , оказалось выше линии
невязки , вследствие чего определить
значение величины  для первого слоя не
удалось, и была определена “квазиоценка” для
решения, отвечающего точке множества  с ми-
нимальной ординатой ( ). На рис. 5–рис. 9

Λ�
δ = 0.247

β δ�

0( , , )e s

Λ�
24.72%

Рис. 7. Горизонтальные сечения решения на шестой итерации (а) и решения, доставляющего оценку , для
третьего слоя.

(а) (б)

β δ�

0( , , )e s

Рис. 8. Горизонтальные сечения решения на шестой итерации (а) и решения, доставляющего оценку , для
четвертого слоя.
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β δ�

0( , , )e s
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представлены горизонтальные сечения найденно-
го на шестой итерации решения (а) и решения, до-
ставляющие оценку  для каждого из слоев
модели M-3D (б), то есть наиболее удаленные

-эквивалентные решение при полученном значе-
нии невязки синтеза ; цветом обозначен десятич-
ный логарифм удельного сопротивления.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Получены первые удовлетворительные резуль-

таты 3D-нейросетевой инверсии натурных дан-
ных с числом параметров порядка n × 103. По-
строенный нейросетевой аппроксиматор может
быть многократно и единообразно применен для
решения обратных 3D-задач МТЗ (аналогично
использованию электронных 1D-палеток Ваньяна) с

β δ�

0( , , )e s

δ
δ

получением результатов инверсии в режиме ре-
ального времени. Первое нейросетевое прибли-
жение многократно уточнялось методом случай-
ного поиска с применением алгоритма кластери-
ации k-means. Получены апостериорные оценки
неоднозначности для решения на последней ите-
рации, определяющие возможный разброс -эк-
вивалентных решений при достигнутой невязке.
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δ

Рис. 9. Горизонтальные сечения решения на шестой итерации (а) и решения, доставляющего оценку , для
пятого слоя.
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Таблица 2. Послойные апостериорные оценки степени неоднозначности решения, полученного на шестой ите-
рации и соответствующие им невязки синтеза

№ слоя 1 2 3 4 5

Апостериорная оценка , % <0.5 12.39 3.15 4.15 14.36

Невязка -эквивалентного решения,

доставляющего оценку , %
– 24.69 24.69 24.67 24.51

β δ =�

0( , , 0.247)e s

δ
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The approximation neural-network (ANN) method for solving the inverse problem of geoelectrics in piece-
wise constant classes of media with subsequent random-search updating is presented. The conditionally well-
posed inverse problem of magnetotelluric sounding (MTS) on a regularized parameterization grid is consid-
ered. The number of the sought parameters in this problem can be ~n × 103. The work of the algorithm is il-
lustrated by the example of the inversion of the areal survey observations. The posterior characteristics of am-
biguity of  the obtained solution are calculated. The proposed methods are implemented using the supercom-
puting cluster resources and parallel computing technology

Keywords: MT sounding, inverse problem, geophysics, geophysics, neural networks, random search method,
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