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В работе рассмотрена задача реконструкции напряженного состояния массива горных пород на ос-
новании данных об их естественной трещиноватости. Рассмотрена частная задача восстановления
профилей напряжений вдоль ствола скважины по данным о пространственных ориентациях и ак-
тивности естественных трещин сдвига в породах околоскважинной зон. Развитый в предшествую-
щих работах авторов подход к оценке тектонических напряжений по этим данным рассмотрен с
точки зрения особенностей решения обратной задачи. Поставлена задача оптимизации, решаемая
в ходе процедуры реконструкции напряженного состояния, и рассмотрены различные методы ее
решения. Предложены четыре различных подхода к определению меры соответствия (близости)
между наблюдаемыми и модельными характеристиками трещин (далее – мера соответствия), кото-
рые могут быть использованы для реконструкции напряжений по данным о трещинах пород око-
лоскважинной зоны. Проведен сравнительный анализ того, как определение меры соответствия
влияет на решение обратной задачи. Для этого рассмотрена синтетическая модель трещиноватости,
поставлена и решена задача оценки напряженного состояния массива на синтетической модели с
использованием различных мер соответствия. Продемонстрировано, что различные определения
меры соответствия, использующиеся на практике при реконструкции напряжений по данным о
естественной трещиноватости, отличаются между собой как в отношении наличия смещения полу-
чаемого решения относительного истинных параметров модели, так и в отношении единственно-
сти решения и его устойчивости решения по отношению к зашумлению исходных данных. Сделаны
выводы об оптимальности использования тех или иных определений меры соответствия при реше-
нии обратной задачи в зависимости от того, какие данные могут быть использованы для анализа
естественной трещиноватости.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Изучение напряженно-деформированного со-

стояния верхних слоев земной коры остается ак-
туальной, практически значимой задачей. Напря-
жения и деформации, действующие в горных по-
родах на глубинах до 10 км, должны быть
исследованы для того, чтобы решать ряд задач,
связанных со строительством, освоением и разра-
боткой месторождений твердых полезных иско-
паемых и углеводородов.

Среди источников информации о напряжен-
ном состоянии верхних слоев земной коры можно
выделить скважинные данные. На данный момент

существуют различные методы восстановления
профилей напряжений по данным геофизических
исследований скважин, лабораторных экспери-
ментов и сейсмическим данным (обзор таких ме-
тодов можно найти в работах [Ljunggren et al.,
2003; Dubinya, 2019a]). К наиболее часто исполь-
зуемым методам реконструкции напряжений
можно отнести анализ вывалов и трещин растя-
жения, образующихся при бурении [Zoback et al.,
1986; 2003], а также прямые методы измерения
минимального горизонтального напряжения,
выполняемые при анализе гидроразрыва пласта и
тестов на приемистость [Gaarenstroom et al.,
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1993]. Эти подходы в целом можно отнести к
стандартам, использующимся в индустрии добы-
чи нефти и газа [Raaen et al., 2006; Zohreh et al.,
2014], однако эти методы обладают рядом ограни-
чений. Помимо практических приложений, раз-
витие методов скважинных оценок напряженно-
го состояния верхних слоев земной коры имеет и
фундаментальное значение: согласно современ-
ным оценкам [Heidbach et al., 2016], около 15%
данных о направлениях действия главных напря-
жений, имеющихся в мировой карте напряжений
World Stress Map, получены по результатам интер-
претации данных геофизических исследований
скважин. Большая часть этих данных получена
именно по данным о вывалах и трещинах растя-
жения [Zhang, 2013].

Тем не менее, развиваются и альтернативные
методы оценки напряженного состояния пород
околоскважинной зоны на основании скважин-
ных данных. К таким методам можно отнести:
анализ распространения сдвиговых упругих волн
в породах со значительной наведенной анизотро-
пией, вызванной сильным различием величин
главных напряжений [Sinha et al., 2008; Pistre
et al., 2009]; анализ сброшенных деформаций на
образцах горных пород [Funato, Chen, 2005; Ito
et al., 2013; 2018]; анализ естественной трещино-
ватости [Ito et al., 2002; Dubinya, Ezhov, 2017].

В основе методов последней группы лежит
связь между напряженным состоянием трещи-
новатых пород околоскважинной зоны и гидрав-
лической проницаемостью естественных тре-
щин. Существует значительное количество ис-
следований, устанавливающих наличие связи
между проницаемостью трещиноватой среды и
ее текущим напряженно-деформированным со-
стоянием [Sayers, 1990; Barton et al., 1995; Aguilera,
1995; Hickman et al., 1997; Ito, Zoback, 2000;
Townend, Zoback, 2000; Rogers, 2002; Rutqvist,
Stephansson, 2003; Laubach et al., 2004; Min et al.,
2004; Neuman, 2005; Zhang et al., 2007; Agosta et al.,
2010; Davidson et al., 2012; Barton et al., 2013;
Latham et al., 2013; Kissling et al., 2015]. Некоторые
из этих исследований [Barton et al., 1995; Hickman
et al., 1997; Ito, Zoback, 2000; Townend, Zoback,
2000; Rogers, 2002; Laubach et al., 2004; Zhang
et al., 2007] сфокусированы на флюидопроводи-
мости естественных сдвиговых трещин, находя-
щихся в критическом напряженном состоянии.
Согласно концепции критически напряженных
трещин, соотношение между нормальным и каса-
тельным напряжениями, действующими на по-
верхности трещины, определяет ее способность
проводить флюид: если отношение сдвигового
напряжения к нормальному достаточно велико,
чтобы допустить скольжение берегов трещины,
предполагается, что эта трещина способна слу-
жить каналом фильтрации. Трещины с низким
отношением сдвигового напряжения к нормаль-

ному относятся к нефлюидопроводящим. Изна-
чально эта концепция была предложена на осно-
вании детального анализа данных геофизических
исследований скважин, расположенных на опре-
деленном объекте [Barton et al., 1995]. В дальней-
шем наличие связи между флюидопроводящими
и критически напряженными трещинами было
экспериментально проверено в других областях
[Hickman et al., 1997; Ito, Zoback, 2000; Townend,
Zoback, 2000], а также подтверждено результата-
ми численного моделирования [Zhang et al., 2007;
Barton et al., 2013]. Тем не менее, следует отме-
тить, что критически напряженные сдвиговые
трещины могут давать меньший вклад в проница-
емость породы по сравнению с трещинами нор-
мального раскрытия [Ligtenberg, 2005], что также
подтверждается экспериментальными наблюде-
ниями [Wilbur, Amadei, 1990]. Кроме того, крити-
чески напряженные трещины могут оказаться не-
способными проводить флюид из-за определен-
ных геологических факторов [Fisher, Knipe, 1998],
особенностей истории изменения температуры и
напряженного состояния среды [Fisher, Knipe,
2003; Sathar et al., 2012].

На практике концепция критически напря-
женных трещин используется для предсказания
зон повышенной проницаемости при разработке
месторождений углеводородов. Результаты гео-
механического моделирования могут быть ис-
пользованы для определения текущего напря-
женного состояния пород, слагающих месторож-
дение, благодаря чему появляется возможность
расчета возможных пространственных ориента-
ций критически напряженных и, соответственно,
флюидопроводящих трещин [Dubinya et al., 2018].
Эти результаты могут быть напрямую использо-
ваны для повышения эффективности разработки
месторождений, характеризующихся значитель-
ным вкладом естественной трещиноватости в
фильтрационно-емкостные свойства.

Прогноз количества и пространственных ори-
ентаций критически напряженных трещин для
заданного тензора напряжений можно рассмат-
ривать как прямую задачу. Может быть сформу-
лирована и обратная задача оценки напряженно-
го состояния по известным данным о критически
напряженных трещинах. Такой анализ был пред-
ложен в работе [Ito et al., 2002] применительно к
задаче реконструкции профилей напряжений
вдоль траектории скважины. В этой работе был
сформулирован алгоритм решения поставленной
обратной задачи: данные геофизических исследо-
ваний скважин о естественных трещинах в
окрестности скважины были использованы для
определения того, какие трещины являются
флюидопроводящими, а какие – нет. Далее про-
фили напряжений вдоль скважины варьировались,
благодаря чему было получено множество класси-
фикаций трещин по признаку критического напря-
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женного состояния. Профили напряжений, при-
водящие к наилучшему соответствию между своей
классификацией трещин по признаку критиче-
ского напряженного состояния и классификаци-
ей трещин по признаку флюидопроводимости,
полученной по результатам интерпретации гео-
физических исследований скважин, рассматри-
вались в качестве решения поставленной обрат-
ной задачи.

Данная работа посвящена развитию этого под-
хода. Ясно, что задача реконструкции профилей
напряжений по данным о трещиноватости явля-
ется обратной задачей, при решении которой воз-
никает задача оптимизации, сводящаяся к поиску
упомянутого наилучшего соответствия. Решение
этой оптимизационной задачи может быть полу-
чено с помощью различных методов. При этом
ключевым является вопрос выбора меры соответ-
ствия (близости) между наблюдаемыми и модель-
ными характеристиками трещин, т.е. целевой
функции, подлежащей оптимизации (далее – ме-
ра соответствия). В отличие от обратных задач по-
тенциальных полей, в данном случае характери-
стики трещин имеют либо бинарный (проводя-
щая – не проводящая), либо безразмерный тип и
существенно нелинейным образом зависят от па-
раметров напряженного состояния среды. Поэто-
му использование в качестве меры соответствия
традиционных метрик типа эвклидовой невоз-
можно.

В работе рассматриваются четыре различные
меры соответствия. Выбор мер соответствия дик-
туется эмпирическими и практическими сообра-
жениями, а получаемая в результате оптимизации
целевой функции оценка (т.е., решение обратной
задачи) может быть смещенной, т.е. отличаться
от истинных значений оцениваемых параметров
напряженного состояния. Исследование смеще-
ния оценки, получаемой с использованием раз-
личных мер соответствия, является одной из це-
лей настоящей работы. Целями исследования
также являются выяснение единственности и
устойчивости решения и изучение поведения це-
левой функции в зависимости от принятой меры
соответствия.

2. АЛГОРИТМ РЕКОНСТРУКЦИИ 
НАПРЯЖЕНИЙ ПО ДАННЫМ

О ТРЕЩИНОВАТОСТИ

2.1. Концепция критически напряженных трещин

Концепция критически напряженных трещин
была предложена в работе [Barton et al., 1995] и ак-
тивно использовалась во многих исследованиях,
связанных с анализом естественной трещинова-
тости, в частности, при решении задач рекон-
струкции напряжений. Согласно данной концеп-
ции, критически напряженной считается есте-

ственная трещина сдвига, на поверхности которой
действует нормальное σn и сдвиговое (касатель-
ное) напряжение τn, если выполняется следующее
условие:

(1)

где μ – коэффициент внутреннего трения поро-
ды, содержащей трещину. Коэффициент трения
также может быть представлен как тангенс угла
внутреннего трения породы ϕ: μ = tgϕ. В рамках
используемого подхода каждая трещина рассмат-
ривается как элементарная площадка, простран-
ственная ориентация которой определяется ком-
понентами вектора нормали к ней n.

Нормальное и касательное напряжения, дей-
ствующие на плоскости трещины, могут быть
определены, если известна пространственная
ориентация нормального вектора n, а также вели-
чины и направления главных напряжений эле-
ментарного объема среды, в которой присутству-
ет трещина. Здесь и далее главные напряжения σ1,
σ2 и σ3 будут считаться положительными, если
они являются сжимающими. Будет использовано
геомеханическое соглашение о нумерации глав-
ных напряжений: σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. Также здесь и далее
будет рассматриваться модель пороупругости, в
рамках которой все напряжения будут рассматри-
ваться как эффективные, то есть равные полным
напряжениям за вычетом давления насыщающе-
го породу флюида, корректным образом домно-
женного на соответствующие коэффициенты
тензора пороупругости Био. Величины напряже-
ний, действующих на плоскости трещины, в та-
кой постановке будут определяться как [Jaeger
et al., 2007]:

(2)

(3)

где l, m и n – косинусы углов между нормалью к
трещине и направлениями действия главных на-
пряжений σ1, σ2 и σ3 соответственно.

Подстановка выражений (2) и (3) в критерий
(1) позволяет определить, является ли трещина
известной пространственной ориентации крити-
чески напряженной для заданного напряженного
состояния. Может быть рассмотрена и обратная
задача: если с помощью какого-либо метода уста-
новлено, что трещина известной пространствен-
ной ориентации является критически напряжен-
ной, то ставится вопрос, можно ли на основании
этой информации определить напряженное со-
стояние среды? Данная работа посвящена разви-
тию подходов, использующихся для ответа на
этот вопрос.

τ ≥ μσ ,n n

σ = σ + σ + σ2 2 2
1 2 3 ,n l m n

τ = σ − σ + σ − σ +
+ σ − σ

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3

2 2 2
2 3

( ) ( )

( ) ,
n l m l n

m n
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Концепция критически напряженных трещин
оказывается удобной для рассмотрения постав-
ленной задачи. В работе [Barton et al., 1995], а так-
же в других работах, указанных во введении, было
продемонстрировано, что критически напряжен-
ные трещины часто оказываются связанными с
флюидопроводящими. Было установлено следу-
ющее эмпирическое правило: если для некоторой
трещины условие (1) выполняется, то эта трещи-
на будет являться флюидопроводящей при теку-
щих напряжениях. Несмотря на то, что такое пра-
вило может быть нарушено из-за особенностей
истории изменения состояния среды и ее строе-
ния, статистическая связь между критически на-
пряженными и флюидопроводящими трещина-
ми наблюдается для различных регионов. Все
представленные далее результаты справедливы
тогда, когда критически напряженные трещины
являются флюидопроводящими.

Важность этого условия определяется тем, что
флюидопроводимость трещин пород околосква-
жинного пространства, в отличие от их напря-
женного состояния, может быть определена с по-
мощью методов геофизических исследований
скважин [Silva et al., 2003]. В связи с этим можно
говорить о том, что существуют методы независи-
мой оценки того, какие трещины являются кри-
тически напряженными, а какие нет, благодаря
чему могут быть получены данные, необходимые
для решения обратной задачи реконструкции на-
пряженного состояния горных пород по данным
об их естественной трещиноватости.

2.2. Постановка обратной задачи

Оригинальное решение обратной задачи ре-
конструкции профилей напряжений на основа-
нии скважинных исследований трещиноватости
было предложено в работе [Ito et al., 2002] в форме
поэтапного алгоритма:

I. Рассматриваемый интервал глубин, на кото-
ром присутствует информация о естественных
трещинах, разбивается на множество интервалов,
в каждом из которых присутствует одна трещина.

II. Каждый выделенный интервал глубин ха-
рактеризуется определенным индексом ано-
мальности, отражающим степень аномальности
в данных геофизических исследований скважин,
полученных на этом интервале. Аномальность
определяется как локальный минимум или мак-
симум в значении того или иного измеряемого
геофизического параметра, с амплитудой, пре-
вышающей уровень шума. При этом рассматри-
ваются данные геофизических исследований
скважин, характеризующие свойства пород око-
лоскважинной зоны, связанные с флюидопро-
водимостью естественных трещин. Так, в работе
[Ito et al., 2002] рассматривался профиль темпера-

туры – локальные изменения температуры связы-
вались с наличием флюидопроводящих трещин.
Здесь и далее будет использоваться термин “гео-
физический индикатор”, определяющий произ-
вольные данные геофизических исследований
скважин, связанные с флюидопроводимостью
естественных трещин: в работе [Ito et al., 2002] в
качестве геофизического индикатора рассматри-
вался профиль температуры. Возможны и другие
способы анализа флюидопроводимости есте-
ственных трещин в породах околоскважинной
зоны: так, в работе [Dubinya, Ezhov, 2017] в роли
геофизического индикатора выступало присут-
ствие трещины на акустических и электрических
микроимиджах – развертках соответствующих
свойств пород по полярному углу. Корректный
выбор геофизического индикатора для анализа
флюидопроводимости естественных трещин в
породах околоскважинной зоны важен для реше-
ния задачи реконструкции напряжений: если гео-
физический индикатор выбран некорректно, то и
реконструированные напряжения могут оказать-
ся ошибочными. Проблема такого выбора нахо-
дится за рамками работы: основное внимание
уделено математическому описанию проблемы.
Любой геофизический индикатор может быть
математически проанализирован с одной из двух
позиций. С одной стороны, можно ввести би-
нарный индекс аномальности tj (определенный
для j-го интервала или для j-й трещины), характе-
ризующий наличие или отсутствие аномалии.
Наличие аномалии может быть определено как
бинарный функционал, действующий на геофи-
зическом индикаторе в окрестности j-й трещины.
Простейшим способом задания такого функцио-
нала является сравнение индикатора со средним
значением: если модуль разницы между величи-
ной геофизического индикатора на глубине тре-
щины и средним значением по интервалу превы-
шает величину шума, то аномалия присутствует (tj
принимается равным единице), в противном слу-
чае аномалия отсутствует (tj принимается равным
нулю):

(4)

Здесь y(z) – профиль геофизического индика-
тора y вдоль траектории скважины как функция
от координаты вдоль скважины z (глубины, если
скважина вертикальная); zj – координата j-й тре-
щины; ymean(zj) –значение индикатора y в окрест-
ности j-й трещины, осредненное в определенном
скользящем окне; ynoise – характерная для индика-
тора y величина шума. Определение бинарного
индекса аномальности (4) было предложено в
форме (4) в работе [Ito et al., 2002], где в качестве
индикатора y(z) использовался профиль темпера-
туры T(z). С другой стороны, индекс аномально-

( ) ( )
( ) ( )

− >=  − ≤

1, if
.

0, if
j mean j noise

j
j mean j noise

y z y z y
t

y z y z y



ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 4  2022

О МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 117

сти может быть представлен и в небинарной фор-
ме: степень аномальности pj может быть опреде-
лена для отражения того, насколько серьезный
вклад вносит флюидопроводящая трещина в по-
казания геофизического индикатора. Как и в
предыдущем случае, для определения степени
аномальности может быть рассмотрена измерен-
ная и средняя величина геофизического индика-
тора, но теперь рассматривается их отношение
друг к другу:

(5)
На втором этапе процедуры реконструкции

напряжений, предложенной в работе [Ito et al.,
2002], вводится геофизический индикатор и
определяется бинарный tj и небинарный pj индекс
аномальности. Этот индекс рассчитывается для
каждой трещины.

III. Для профилей напряжений вводятся упро-
щающие предположения. В частности, оказыва-
ется удобным рассматривать случай линейного
роста главных напряжений с глубиной:

(6)
Здесь a, b и c – три градиента напряжения, не-

изменные с глубиной; σV, σH и σh – вертикальное,
максимальное горизонтальное и минимальное
горизонтальные напряжения соответственно.
Предполагается, что эти напряжения являются
главными (одна из главных осей тензора напря-
жений вертикальна). В некоторых случаях вместо
градиентов напряжений более удобным оказыва-
ется использование соотношений напряжений
σh/σV и σH/σV, поскольку расчет вертикального
напряжения, как правило, не вызывает трудно-
стей:

(7)

Если профиль вертикальных напряжений,
пространственные ориентации всех естествен-
ных трещин в породах околоскважинного про-
странства, направление действия максимального
горизонтального напряжения, а также соотноше-
ния напряжений σh/σV и σH/σV известны, нор-
мальное и касательное напряжения, действую-
щие на поверхностях каждой трещины, могут
быть определены по выражениям (2) и (3).

После этого расчета можно рассмотреть обрат-
ную задачу поиска правильной комбинации гра-
диентов или соотношений напряжений. Любая
тройка a, b и c или пара σh/σV и σH/σV определяет,
в соответствии с выражениями (1), (2) и (3), свою
классификацию трещин по принципу критиче-
ской напряженности.

IV. Для каждой трещины и каждого набора
градиентов или соотношений напряжений рас-
сматривается “индекс критичности” mj(σ):

( ) ( )= .j i mean jp y z y z

( ) ( ) ( )σ = σ = σ =, , .H h Vz az z bz z cz

( ) ( ) ( ) ( )σσσ = σ σ = σ
σ σ

, .hH
H V h V

V V

z z z z

(8)

Здесь τn и σn – рассчитанные сдвиговое и нор-
мальное напряжения, действующие на плоскости
j-й трещины для выбранных профилей напряже-
ний. Следует отметить, что также можно ввести
бинарный аналог этого индекса kj(σ) аналогично
случаю, рассмотренному выше:

(9)

Сравнение определений (8) и (9) с условием (1)
позволяет заметить, что величина mj(σ) характе-
ризует степень того, насколько сильно выражено
критическое напряженное состояние трещины,
тогда как индекс kj(σ) равен нулю для не критиче-
ски напряженных трещин и единице для крити-
чески напряженных. Следует заметить, что оба
индекса зависят от текущего напряженного со-
стояния σ – от соотношений напряжений σh/σV и
σH/σV или градиентов напряжений a, b и с, вы-
бранных на предыдущем этапе. С другой сторо-
ны, индексы аномальности tj и pj не зависят от на-
пряженного состояния, так как они напрямую
рассчитаны из данных геофизических исследова-
ний скважин. Это наблюдение лежит в основе
следующего этапа решения задачи реконструк-
ции напряжений по данным о трещиноватости

V. Если соотношения напряжений верные и
гипотеза о наличии связи между критически на-
пряженными и флюидопроводящими трещина-
ми справедлива, то между индексами аномаль-
ности tj и pj с одной стороны и индексами кри-
тичности mj(σ) и kj(σ) с другой стороны должно
существовать соответствие. Здесь и возникает
задача оптимизации: необходимо найти такие
соотношения между напряжениями, чтобы меж-
ду критически напряженными и флюидопрово-
дящими трещинами наблюдалось наилучшее со-
ответствие.

Простейшим способом решения этой задачи
оптимизации является поиск углов между векто-
рами T, P, M(σ) и K(σ) в N-мерном пространстве
(N – общее число трещин на рассматриваемом
интервале глубин до его разделения):

(10)
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где ta, pa, ma и ka – осредненные индексы для всего
множества трещин:

(11)

Каждый из этих векторов может быть рассчи-
тан для любой пары соотношений между напря-
жениями, выбранными на этапе III. Существуют
разные способы определять соответствие между
флюидопроводящими и критически напряжен-
ными трещинами. В рамках данного этапа работы
будут рассматриваться углы между разными пара-
ми векторов T, P, M(σ) и K(σ) в качестве кандида-
тов для мер соответствия, что будет рассмотрено
ниже. В любом случае, результатом этого этапа
является определенная мера соответствия, харак-
теризующая степень схожести классификаций
трещин по признаку флюидопроводимости и
критической напряженности, рассчитанная для
выбранных соотношений между напряжениями.

VI. Далее выполняется возвращение к этапу III
и процедура повторяется для прочих значений со-
отношений между напряжениями. Соотношения
между напряжениями выбираются таким обра-
зом, чтобы обеспечить неразрушение породы под
действием тектонических напряжений – с поли-
гона напряжений [Zoback et al., 1986] – области в
пространстве главных напряжений, ограничен-
ной условием:

(12)

где учтена когезия среды C.
VII. Углы между векторами T, P, M(σ) и K(σ)

рассчитываются для всех возможных соотноше-
ний между напряжениями или градиентов напря-
жений и проводится поиск глобального максиму-
ма меры соответствия. Этот глобальный макси-
мум достигается для напряженного состояния,
при котором обеспечивается наилучшее соот-
ветствие между критически напряженными тре-
щинами и флюидопроводящими трещинами,
выделенными на основании интерпретации ре-
зультатов геофизических исследований сква-
жин. Соответствующее напряженное состояние
рассматривается в качестве решения обратной за-
дачи реконструкции напряжений в породах око-
лоскважинной зоны на основании анализа есте-
ственной трещиноватости.

Алгоритм решения поставленной обратной за-
дачи сводится к перечисленным семи этапам. От-
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дельного внимания заслуживает упомянутая за-
дача оптимизации, решение которой необходимо
для определения наилучшего соответствия между
флюидопроводящими и критически напряжен-
ными трещинами. Прежде всего, необходимо
определить численную величину, характеризую-
щую степень соответствия между индексами ано-
мальности tj и pj и индексами критичности mj(σ) и
kj(σ) – далее эта величина будет описываться как
мера соответствия. Как было отмечено выше, эта
мера может быть введена как угол между двумя
векторами в N-мерном пространстве. Всего в дан-
ной работе рассмотрено четыре варианта выбора
меры соответствия – это было сделано для того,
чтобы определить, как наиболее корректно ее
вводить с учетом возможных погрешностей в ис-
ходных данных (классификации трещин по при-
знаку флюидопроводимости по данным геофизи-
ческих исследований скважин). Некоторые из
этих вариантов использовались раньше [Ito et al.,
2002; Dubinya, Ezhov, 2017; Dubinya, 2019b], неко-
торые предложены в рамках данной работы.

2.3. Меры соответствия

Следует начать с определения меры соответ-
ствия R(σ), под которой понимается числовая ха-
рактеристика, определяющая близость (расстоя-
ние) между наблюдаемым и модельным распре-
делением характеристик трещин, т.е. векторами T
или P – с одной стороны и K(σ) или M(σ) – с дру-
гой стороны. Здесь и далее символ σ обозначает
параметры, характеризующие напряженное со-
стояние массива горных пород. Этим символом
могут быть обозначены шесть независимых ком-
понент тензора напряжений σij; значения и на-
правления действия главных напряжений для
произвольного тензора напряжений; вертикаль-
ное σV, максимальное горизонтальное σH и мини-
мальное горизонтальное σh напряжение в случае,
когда одна из главных осей тензора напряжений
вертикальна; параметры, определяющие профи-
ли напряжений в задаче их реконструкции – кон-
станты a, b и c в определениях (6) или отношения
напряжений σH/σV и σh/σV в определениях (7).

Мера соответствия является количественным
показателем того, насколько близки друг к другу
классификация трещин по признаку флюидопро-
водимости и критической напряженности при за-
данных параметрах напряженного состояния σ.
Максимум этой меры соответствия достигается
при тех параметрах напряженного состояния σ,
которые обеспечивают наилучшее соответствие
между флюидопроводящими и критически на-
пряженными трещинами. Проблема выбора ме-
ры соответствия связана с тем, что отсутствует
строгое определение того, как именно для по-
ставленной задачи определяется наилучшее соот-
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ветствие между двумя классификациями трещин,
с учетом неизбежных ошибок и неопределенно-
сти при отнесении каждой трещины к тому или
иному типу. В значительной степени выбор меры
соответствия носит эмпирический характер.
Целью данного исследования является поиск та-
кой меры соответствия, которая позволяла бы да-
вать несмещенную единственную оценку напря-
женного состояния, обладающую наименьшей
областью ε-эквивалентных (т.е. эквивалентных
при заданном уровне шума во входных данных)
решений поставленной обратной задачи. Вместе
с тем мера соответствия должна быть практиче-
ски вычислима на основе имеющихся данных.

Простейшая форма меры соответствия R1(σ)
основана на относительном количестве критиче-
ски напряженных трещин Scrit [Dubinya, Ezhov,
2017]. В соответствии с определением этой меры,
количество трещин, находящихся в критическом
напряженном состоянии для истинного напря-
женного состояния σ, отнесенное к общему ко-
личеству трещин на интервале глубин, должно
быть равно количеству флюидопроводящих тре-
щин, выделенных в соответствии с геофизиче-
ским индикатором, разделенному на общее коли-
чество трещин. Мера соответствия для этого слу-
чая может быть записана в виде:

(13)

Предложенная мера R1(σ) находятся в преде-
лах от 0 до 1, причем достигает максимума 1 в слу-
чае, когда одно и то же количество трещин явля-
ется критически напряженными и флюидопрово-
дящими.

Мера соответствия R2(σ) имеет более сложный
вид: она основана на попарных сравнениях би-
нарных индексов tj и kj(σ) для всех трещин. Эта
мера вводится как угол между векторами T и K(σ)
в N-мерном пространстве:

(14)

Мера соответствия R2(σ) достигает своего мак-
симума, равного единице, тогда, когда каждая
трещина, являющаяся критически напряженной
в текущем поле напряжений σ, также является
флюидопроводящей. В то же время, все не напря-
женные критически трещины не способны про-
водить флюид. Эта мера была использована для
реконструкции напряжений по скважинным дан-
ным в рамках работы [Dubinya, 2019b]. Можно за-
метить, что величина R2(σ) является ковариаци-
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онной функцией в N-мерном пространстве для
векторов T и K(σ).

Следующая мера соответствия R3(σ) использо-
валась в работе [Ito et al., 2002]. В отличие от двух
предыдущих мер R1(σ) и R2(σ), не только наличие
критически напряженных трещин, но и индекс
критичности принимался во внимание. Предпо-
лагалось, что трещина, характеризующаяся высо-
ким отношением сдвигового напряжения, дей-
ствующего на ее поверхности, к нормальному,
внесет больший вклад в аномалию геофизическо-
го индикатора, по сравнению с трещиной, для ко-
торой отношение τn/σn лишь немного превосхо-
дит μ. В связи с этим в работе [Ito et al., 2002] вме-
сто бинарного индекса K (9) использовался
индекс критичности M (8) аналогично определе-
нию R2(σ):

(15)

Как и в предыдущих случаях, мера должна до-
стигать своего глобального максимума в случае,
когда достигается наилучшее соответствие между
критически напряженными и флюидопроводя-
щими трещинами. Тем не менее, не следует ожи-
дать, что этот максимум будет равным единице –
такое возможно было бы только если бы отноше-
ния сдвигового напряжения к нормальному были
бы равны единице для всех критически напря-
женных трещин, тогда как сдвиговые напряже-
ния на всех не критически напряженных трещи-
нах были бы равны нулю.

В рамках данной работы предлагается моди-
фицированная версия этой меры. Можно ожи-
дать, что чем выше отношение сдвигового напря-
жения на плоскости трещины к нормальному,
тем более значительной будет аномалия геофизи-
ческого индикатора. Таким образом, в предыду-
щем выражении бинарный индекс T (4) может
быть заменен на небинарный индекс P (5):

(16)

Использование меры соответствия R4(σ)
осложнено необходимостью знания зависимости
между отношением напряжений на трещине и
степенью выраженности геофизической анома-
лии. Как было отмечено в работе [Dubinya,
2019b], можно ожидать, что это соотношение мо-
жет быть нелинейным и зависеть от типа горной
породы. Такое соотношение может быть получе-
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но по результатам лабораторных экспериментов
на образцах породы, детального анализа геофизи-
ческих данных и численного моделирования.

Перечисленные меры соответствия могут быть
использованы для решения обратной задачи ре-
конструкции напряжений: поиска таких парамет-
ров напряженного состояния σ, которые обеспе-
чивают достижение глобального максимума вы-
бранной меры в пространстве напряжений, в
области, ограниченной условием (12). Можно
ожидать, что использование разных мер соответ-
ствия может вести к решениям обратной задачи
с различными точностями и чувствительностя-
ми к зашумлению входных данных: поиск луч-
шей меры и сравнение полученных решений
можно отнести к важным методическим зада-
чам. Для решения этих задач следует рассмот-
реть область эквивалентных решений и чувстви-
тельность результата к зашумлению входных
данных. В качестве исходных данных для этого
можно использовать синтетическую модель тре-
щин.

Отметим, что все рассматриваемые меры соот-
ветствия (целевые функции) нелинейны по отно-
шению к определяемым параметрам напряжен-
ного состояния σ, как и сами модельные характе-
ристики трещин M(σ) и K(σ) (см. формулы (8),
(9)). Отсюда следует, что рассматриваемая задача
не относится к классу задач линейного програм-
мирования и при ее решении нельзя использо-
вать обширный класс методов регуляризации,
разработанных для линейных обратных задач
[Тихонов, Арсенин, 1979]. Что касается возмож-
ности отнесения данной задачи к задачам выпук-
лого программирования, то нелинейный харак-
тер мер соответствия затрудняет теоретический
анализ данного вопроса. Эмпирическое его ис-
следование составляет одну из задач настоящей
работы.

3. РЕКОНСТРУКЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ
ПО СИНТЕТИЧЕСКИМ ДАННЫМ

3.1. Синтетическая модель трещиноватости

Исходные данные для решения обратной зада-
чи реконструкции напряженного состояния тре-
щиноватой среды на основании анализа есте-
ственной трещиноватости относятся именно к
трещинам. К этим данным можно отнести глуби-
ну, на которой обнаружена трещина, ее про-
странственную ориентацию (два угла – угол паде-
ния и азимут) и способность трещины проводить
флюид. Эта способность связана со значением
геофизического индикатора y(zj), определенным
для j-й трещины по результатам интерпретации
геофизических исследований скважин на глубине
zj (выражения (4) и (5)). Эти данные используют-
ся для определения напряженного состояния σ –

отношений напряжений σh/σV и σH/σV, – порож-
дающего классификацию трещин в соответствии
с признаком критического напряженного состоя-
ния. Трещина считается критически напряжен-
ной, если нормальное и касательное напряжения,
действующие на ее поверхности, удовлетворяют
критерию (1). Эти напряжения могут быть найде-
ны по выражениям (2) и (3), если известны на-
правляющие косинусы l и n нормали к трещине в
главных осях тензора напряжений. Это означает,
что для проверки выполнения критерия (1) доста-
точно знать величины главных напряжений, на-
правления их действия и пространственную ори-
ентацию рассматриваемой трещины. Здесь и да-
лее будет рассматриваться случай вертикальности
одной из главных осей тензора напряжений. Бо-
лее того, направление действия максимального
горизонтального напряжения тоже будет считать-
ся известным: основное внимание уделяется ре-
конструкции величин главных напряжений по
данным о трещиноватости. В рамках поставлен-
ных условий решением обратной задачи будет яв-
ляться пара отношений между горизонтальным и
вертикальным напряжением σh/σV и σH/σV, обес-
печивающая наилучшее соответствие между флю-
идопроводящими и критически напряженными
трещинами. Для верификации подхода к решению
этой задачи рассматривается модельная трещино-
ватая среда, подверженная некоторому “истинно-
му” напряженному состоянию. Далее выполняет-
ся проверка, может ли информация о естествен-
ной трещиноватости быть использована для
поиска “истинного” напряженного состояния.

Был рассмотрен массив пород (интервал глу-
бин), в котором все главные напряжения линейно
растут с глубиной, максимальное горизонтальное
напряжение действует в одном и том же направ-
лении на всем интервале. В этот синтетический
массив было помещено 400 естественных тре-
щин, которые были бы обнаружены при бурении
в нем вертикальной скважины. Синтезирован-
ный массив горных пород был подвергнут трехос-
ному сжатию: были рассмотрены три случая, со-
ответствующие сбросовому, сдвиговому и взбро-
совому тектоническим режимам.

Для того, чтобы набор трещин являлся доста-
точно реалистичным, распределение их про-
странственных ориентаций было определено как
распределение Фишера с известным полюсом
[Fisher, 1953]:

(17)

Здесь PdA(θ) дает вероятность (в расчете на еди-
ницу телесного угла) того, что нормаль к трещине
лежит в элементарном угле dA, лежащем на угло-
вом расстоянии θ от истинного среднего направ-
ления; θ – отклонение от истинного среднего на-

( ) ( ) ( )κθ = κ ⋅ θ
π κ
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4 sinhdAP
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правления (= 0 для истинного среднего), и κ – па-
раметр кучности: чем выше значение κ, тем более
вероятно найти большое отклонение нормали к
произвольной трещине и наиболее вероятным
направлением. В рамках данной работы параметр
кучности принят равным 5.

Математическое ожидание для синтетиче-
ской модели трещиноватости определяется про-
странственной ориентацией так называемой оп-
тимально ориентированной трещины – трещи-
ны с максимальным значением эквивалентного
напряжения по Кулону – разницы между нор-
мальным и касательным напряжениями, дей-
ствующими на ее поверхности. Для произволь-
ного тензора напряжений нормаль к оптималь-
ной ориентированной трещине определяется
как:

(18)
Здесь n0 – нормаль к плоскости оптимально

ориентированной трещины; σ1 и σ3 – направле-
ния действия максимального и минимального
главных напряжений соответственно; α и β – две
скалярных безразмерных величины, определяе-
мых из системы:

(19)

Здесь ϕ – угол внутреннего трения породы
(μ = tgϕ); ,  и  – координаты вектора на-
правления максимального главного напряжения
в глобальной системе координат; ,  и  – ко-
ординаты вектора направления минимального
главного напряжения в глобальной системе коор-
динат. Второе выражение в системе (19) представ-
ляет собой квадратное уравнение, имеющее, со-
ответственно, два корня, отвечающие двум систе-
мам оптимально ориентированных трещин.
Следует отметить, что система (19) не подразуме-
вает необходимости субвертикальности одной из
главных осей тензора напряжений и может быть
использована для произвольного тензора напря-
жений.

Для анализа решения обратной задачи в усло-
виях разных тектонических режимов, было рас-
смотрено три варианта нагружения среды с “ис-
тинными” напряжениями. Варианты нагружения
были определены в соответствии с тремя текто-
ническими режимами, допускающими существо-
вание критически напряженных трещин для ха-
рактерного значения трения μ ≈ 0.6.

В качестве первого напряженного состояния
был выбран сбросовый тектонический режим,
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соотношение главных напряжений составляет:
σV : σH : σh = σ1 : σ2 : σ3 = 5 : 3 : 1.

В качестве второго напряженного состояния
был выбран сдвиговый тектонический режим,
соотношение главных напряжений составляет:
σV : σH : σh = σ2 : σ1 : σ3 = 3 : 5 : 1.

В качестве третьего напряженного состояния
был выбран взбросовый тектонический режим,
соотношение главных напряжений составляет:
σV : σH : σh = σ2 : σ3 : σ1 = 1 : 7 : 2.

Перечисленные отношения напряжений были
использованы для разрешения системы (19) и со-
здания трех синтетических наборов трещин, под-
чиняющихся распределению (17). После этого
пространственная ориентация каждой синтези-
рованной трещины была использована для расче-
та действующих на ее поверхности напряжений τn
и σn. Эти напряжения были использованы для то-
го, чтобы определить, какие из трещин являются
критически напряженными при условиях, ука-
занных выше. Стереограммы, на которых отмече-
ны полюсы к естественным трещинам, показаны
на рис. 1. На рисунке показана равновеликая ази-
мутальная проекция Ламберта. Красная точка
показывает направление действия максималь-
ного главного напряжения σ1; желтая точка –
направление действия промежуточного главно-
го напряжения σ2; зеленая точка соответствует
направлению действия минимального главного
напряжения σ3. Голубыми и оранжевыми точка-
ми отмечены нормали к естественным трещи-
нам: оранжевым цветом показаны критически
напряженные трещины, голубым – не критиче-
ски напряженные, в условиях, указанных выше.
Фиолетовые точки отмечают направления нор-
малей к оптимально ориентированным трещи-
нам, рассчитанные по выражению (18) с исполь-
зованием решения уравнений (19). Черные пунк-
тирные линии показывают направления действия
главных напряжений. Во всех трех случаях на-
правление действия максимального горизонталь-
ного напряжения считалось одним и тем же.

Данные по разделению трещин на критически
напряженные и некритически напряженные, по-
казанные на рис. 1, используются для верифика-
ции алгоритма реконструкции напряжений. Ал-
горитм можно будет считать верифицированным,
если результат решения поставленной задачи
(условия, при которых мера соответствия дости-
гает глобального максимума) будет совпадать с
“истинными” напряжениями, представленными
выше, для каждого из трех рассмотренных случаев.

3.2. Верификация алгоритма реконструкции
Обратная задача реконструкции отношений

между главными напряжениями на основании
анализа флюидопроводимости естественных тре-
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щин была решена для данных, представленных на
рис. 1. Эти данные были использованы для того,
чтобы рассчитать индексы аномальности tj и pj для
каждой трещины. Перед тем, как добавлять в рас-
смотрение зашумление исходных данных, пред-
полагалось, что геофизический индикатор рабо-
тает идеально, то есть для любой критически на-
пряженной трещины tj принимался равным
единице, а для не критически напряженной – ну-
лю. Небинарный индекс аномальности pj прини-
мался равным индексу напряженности kj(σ). Да-
лее исследовалось влияние напряженного состо-
яния на расчетные индексы критичности: эти
индексы и соответствующие меры соответствия
использовались для всех пар отношений горизон-
тальных напряжений к вертикальному, удовле-
творяющих условию неразрушения (12). Было
рассмотрено, достигается ли глобальный макси-
мум меры соответствия при значениях отноше-
ний горизонтальных напряжений к вертикально-
му, равных “истинным”, порождающим класси-
фикацию трещин, показанную на рис. 1. Таким
образом, синтетические данные были использо-
ваны для верификации алгоритма реконструкции
напряжений на основании данных о трещинова-
тости. Кроме того, рассматривалась область эк-
вивалентных решений обратной задачи – для тех
случаев, при которых максимум меры соответ-
ствия достигается для нескольких значений отно-
шений между напряжениями. Наконец, градиент
меры соответствия использовался для анализа
устойчивости решения. Семиэтапная процедура
реконструкции напряжений была выполнена для

данных, показанных на рис. 1. Меры соответ-
ствия R1(σ), R2(σ), R3(σ) и R4(σ) были рассчитаны
из возможных отношений между напряжениями
σh/σV и σH/σV, удовлетворяющих условию (12): для
каждой пары отношений индексы критичности kj(σ)
и mj(σ) рассчитывались по выражениям (8) и (9) с ис-
пользованием синтезированных пространствен-
ных ориентаций трещин и выражений (2) и (3).

Для того, чтобы решить обратную задачу, ис-
пользовался алгоритм полного перебора: множе-
ство возможных значений искомых параметров –
соотношений между напряжениями – представ-
ляет собой односвязную область в двухмерном
пространстве, ограниченную условием (12) и
требованием σH ≥ σh, вытекающим из используе-
мого определения. При использовании коэффи-
циента трения среды μ = 0.6 и величины когезии
C = 30 МПа исследуемая область ограничивается
четырехугольником, вершины которого имеют в
пространстве (σh/σV, σH/σV) координаты (0.15,
0.15), (0.15, 1.00), (1.00, 3.65) и (3.65, 3.65). Нижняя
граница точности найденного решения при ис-
пользовании этого алгоритма определяется ша-
гом сканирования по осям. В рамках данной ра-
боты был выбран шаг сканирования, равный 0.01.
Алгоритм полного перебора в данном случае при-
меняется для того, чтобы иметь возможность ис-
следовать поведение целевой функции на всем
допустимом множестве параметров σ, вопросы
единственности и устойчивости решения. Вопрос
поиска оптимального метода оптимизации выхо-
дит за пределы настоящей работы и остается

Рис. 1. Синтетические стереограммы для рассмотренных тектонических режимов.
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предметом дальнейших исследований. Отметим,
что используемый в данной работе алгоритм
полного перебора позволяет решать задачу об
оценке напряжений без значительных вычисли-
тельных затрат: при выбранных параметрах рас-
чет значений четырех мер соответствия для од-
ной реализации системы трещин по всем допу-
стимым (удовлетворяющим условию (12))
напряженным состояниям занимает две минуты
при использовании обычного персонального
компьютера на базе процессора Intel Core i7 с 4 ГБ
оперативной памяти, при реализации алгоритма
средствами Visual Basic в программе Microsoft
Excel. Уменьшение шага сканирования по осям
ведет к росту вычислительных затрат на анализ
данных о трещиноватости, однако следует пони-
мать, что на практике при оценке напряжений
(например, при анализе скважинных данных)
стоит задача анализа всего одного набора данных,
то есть достаточно реализовать описанный алго-
ритм один раз. Кроме того, значительного умень-
шения времени на вычисления можно достичь за
счет реализации алгоритма с использованием
компилируемого языка программирования и
программной оптимизации.

Были проанализированы три тектонических
режима. “Истинные” параметры напряженного
состояния породили классификацию трещин по
признаку флюидопроводимости, индексы ано-
мальности tj и pj были рассчитаны по выражениям
(4) и (5) в предположении о том, что геофизиче-
ский индикатор прямо коррелирует с соотноше-
нием между касательным и нормальным напря-
жениями на плоскости трещины при “истинном”
напряженном состоянии. Наконец, рассчитан-
ные индексы были использованы для определе-
ния значений мер соответствия по выражениям

(10), (11) и (13)–(14) для каждого напряженного
состояния. Для визуализации результатов были
использованы полигоны напряжений [Zoback
et al., 1986] – координатные плоскости, по осям
которых откладываются отношения горизонталь-
ных напряжений к вертикальному. На таких
плоскостях возможные напряженные состояния
ограничиваются условием неразрушения (12) и
естественным ограничением σH ≥ σh. На рис. 2–
рис. 4 представлены результаты расчета мер соот-
ветствия для трех тектонических режимов: сбро-
совый режим представлен на рис. 2, сдвиговый –
на рис. 3, взбросовый – на рис. 4.

Фиолетовая линия на рис. 2–рис. 4 ограничи-
вает полигон напряжений в соответствии с услови-
ем (12). Зеленым цветом показана точка, соответ-
ствующая “истинным” отношениям горизонталь-
ных напряжений к вертикальному. Красными
точками отмечены напряженные состояния, при
которых достигается глобальный максимум соот-
ветствующей меры – решение поставленной за-
дачи с использованием выбранной меры соответ-
ствия. Сплошные линии оттенков оранжевого
представляют собой изолинии постоянных зна-
чений меры соответствия: самая темная красная
линия соответствует величине меры, составляю-
щей 95% от ее глобального максимума; более
светлые линии отражают меньшие значения: бо-
лее темная красная линия – это изолиния значе-
ний R(σ) на уровне 90% от максимума, красная
соответствует 80%, оранжевая – 70%, желтая –
60%. Эти изолинии отражают неопределенность
и устойчивость решения обратной задачи: чем
больше площадь, ограниченная соответствующей
линией, тем больше область неопределенности
определения напряжений. Формы областей могут
быть использованы для понимания сравнитель-

Рис. 2. Полигоны напряжений для сбросового режима. Фиолетовая линия ограничивает полигон напряжений;
сплошные жирные линии – изолинии мер соответствия; красная точка – максимум меры соответствия; зеленая –
“истинное” решение.
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ной неопределенности в оценке минимального и
максимального горизонтальных напряжений.
Далее представлено обсуждение результатов на
рис. 2–рис. 4.

Прежде всего, можно заметить, что поставлен-
ная обратная задача может не иметь единственно-
го решения. Это особенно ярко проявляется на
результатах, полученных с использованием мер
соответствия R1(σ) и R2(σ). Как следствие, можно
говорить о некорректности поставленной обрат-
ной задачи. Отдельного внимания заслуживает
сравнительный анализ результатов, полученных с
использованием различных мер соответствия.

Мера соответствия R1(σ) не дает возможности
единственным образом оценить два горизонталь-
ных напряжения, так как набор различных пар
отношений горизонтальных напряжений к вер-
тикальному дает одну и ту же долю критически

напряженных трещин. Соответствующий набор
параметров напряженного состояния, порожда-
ющих долю критически напряженных трещин,
равную экспериментально определенной, состав-
ляет множество эквивалентности решений обрат-
ной задачи. Этот результат в полной мере отвеча-
ет практике оценки напряжений с использованием
этой меры соответствия для реальных объектов
[Ezhov et al., 2017; Dubinya, Ezhov, 2017]: в этих ра-
ботах было показано, что использование относи-
тельного количества критически напряженных
трещин позволяет оценивать лишь нелинейную
комбинацию двух горизонтальных напряжений,
но не каждое из них в отдельности, если в рас-
смотрение не вводятся дополнительные данные о
напряжениях. Следовательно, на плоскости па-
раметров напряженного состояния σh/σV, σH/σV
множество эквивалентности представляет собой

Рис. 3. Полигоны напряжений для сдвигового режима. Легенда аналогична рис. 2.
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Рис. 4. Полигоны напряжений для взбросового режима. Легенда аналогична рис. 2.
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кривую линию, что и видно на рис. 2–рис. 4. Ка-
жущееся распадение множества эквивалентности
на дискретный набор точек обусловлено конеч-
ным шагом сетки, для которой производился рас-
чет меры соответствия. Очевидно, область экви-
валентных решений обратной задачи содержит в
себе и “истинное” решение, т.е. несмещенную
оценку параметров напряженного состояния
среды.

Анализ формы изолиний целевой функции
позволяет судить о потенциальной ε-эквивалент-
ности в решении обратной задачи: при наличии
ошибок классификации во входных данных доля
критически напряженных трещин известна с не-
которой погрешностью, следовательно все значе-
ния параметров σ, порождающие значения целе-
вой функции близкие к максимуму в пределах по-
грешности, определяют область ε-эквивалентных
решений, т.е. решений, не различимых с практи-
ческой точки зрения при заданной погрешности ε.
Поэтому за оценку области ε-эквивалентных ре-
шений можно принять множество пространства
параметров, ограниченное изолинией целевой
функции заданного уровня. Естественно, множе-
ство полностью эквивалентных решений принад-
лежит области ε-эквивалентности при любом ε.

Интересно, что для меры соответствия R1(σ)
области ε-эквивалентности, ограничиваемые
изолиниями целевой функции, отвечающими
погрешностям от 10% до 30% (относительно
максимума) почти совпадают, т.е. данная мера
соответствия слабо чувствительна по отноше-
нию к соответствующему увеличению погреш-
ности классификации трещин.

Кроме того, форма изолиний отвечает так на-
зываемому “овражному” функционалу с осью,
вытянутой на рис. 2 и рис. 3 вдоль вертикальной
оси, а на рис. 4 – вдоль горизонтальной оси. От-
сюда следует, что использование меры соответ-
ствия R1(σ) для оценки минимального горизон-
тального напряжения более надежно, чем для
оценки максимального горизонтального напря-
жения для случаев сбросового и сдвигового тек-
тонических режимов, тогда как для взбросового
режима ситуация обратна.

Поведение меры соответствия R2(σ) в целом
близко к таковому для меры соответствия R1(σ),
хотя наблюдаются и определенные различия.
Видно, что в большинстве случаев у меры R2(σ)
имеется только один глобальный максимум, что
позволяет говорить о наличии единственного
решения обратной задачи для идеального случая –
без ошибок в классификации трещин по призна-
ку флюидопроводимости. В качестве единствен-
ного исключения можно отметить случай, пока-
занный для взбросового режима, в котором мак-
симальное значение R2(σ) было достигнуто для
нескольких близких друг к другу напряженных

состояний. Важным является тот результат, что
максимум меры соответствия R2(σ) всегда дости-
гается для истинного напряженного состояния,
т.е. соответствующая оценка несмещенная, что
подтверждает возможность использования этой
меры соответствия для оценки напряжений в слу-
чае, когда в исходной классификации нет оши-
бок. Области ε-эквивалентных решений, отвеча-
ющих мере соответствия R2(σ) близки к своим
аналогам для меры R1(σ), т.е. мера R2(σ) также не
слишком чувствительна к возрастанию погреш-
ности в классификации трещин по признаку
флюидопроводимости в пределах до 20–30%.
Аналогичным образом, для случая недр, находя-
щихся в сбросовом или сдвиговом режиме, более
устойчиво определяется минимальное, а для слу-
чая взбросового режима – максимальное гори-
зонтальное напряжение.

Поскольку меры соответствия R3(σ) и R4(σ) ис-
пользуют небинарные индексы, соответствую-
щие им изолинии целевой функции более глад-
кие. Хотя поведения решений, получаемых с ис-
пользованием этих мер близки, следует отметить
один важный момент. В то время как у обеих мер
соответствия наблюдается по одному глобально-
му максимуму, этот максимум достигается при
“истинном” напряженном состоянии только для
R4(σ). В то же время, максимум меры соответ-
ствия R3(σ) достигается при напряжениях, близ-
ких, но не равных “истинным”, т.е. оценка на-
пряженного состояния, получаемая при решении
обратной задачи с использованием меры R3(σ),
является смещенной. Этот вопрос заслуживает
отдельного внимания. Проведенный анализ по-
казал, что такое несоответствие вызвано отсут-
ствием учета связи между сильными и слабыми
аномалиями геофизического индикатора, вы-
званного, соответственно, сильно и слабо выра-
женной критической напряженностью трещин.
Строго говоря, присутствие большого количества
трещин с низким индексом критичности будет
оказывать значительное влияние на значение ме-
ры соответствия R3(σ). В то же время, небольшое
количество сильно напряженных трещин, с на-
пряжениями, находящимися на плоскости Мора
существенно выше критерия (1), не должно ока-
зать сильного влияния на значение меры соответ-
ствия R3(σ). Поскольку R3(σ) достигает значения,
равного единице, только в том случае, когда на
всех критически напряженных трещинах дей-
ствуют равные друг другу по модулю нормальные
и касательные напряжения, решение обратной
задачи будет соответствовать этому случаю, что
приводит к смещению оценки

Последняя мера соответствия R4(σ) показыва-
ет, на первый взгляд, наилучшее поведение: целе-
вая функция имеет единственный глобальный
максимум, достигаемый при истинных значения
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параметров напряженного состояния, т.е. реше-
ние обратной задачи единственно и соответству-
ющая оценка σ является несмещенной. Однако
для успешного использования этой меры необхо-
димо установить связь между выраженностью
аномалии геофизического индикатора (выраже-
ние (5)) и соотношением между касательным и
нормальным напряжениями (8). В рамках данно-
го теоретического исследования предполагалось,
что такая связь уже установлена и подтверждена,
причем зависимость между индексами аномаль-
ности и критической напряженности линейная.
Если такая связь остается справедливой и для
реальных данных, можно ожидать, что исполь-
зование меры R4(σ) позволит наиболее точно и
достоверно реконструировать напряжения по
сведениям о естественной трещиноватости. Тем
не менее, процесс нахождения и обоснования та-
кой связи может представлять существенные
трудности, поскольку требует дополнительных
теоретических и экспериментальных исследова-
ний влияния критически напряженных трещин
на различные физические свойства горных пород
и соответствующие геофизические индикаторы
(поля).

Отметим, что хотя решение единственно, изо-
линия целевой функции, отвечающая 90% от
максимума (т.е., приблизительно уровню 10% по-
грешности в данных) ограничивает весьма значи-
тельное по площади множество пространства па-
раметров, составляющее множество ε-эквива-
лентности. Следовательно, даже относительно
небольшие погрешности в определении степени
“напряженности” трещин по геофизическим ин-
дикаторам приводят к практической неразличи-
мости решений, отвечающих существенно раз-
личным напряженным состояниям σ. Вкупе со
сложностью оценки такой погрешности на прак-
тике это делает применение меры R4(σ) сопря-
женным со значительными затруднениями.

В заключение отметим, что для всех исследо-
ванных мер соответствия целевая функция не яв-
ляется выпуклой на всем множестве допустимых
значений σ, как это следует из наблюдаемой на
рис. 2–4 формы изолиний. Поэтому данная об-
ратная задача не является задачей выпуклого про-
граммирования.

4. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ

Для того, чтобы проанализировать устойчи-
вость решения рассматриваемой задачи по отно-
шению к зашумлению исходных данных, в анализ
был введен параметр зашумления q, характеризу-
ющий возможность некорректной классифика-
ции трещин в соответствии с геофизическим ин-
дикатором. Параметр зашумления q был введен
следующим образом: бинарный индекс аномаль-

ности tj для j-й трещины менялся на противопо-
ложный с вероятностью q (индекс 1 менялся на 0,
индекс 0 менялся на 1); небинарный индекс pj
был умножен на случайную величину, равномер-
но распределенную на интервале от 1 – q до 1 + q.
Для анализа устойчивости решения обратной за-
дачи реконструкции напряжений по данным о
трещиноватости, эта задача была решена для ис-
ходных данных, зашумленных по законам:

(20)

Здесь r – случайная величина, равномерно
распределенная на промежутке [0; 1]. Модифи-
цированные индексы аномальности (q) и

(q) порождают классификации трещин по
признаку флюидопроводимости, ухудшенные
(зашумленные) по сравнению с классификация-
ми, порожденными исходными индексами tj и pj.
Как следствие, четыре меры соответствия, ис-
пользованные ранее, также могут зависеть от пара-
метра зашумленности q: Ri = Ri(σ, q), i = 1, 2, 3, 4.
Это позволяет численно оценить устойчивость
решений обратной задачи, полученных с исполь-
зованием каждой из этих мер, по отношению к
ошибке в классификации трещин по признаку
флюидопроводимости, выполненной на основа-
нии результатов геофизических исследований
скважин.

Для анализа устойчивости были рассмотрены
три параметра: расстояние между найденным ре-
шением обратной задачи и истинными парамет-
рами напряженного состояния (D(Ri)); значение
меры соответствия для истинных напряжений
( ); отношение значения меры для истинных
значений σ к ее глобальному максимуму (E(Ri)).
Эти три параметра были рассчитаны для набора
решений обратной задачи, полученных для зна-
чений параметра зашумленности от 0 до 50%. Для
того, чтобы добиться лучшего понимания устой-
чивости решения по отношению к зашумлению
входных данных, для каждого значения парамет-
ра зашумленности проводилось по десять реали-
заций зашумления – для каждой реализации
входные данные модифицировались по выраже-
ниям (20) с произвольной величиной r. Эти реа-
лизации использовались для расчета минималь-
ного, среднего и максимального значений вели-
чин D(Ri), , and E(Ri).
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Расстояние от решения до истинного напря-
женного состояния определялось как:

(21)

Здесь  и  – горизонтальные напряже-
ния, для которых были сформированы исходные
данные;  и  – горизонтальные напряже-
ния, при которых достигается максимум меры Ri,
i, = 1, 2, 3, 4. Это расстояние характеризует абсо-
лютную погрешность в определении напряже-
ний, обусловленную ошибками в изначальной
классификации трещин по признаку флюидо-
проводимости. В случае, когда у обратной задачи
наблюдалось несколько эквивалентных реше-
ний, из всех возможных расстояний до “истин-
ного” решения выбиралось минимальное.

Расстояния между найденным и “истинным”
решениями D(Ri) показаны на рис. 5. Этот и по-
следующие рисунки построены для случая сбро-
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σ
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сового тектонического режима, для остальных
режимов характер зависимостей аналогичен.
Пунктирные линии соединяют непосредственно
результаты расчетов для разных реализаций (ми-
нимальные, средние и максимальные значения
расстояний), сплошные линии отображают полу-
ченные аппроксимации. Черная линия характе-
ризует максимальное полученное расстояние
между полученным и “истинным” решениями,
выбранное из всех рассмотренных реализаций
(для разных значений r). Темно-серым цветом
показано среднее значение расстояния по реали-
зациям, светло-серым – минимальное. Анало-
гичная цветовая схема будет использована и для
анализа значения меры соответствия при “истин-
ных” напряжениях , и для ее отношения к
глобальному максимуму E(Ri).

Из результатов, показанных на рис. 5, можно
сделать несколько важных выводов. В первую
очередь, можно отметить поведение величины
D(R1). В то время, как D(R2), D(R3) и D(R4) харак-

true
iR

Рис. 5. Расстояние между полученным и “истинным” решением обратной задачи с ростом зашумленности исходных
данных.
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теризуются монотонным ростом расстояния
между найденным и “истинным” решениями по
мере роста параметра зашумленности, у расстоя-
ния D(R1) (минимальный вариант) существует
максимум, достигаемый при определенном пара-
метре зашумленности. При больших значениях
параметра зашумленности расстояние D(R1) на-
чинает уменьшаться с ростом шума. Это явление
обусловлено определением (13): вместо того, что-
бы попарно сравнивать трещины между собой,
использование меры соответствия позволяет
лишь сравнивать общую долю критически напря-
женных и флюидопроводящих трещин. Из выра-
жения (20) следует, что общая доля трещин может
оставаться одной и той же для разных значений
параметра зашумленности: так, если ровно поло-
вина трещин является критически напряженной,
величина q = 1 не приведет к изменению доли
критически напряженных трещин. Далее, следует
отметить, что мера R4 оказывается самой надеж-
ной – диапазон значений D(R4) значительно
меньше диапазонов для других мер (но, как было
отмечено ранее, требовательной к установлению
связи между аномальностью и выраженностью
критической напряженности), поскольку рассто-
яние между полученным и “истинным” решени-
ями обратной задачи в ее случае существенно
меньше по сравнению с R2 и R3. Наконец, при ис-
пользовании мер R2 и R3 расстояние до истинного
решения начинает резко возрастать только при
параметре зашумленности, превосходящем 20%.
Такая величина приемлема и соответствует ти-
пичным ошибкам при интерпретации естествен-
ной трещиноватости [Silva et al., 2003].

Второй параметр, использованный для иссле-
дования чувствительности решения обратной за-
дачи реконструкции напряжений по отношению
к зашумлению исходных данных, был определен
как значение меры соответствия при истинных
напряжениях:

(22)

Мера соответствия определяется для напря-
женного состояния, характеризующегося значе-
ниями отношений горизонтальных напряжений
к вертикальному, для которых была построена
классификация, показанная на рис. 1. На рис. 6
эта величина построена для четырех мер соответ-
ствия и набора значений параметра зашумления
q. Используется та же легенда, что и на рис. 5:
пунктирные линии соответствуют результатам
расчетов, сплошные являются аппроксимация-
ми, светло серым цветом отмечено минимальное
значение, темно серым – среднее, а черным –
максимальное значение меры соответствия для
рассмотренных реализаций, отличающихся зна-
чением величины r.

( ) ( )σ = σ σ, , , .true true true
i i H hR q R q

Как и в предыдущем случае, все меры соответ-
ствия, за исключением R1, характеризуются мо-

нотонным уменьшением величины  по мере
роста параметра зашумленности. Объяснение
этого факта аналогично приведенному выше: при
использовании меры R1 важна только относи-
тельная доля критически напряженных и флюи-
допроводящих трещин, но не их попарное соот-
ветствие. Для мер R2, R3 и R4 характерно близкое к
линейному падение их значений при “истинных”
напряжениях по мере роста параметра зашумлен-
ности q. Следует отметить, что величина меры R3
не равна единице даже для нулевого зашумления,
что соответствует обсуждению смещения соот-
ветствующей оценки параметров напряженного
состояния, получаемой при использовании этой
меры соответствия, представленной в предыду-
щем разделе.

Ясно, что не только абсолютное значение ме-
ры соответствия при “истинных” напряжениях
уменьшается по мере роста шума: значения мер,
рассчитанных для всех прочих напряженных со-
стояний, также уменьшаются. В связи с этим, в
анализ чувствительности было введено исследо-
вание третьего параметра – отношения E(Ri) зна-
чения меры при “истинных” напряжениях к ее
абсолютному максимуму. Этот параметр может
быть определен как:

(23)

Поскольку по определению 0 ≤ Ri(σH, σh) ≤
≤ Ri( ) значение E(Ri) может изменяться в
пределах от нуля до единицы. Чем выше величина
E(Ri), полученная для определенного параметра
зашумленности q, тем меньше неопределенность,
возникающая при решении обратной задачи с ис-
пользованием выбранной меры соответствия. На
рис. 7 показаны результаты, полученные для
сбросового тектонического режима. Легенда со-
храняется аналогичной рис. 5 и рис. 6.

Рис. 7 подтверждает, что хотя у всех мер соот-
ветствия, за исключением R1, наблюдается сход-

ное поведение при рассмотрении , то же са-
мое неверно для его нормированного значения.
Относительные изменения величин E(R2) и E(R3)
очень малы для параметров зашумленности, не
превосходящих 30%, после чего происходит не-
линейное уменьшение этих величин по мере ро-
ста q. E(R4) изменяется существенно меньше и
при высоких значениях параметра зашумленно-
сти, что еще раз подтверждает преимущества ис-
пользования меры R4 с оговоркой о необходимо-
сти установления связей между выраженностью
критической напряженности трещины и степенью
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вызванной ее присутствием аномальности геофи-
зического индикатора.  и E(R1) ведут себя
сходим образом, поскольку глобальный макси-
мум R1 остается близким к единице.

Из рис. 5–рис. 7 следует, что высокие значе-
ния параметра зашумленности приводят к не-
устойчивости решения обратной задачи рекон-
струкции напряжений на основании данных о
трещиноватости, полученного с использованием
любой из рассмотренных мер. Со всех позиций
мера соответствия R4 демонстрирует наилучшие
результаты, однако ее использование требует до-
полнительных исследований, в том числе, специ-
фичных для региона, в котором выполняется ре-
конструкция напряжений. Мера соответствия R2
демонстрирует схожие с R4 результаты: хотя точ-
ность полученных решений ниже, а чувствитель-
ность к погрешностям в исходных данных выше,
общие тенденции одни и те же, причем использо-
вание меры R2 не требует установления конкрет-
ного вида связи между индексами аномальности
и критической напряженности – требуется лишь

1
trueR

подтверждение существования такой связи. Не-
смотря на устойчивое поведение решений, полу-
чаемых с использованием меры соответствия R3,
эти решения характеризуются являются смещен-
ными, т.е. не соответствуют истинным значениям
напряжений. Наконец, мера R1 дает решения об-
ратной задачи, чувствительные к зашумлению
входных данных.

Представленные результаты позволяют судить
об устойчивости решения обратной задачи ре-
конструкции напряжений по данным о трещино-
ватости по отношению к зашумлению входных
данных. Следует отметить, что в рамках данной
работы рассматривалась исключительно случай-
ная ошибка в интерпретации данных геофизиче-
ских исследований скважин с позиций классифи-
кации по принципу флюидопроводимости. На-
личие в такой классификации систематической
ошибки приведет к невозможности корректной
реконструкции напряженного состояния пород
околоскважинной зоны с использованием разра-
батываемого подхода.

Рис. 6. Значение меры соответствия при “истинных” напряжениях с ростом зашумленности исходных данных.
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5. ВЫВОДЫ

Оценка напряженного состояния верхних сло-
ев земной коры – актуальная и важная задача, ре-
шение которой имеет и практическую, и фунда-
ментальную значимость. Разработанные и широ-
ко применяемые на практике методы оценки
напряжений по скважинным данным имеют
ограниченные области применения, в связи с
чем, представляется важным развитие альтерна-
тивных методов.

Данная работа посвящена одному из этих ме-
тодов, а именно, реконструкции текущих напря-
жений на основании анализа естественной тре-
щиноватости. Несмотря на то, что этот метод не-
однократно применялся на практике для оценки
напряженного состояния массивов горных пород
в различных регионах, до сих пор отсутствовало
детальное исследование метода решения обрат-
ной задачи, возникающей при его применении.
При этом разные авторы, реализующие этот под-
ход, используют различные способы определения
наилучшего соответствия между критически на-

пряженными и флюидопроводящими трещина-
ми – соответствия, лежащего в основе методов
реконструкции напряжений по данным о трещи-
новатости.

В работе было выполнено систематическое
исследование алгоритма реконструкции напря-
жений на основании скважинных исследова-
ний трещиноватости пород околоскважинной
зоны. Процедура реконструкции напряжений
может быть строго сформулирована следую-
щим образом:

1. Разделение наблюдаемого интервала глубин
пласта на интервалы, содержащие по одной есте-
ственной трещине;

2. Расчет на каждом интервале коэффициента
аномальности показателей геофизических иссле-
дований скважины, вызванного присутствием
флюидопроводящей трещины. Создание геофи-
зически обоснованной классификации трещин
по признаку флюидопроводимости;

Рис. 7. Отношение меры соответствия при “истинных” напряжениях к ее глобальному максимуму с ростом зашумлен-
ности исходных данных.
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3. Выбор модели зависимости напряжений от
глубины и определение набора параметров, зада-
ющих конкретные профили;

4. Расчет напряжений, действующих на каж-
дой трещине для определенного набора значений
параметров напряженного состояния. Создание
для каждого такого набора значений, классифи-
кации трещин по признаку критической напря-
женности;

5. Расчет меры соответствия классификаций
трещин по признакам флюидопроводимости и
критической напряженности для рассматривае-
мого напряженного состояния;

6. Повтор этапов 4–6 для всех возможных зна-
чений параметров, характеризующих напряжен-
ное состояние пласта.

Было проведено исследование использования
различных способов определения меры соответ-
ствия при решении задачи оптимизации: предло-
жено четыре различных меры, проанализирова-
ны их преимущества и недостатки.

Представленный алгоритм и предложенные
определения меры соответствия были использо-
ваны для решения обратной задачи реконструк-
ции напряжений в пласте по данным о его есте-
ственной трещиноватости для синтетической мо-
дели. Были поставлены цели исследования
единственности и несмещенности решения об-
ратной задачи и анализа устойчивости решений,
получаемых с использованием разных мер соот-
ветствия, к зашумлению исходных данных. Чис-
ленные эксперименты показали, что предло-
женный алгоритм действительно может быть ис-
пользован для восстановления напряженного
состояния пласта по данным о его трещиновато-
сти. Предложенные меры соответствия дают воз-
можность получать решения, различающиеся
точностью и устойчивостью по отношению к за-
шумлению исходных данных.

Во всех случаях (для всех исследованных мер
соответствия), обратная задача является некор-
ректной по Адамару [Тихонов, Арсенин, 1979],
поскольку ее решение неустойчиво. При этом од-
на из исследованных мер соответствия (R1(σ) –
доля критически напряженных трещин, наиболее
часто используемая на практике) приводит также
к неединственному решению обратной задачи,
при этом множество эквивалентных решений
включает истинные значения параметров. Кроме
того, обратная задача является нелинейной и, как
показало наше исследование, не является также
задачей выпуклого программирования. Это дела-
ет практически нецелесообразным использова-
ние способов регуляризации по Тихонову и иных
подходов, широко используемых при решении
линейных обратных задач. Вместе с тем, задача
является несложной с вычислительной точки зре-
ния, поэтому применение алгоритмов минимиза-

ции типа градиентного спуска и пр. в данном слу-
чае не требуется, поскольку может быть легко за-
менено полным перебором значений меры
соответствия для всего допустимого множества
параметров σ по весьма детальной (с точки зре-
ния потребностей практики) сетке. Такой подход
позволяет не только найти решение, отвечающее
глобальному максимуму целевой функции, но и
исследовать вопросы единственности и устойчи-
вости для каждой конкретной задачи, возникаю-
щей в практике.

Отметим, что наиболее удачные определения
меры соответствия (порождающие наилучшие
результаты на синтетических данных) могут быть
использованы на реальных объектах только при
условии проведения для конкретных пород спе-
циальных исследований связи между выражен-
ностью критической напряженности трещин и их
влиянием на те или иные свойства пород, кото-
рые могут быть измерены с помощью геофизиче-
ских методов.

Можно отметить важный результат проведен-
ных исследований устойчивости решения обрат-
ной задачи по отношению к зашумлению вход-
ных данных. В рамках синтетической модели по-
грешности в интерпретации исходных данных,
приводящие к существенным ошибкам в оценке
напряжений, оказываются больше, чем реальные
погрешности, имеющие место при обработке
данных о естественной трещиноватости, в част-
ности, данных геофизических исследований
скважин, что свидетельствует о применимости
разрабатываемого подхода в реальных условиях.

Полученные в ходе работы результаты позво-
ляют говорить о том, что решения обратной зада-
чи реконструкции напряжений, действующих в
массиве горных пород, на основании данных об
их естественной трещиноватости действительно
могут быть получены после применения описан-
ной процедуры. Выбор меры соответствия между
экспериментальными и модельными данными
(целевой функции, используемой при решении
оптимизационной задачи) в значительной степе-
ни определяет область эквивалентных решений
поставленной обратной задачи, их устойчивость
по отношению к зашумлению исходных данных,
а также наличие систематических ошибок в оцен-
ке напряжений.
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On the Method for Solving The Inverse Problem of Restoring the Stress-Strain State 
of a Rock Massif from Natural Fracturing Data
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Dolgoprudny, Russia
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The work considers the problem of reconstructing the stress state of a rock massif from its natural fracturing
data. A particular problem of reconstructing stress profiles along the borehole from data on the spatial orien-
tations and activity of natural shear fractures in rocks in the borehole vicinity is studied. The approach to es-
timating tectonic stresses from these data, developed in the previous works of the authors, is discussed in
terms of the peculiarities of the inverse problem solution. The optimization problem solved by the stress state
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reconstruction procedure is set, and various methods of its solution are examined. Four different approaches
to determining the correspondence (proximity) measure between the observed and model fracture character-
istics (hereinafter referred to as the correspondence measure), which can be used to reconstruct stresses from
data on the fractures of rocks in the borehole vicinity, are proposed. A comparative analysis is made as to how
the determination of the correspondence measure affects the inverse problem solution. For this purpose, a
synthetic fracturing model is considered, and the problem of estimating the stress state of a massif under the
synthetic model is set and solved with different correspondence measures. It is demonstrated that different
determinations of the correspondence measure used in practice for stress reconstruction from natural frac-
turing data differ from each other both in terms of the presence of bias of the resulting solution with respect
to the true model parameters and in terms of uniqueness of the solution and its stability with respect to noise
in the input data. Conclusions are made about when it is optimal to use certain determinations of the corre-
spondence measure in solving the inverse problem, depending on what data can be used to analyze natural
fracturing.

Keywords: stress state, natural fracturing, geomechanics of deposits, tectonic stresses
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