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Изучение бианизотропных сред началось более века назад. Одним из фундаментальных исследова-
ний является работа В.Р. Бурсиана – известного автора первого учебника по электроразведке. Це-
лью настоящей работы является поиск решения обратных задач для бианизотропных сред. В статье
предложено решение обратной задачи геоэлектрики бианизотропных сред на основе интегральных
уравнений электродинамики, сводящихся к системе линейных алгебраических уравнений относи-
тельно искомых электромагнитных параметров среды. Приведены результаты математического мо-
делирования по решению прямых и обратных задач для бианизотропных моделей геоэлектрической
среды.
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ВВЕДЕНИЕ
Решение прямых и обратных трехмерных за-

дач геоэлектрики бианизотропных сред пред-
ставляет актуальную проблему современной
электроразведки, поскольку такие среды позво-
ляют максимально полно описать линейные
электромагнитные свойства горной породы [Ту-
ров, 1983; Александров, 2000]. Сложность реше-
ния таких задач связана с большим количеством
электромагнитных параметров (максимально 36),
которыми характеризуются линейные среды и
сложностью решения уравнений относительно
компонент электромагнитного поля для таких
сред. Одним из способов решения прямых задач
для бианизотропных сред является способ сведе-
ния системы уравнений Максвелла к системе
обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка. Однако такой подход эффекти-
вен только для одномерных сред. Для трехмерных
сред наиболее перспективным способом является
способ, основанный на решении объемных инте-
гральных уравнений. Вследствие этого, прежде
получим объемные интегральные уравнения от-
носительно компонент электромагнитного поля
для случая трехмерной бианизотропной неодно-
родности, находящейся в однородном бианизо-
тропном пространстве.

ВЫВОД ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Для решения прямой трехмерной задачи гео-

электрики бианизотропных сред воспользуемся
методом интегральных уравнений на основе лем-
мы Лоренца [Марков и др., 1979].

Рассмотри две системы уравнений Максвелла:

(1)

(2)

(3)

(4)

где: ; ,  – векторы напряженностей со-
ответственно магнитного и электрического по-
лей, источниками которых являются компоненты
стороннего электрического тока  и сторонней
магнитной индукции  (в уравнениях (1) и (2));

,  – вспомогательные векторы, аналогичные
напряженностям соответственно магнитного и
электрического полей от источников, сосредото-
ченных в точках, направленными по соответству-
ющим осям координат возбудителями электромаг-
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нитного поля в виде пространственных дельта –
функций Дирака (уравнение (3));  – орт оси  де-
картовой системы координат;  – частота; , ,

,  – электромагнитные параметры неоднород-
ной среды; , , ,  – электромагнитные па-
раметры вмещающей среды.

Магнитная проницаемость  и удельная элек-
тропроводность  – известные параметры в гео-
электрике, ,  – бианизотропные параметры,
физическая размерность которых, соответствен-
но, равны ( ) и ( ). Все эти параметры опи-
сывают наиболее общие линейные электромаг-
нитные свойства среды и являются матрицами
размерностью 3 × 3 и, следовательно, общее ко-
личество электромагнитных параметров равно
36. Как показано в работе [Александров, 2000],
бианизотропные параметры ,  связаны с изви-
листостью токопроводящих путей. Они являются
комплексными функциями частоты и равны ну-
лю при , т.е. при постоянном токе они исче-
зают.

Отметим, что исследованиями бианизотроп-
ных сред занимался один из основоположников
теории геоэлектрики В.Р. Бурсиан [Bursian, Ti-
morew, 1926; Бурсиан, 1972], получивший фунда-
ментальные научные результаты, имеющие
огромное значение и в настоящее время. Рас-
смотрение уравнений Максвелла в наиболее об-
щей линейной постановке связано с объектом
геофизических исследований, для которого зара-
нее нельзя определить конкретный вид матери-
альных уравнений.

Умножим уравнение (1) на транспонирован-
ный вектор электрического поля , уравнение
(4) на транспонированный вектор магнитного
поля , и результаты умножения вычтем:

Далее, умножим уравнение (3) на , уравне-
ние (2) на транспонированный вектор электриче-
ского поля  и результаты умножения вычтем:

Вычитая результаты этих операций, получим:
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Для остальных компонент электрического по-
ля (меняя ориентацию источников в уравнении
(3) на -компоненту с ортом  и -компоненту с
ортом ), действуя аналогично, получим:

Отсюда, после интегрирования по всему про-
странству, получим:
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Аналогичные интегральные уравнения полу-
чим, введя точечный источник сторонней маг-
нитной индукции:

Тогда:

Вводя вектор , получим векторные

объемные интегральные уравнения в случае биа-
низотропных сред:

(5)

где .

Здесь интегрирование производится по обла-
сти источников и носителей неоднородностей во
вмещающей среде с параметрами , , , .

РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ НА ОСНОВЕ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Для практических вычислений в качестве вме-
щающей среды использовалось однородное изо-
тропное пространство. Найдем выражения для
тензорной функции Грина электрического

 и магнитного  типов. Роти-

руя систему уравнений (3) и (4) и учитывая

 и , получим:
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где , ,

 есть фундамен-
тальное обобщенное решение уравнения Гельм-
гольца:

Учитывая, что , , получим:

или

Последнее уравнение можно привести к виду:

где

и
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зорные функции Грина электродинамической за-
дачи. Теория функций Грина хорошо разработана
(см., например, [Дмитриев, 2012]), поэтому в на-
стоящей работе явный вид этих величин выписы-
ваться не будет.

Полагая, что в области элементарного объема
 поле и электромагнитные парамет-

ры среды постоянны, переход к системе линей-
ных алгебраических уравнений будет связан с вы-
числением интегралов по элементарному объему
от тензорных функций Грина. Для тензорной
функции Грина электрического типа получим:
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где:

Для тензорной функции Грина магнитного ти-
па получим:

РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ГЕОЭЛЕКТРИКИ НА ОСНОВЕ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Решения прямых задач для большинства фи-
зических полей, используемых при изучении
геологической среды, могут быть сведены к ре-
шению интегральных уравнений вида (5), где  –
вектор напряженностей электромагнитного по-
ля;  – вектор первичного поля – ре-
шение прямой задачи для среды, для которой
имеется функция Грина ;

  – избыточные значения
физической величины неоднородностей, кото-
рые являются искомыми, где  – электромаг-
нитные параметры вмещающей среды,  –
электромагнитные параметры неоднородностей.

В дискретном виде, разбивая интеграл на сум-
му в выражении (5), получим:

где индексы означают:  – точку наблюдения;  –
точку источника;  – точку в неоднородности;

 – квадратная матрица электромагнитных па-
раметров, имеющая квазидиагональный (прин-
ципиально для дальнейших вычислений) вид:

(6)

где: подматрицы  есть тензоры избыточных
электромагнитных параметров (матрица размер-
ностью 6 × 6 элементов – в общем случае, 36 па-
раметров) -го элемента объема всей неоднород-
ности , состоящей из  элементов;  – пер-
вичное поле от источника в точке наблюдения;

 – поле в неоднородности;  – поле в точке
наблюдения (как разность потенциалов);  –
передаточная матрица от неоднородности в точку
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наблюдения, размерности ;  – количе-
ство точек наблюдения.

Найдем поле в неоднородностях 
, тогда .

Отсюда  

.

Здесь  – поле от источника в неоднород-
ность, вычисляется через функцию Грина вмеща-
ющей среды,  – первичное поле в точке наблю-
дения, вычисляется через функцию Грина вме-
щающей среды.

Или для конкретного источника

где  – номер источника и воспользовались пра-
вилом , где  и  – некоторые не-
особенные квадратные матрицы.

Используя дополнительные источники, вве-
дем составные матрицы:

(7)

где  – количество источников.
Перейдем от векторной системы уравнений к

матричной:

Для переопределенной и нормально опреде-
ленной системы из цепочки уравнений:

получим:

(8)

Перепишем последнее уравнение в виде

где , 
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Последнее уравнение с учетом представления
(6) разбивается на отдельные уравнения по следу-
юще схеме:

Отсюда нахождение искомых параметров раз-
бивается на решение отдельных систем матрич-
ных уравнений

(9)

Подматрицы  имеют размеры 6 × 1 (вектор-
столбец). Для разрешимости каждого из этих
уравнений необходимо минимум 6 источников.
В случае 6 источников система уравнений являет-
ся нормально определенной, в случае большего
количества источников система уравнений ста-
новиться переопределенной, в случае менее 6 ис-
точников система уравнений становится недо-
определенной и в дальнейшем последний случай
рассматриваться не будет.

Отметим, что параметры среды вычисляются
для каждой частоты, что позволяет восстанавли-
вать частотную зависимость электромагнитных
параметров горной породы.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ 
ЗАДАЧИ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ
В настоящее время активно развивается геора-

дарный метод изучения гоэлектрической среды.
Особенностью этого метода является использова-
ние высокочастотного источника и основным
изучаемым электромагнитным параметром явля-
ется диэлектрическая проницаемость среды. Од-
нако нельзя исключать и другие электромагнит-
ные параметры (бианизотропные), которые мо-
гут влиять на взаимодействие высокочастотного
электромагнитного поля и сплошной среды.
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В связи с этим рассмотрим решения прямых и об-
ратных задач на примере георадарного метода.

С использованием изложенного подхода был
разработан алгоритм и создано программное
обеспечение математического моделирования
электромагнитных полей в линейных трехмерных
неоднородных средах, при этом, в целях упроще-
ния изложения, функция Грина вмещающей сре-
ды взята для однородного пространства. Про-
грамма позволяет вычислять все компоненты
электромагнитного поля , , , , ,  от

всех возможных видов источников – , ,

, , , . Количество сторонних ис-

точников электрического типа ( , , ), и

сторонних источников магнитного типа ( ,
, ), сосредоточенных в одной точке равно

шести ( ). Этого достаточно, чтобы сформи-
ровать составные матрицы в выражении (7) и раз-
решить системы линейных алгебраических урав-
нений (9) относительно искомых электромагнит-
ных параметров неоднородностей.

Рассмотрим изотропную вмещающую среду с пара-

метрами воздуха:  ,

, , где  – нулевая
матрица размерностью 3 × 3.

Рассмотрим объемный источник, частотой
, в виде куба со сторонами

, , , параллель-
ными осям координат, центр которого находится
в точке с координатами (0,0, ). На рис. 1
его местоположение отмечено окружностью чер-
ного цвета на соответствующей глубине. Место-
положение приемников в плоскости  обо-
значены красными точками, неоднородность –

xE yE zE xH yH zH
ext

xJ ext
yJ
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yB ext

zB
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ω = π 62 10 Гц
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звездочкой синего цвета, которая имеет размер
 и находится на глубине 

(рис.1).
Пример 1. Решение прямой задачи для изо-

тропной неоднородности.
Неоднородность – проводящий объект с пара-

метрами

где  – единичная матрица размерностью 3 × 3.
На рис. 2 приведены только действительная и

мнимая часть  – компоненты напряженности
электрического поля  от источника .

Пример 2. Решение прямой задачи для биани-
зотропной неоднородности.

Неоднородность – проводящий объект с пара-
метрами
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Рис. 1. Система наблюдения и модель среды, используемая при численном решении прямых и обратных задач геора-
дарного метода.
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На рис. 3 приведены действительные и мни-
мые части всех компонент электромагнитного
поля от всех источников.

Пример 3. Решение обратной задачи на основе
примера 2.

Ниже приведены результаты решения обрат-
ной задачи на основе изложенного выше алгоритма.
Индекс “исх” означает исходный тензор, “найд” –
найденные значения тензора на основе алгорит-
ма решения обратной задачи. В таблицах приве-
дено покомпонентное сравнение величин.

Тензор удельной электропроводности:

Относительная погрешность 

j = 1 j= 2 j = 3

i = 1

i = 2

i = 3

σ

σ

исх

найд
ij

ij

− + −1.0000 02  5.5556 04e e i
− + −9.9992 03  5.0129 04e e i

+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i
− − + −1.2060 10  1.0243 12e e i

+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i
− + −7.0693 07  2.1142 08e e i

+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i
− − + −1.2060 10  1.0243 12e e i

− + −1.0000 02  5.5556 04e e i
− + −9.9992 03  5.0129 04e e i

+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i
− − − −7.0693 07  2.1142 08e e i

+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i
− − + −4.9504 09  8.6426 09e e i

+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i
+ + +0.0000 00  0.0000 00e e i

− + −1.0000 02  5.5556 04e e i
− + −1.0000 02  4.9767 04e e i

×σ σ =− σисх найд исх 100% 0.0263%.

Рис. 2. Действительная и мнимая часть  – компоненты напряженности электрического поля  от источника .
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Тензор магнитной проницаемости:

Относительная погрешность 

Бианизотропный параметр :

Относительная погрешность решения обратной задачи относительно бианизотропного параметра 

Бианизотропный параметр :

Относительная погрешность решения обратной задачи относительно бианизотропного параметра 
составляет 

Таким образом, проведенный вычислитель-
ный эксперимент демонстрирует возможность
решения обратных задач геоэлектрики бианизо-
тропных сред – восстановление всех электромаг-
нитных параметров линейных сред, с достаточ-
ной точностью.

ВЫВОДЫ
1. Рассмотренный подход к решению обрат-

ных задач геоэлектрики приводит к решению си-

стемы линейных алгебраических уравнений, что
упрощает анализ устойчивости, точности и разре-
шающей способности геофизических методов по
решению геологических задач.

2. Единственным требованием к данной по-
становке обратных задач является требование
линейности материальных уравнений. При
этом электромагнитные параметры могут зави-
сеть от частоты и, следовательно, решение об-
ратной задачи на основе изложенного подхода
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позволяет восстанавливать их частотную зави-
симость.

3. Новизной данного подхода является ис-
пользование таких типов источников и такого их
количества, которые позволяет сформулировать
линейную постановку обратных задач геофизики.
Это накладывает определенные требования к ап-
паратуре и системам полевых наблюдений.
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Direct and Inverse Problem of Geoelectrics in Bianisotropic Media Based 
on Volume Integral Equations

P. N. Alexandrova, * and V. N. Krizskyb,**
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bSt.-Petersburg Mining University, St.-Petersburg, Russia
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The study of  bianisotropic media dates back to more than a century ago. One of the fundamental works is
that of V.R. Bursian, the renowned author of the first textbook on electrical prospecting. The purpose of this
paper is finding a solution of inverse problems for bianisotropic media. Here, we propose the solution to the
inverse problem of geoelectrics for bianisotropic media based on the integral electrodynamic equations re-
duced to a system of linear algebraic equations for the sought-for electromagnetic parameters of the medium.
The results of the mathematical modeling on solving the direct and inverse problems for bianisotropic models
of a geoelectrical medium are presented.

Keywords: direct and inverse problems of geoelectrics, anisotropic and bianisotropic media, integral equations
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