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Представлена история метода аппроксимации дискретно заданных значений гравитационного и
магнитного полей истокообразными функциями, с физической точки зрения отвечающими ано-
мальным эффектам эквивалентных источников. Метод широко используется в прикладной геофи-
зике с целью трансформации, трехмерной интерполяции и фильтрации на этапах обработки и ка-
чественной интерпретации данных. Он является эффективным инструментом для построения гло-
бальных, региональных и локальных цифровых моделей геопотенциальных полей. Возникновение
метода связано с задачей определения фигуры Земли, выделено три эпохи его развития: докомпью-
терная (1960–1980 гг.), ранняя компьютерная (1980–2000 гг.) и эпоха компьютерных технологий (с
2000 г. по настоящее время). Выполнен анализ основных работ отечественных и зарубежных иссле-
дователей. Зафиксировано во многом “параллельное” развитие отечественных и зарубежных техно-
логий, преимущественно обусловленное недостаточным обменом информацией. Выявлены основ-
ные тенденции развития метода истокообразной аппроксимации. Отмечено неуклонно возрастаю-
щее количество публикаций в области практического применения метода.
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СТАНОВЛЕНИЕ МЕТОДА
Суть метода истокообразной аппроксимации

состоит в приближении гравитационного и магнит-
ного полей аномальным эффектом эквивалентных
источников, расположенных ниже поверхности на-
блюдений. Используется фиксированное про-
странственное расположение источников (доста-
точно часто – сеточная модель, отвечающая сети
задания поля), их неизвестные физические пара-
метры, как правило, определяются в результате
решения линейной обратной задачи. Аппрокси-
мационная конструкция – эквивалентная физи-
ко-математическая интерпретационная модель
(по классификации В.Н. Страхова) обеспечивает
лишь требуемую степень близости наблюденного
и модельного полей. Поэтому она не использует-
ся в качестве модели распределения петрофизи-
ческих свойств в изучаемом объеме среды для по-
лучения геологической информации1.

Истокообразные аппроксимации являются
эффективным инструментом трансформации и

интерполяции геопотенциальных полей. Анали-
тическое приближение дискретных измерений
позволяет достаточно точно выполнять различ-
ные математические преобразования для цифро-
вых моделей полей. Использование в качестве ба-
зисных функций аномалий для элементарных ис-
точников, относящихся к тому же классу, что и
измеренные поля, придает этим преобразовани-
ям физический смысл. К несомненным достоин-
ствам метода следует отнести высокую точность
результатов, учет различий в высотах точек на-
блюдений, подавление негармонической состав-
ляющей поля (помехи), возможность выполне-
ния 3D-интерполяции и трансформации данных
в одном цикле расчетов.

Если рассматривать истокообразные аппрок-
симации как средство моделирования и исходить
из принципов классификации математических
моделей гравитационного поля Земли, приведен-
ных в работе [Гравиметрия и геодезия, 2010], то в
данной статье речь пойдет преимущественно о
детерминированных, дискретных, 2D- (площад-
ных) компьютерных моделях наблюденных ано-
мальных полей. Эти модели предназначены для
проведения вычислительных экспериментов,
сжатия и отображения информации. Они реали-

1 В редких случаях сеточные аппроксимационные модели
используются для выделения и оконтуривания аномалие-
бразующих тел и оценки петрофизических свойств, что бу-
дет рассмотрено далее.
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зуются в виде комплекса программных средств и
связанных с ним баз данных [Непоклонов, 1998].
Область действия рассматриваемых моделей мо-
жет быть различной: для глобальных моделей –
109 км2 и более; для региональных моделей – от
108 до 106 км2; для локальных моделей – от 105 до
102 км2 и менее.

Исторически возникновение метода истоко-
образной аппроксимации геопотенциальных по-
лей относится ко времени проведения активных
исследований для задачи определения фигуры
Земли по наблюденным значениям силы тяже-
сти, с 30-х по 50-е годы XX столетия. Концепту-
альная основа буквально всех существующих ме-
тодов истокообразной аппроксимации геопотен-
циальных полей во многом заимствована из этой
задачи геодезической гравиметрии. Однако, по
мнению В.М. Гордина и С.А. Тихоцкого [Гордин,
Тихоцкий, 1999], сами идеи, связанные с истоко-
образной аппроксимацией полей, появились в
физике гораздо раньше, еще в XVII–XVIII веках.

М.С. Молоденский, подводя итоги исследова-
ний по определению фигуры Земли, рассматри-
вал возмущающий потенциал  на поверхности
реальной (нерегуляризованной, не редуцирован-
ной к уровню геоида) Земли в виде суммы

(1.1)
в которой первое слагаемое  представляет собой
потенциал теоретической Земли (сфероида или
референц-эллипсоида) и определяется обобщен-
ной формулой Стокса, а второе – возмущающий
потенциал  – приближается потенциалом про-
стого слоя [Молоденский, 1945]. Продифферен-
цировав обе части выражения (1.1), его можно пе-
реписать в виде:

(1.2)

или

(1.3)

где:  – нормаль к поверхности референц-эллип-
соида из заданной точки  на поверхности Зем-
ли;  – аномальное значение силы тяже-
сти;  – наблюденное значение силы тяжести;  –
нормальное значение силы тяжести [Молоден-
ский, 1948; 1949].

Перефразируя М.А. Алексидзе [Алексидзе,
1987, с. 58], можно сказать, что М.С. Молоден-
ский концептуально сформулировал подход к ре-
шению задачи истокообразной аппроксимации
возмущающего потенциала T в виде вопроса:
“Нельзя ли подобрать такие значения аномалий
возмущающего потенциала на сфере внутри геои-
да, чтобы, будучи продолженными на поверх-
ность реальной Земли, они полностью совпали с
измеренными значениями потенциала?”. Поло-
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жительный ответ на этот вопрос дал сам М.С. Мо-
лоденский в работе [Молоденский, 1945] в виде
сложного линейного интегрального уравнения
типа Фредгольма, при этом оставив его решение
другим исследователям. Впрочем, несколько поз-
же, вводя понятие “квазигеоида”, М.С. Молоден-
ский приводит приближенный способ решения по-
лученного уравнения [Молоденский, 1948; 1949].

В обозначенный период задачу М.С. Молоден-
ского в основном пытались решить путем прямого
продолжения (проецирования) гравитационного
поля с поверхности Земли на внутреннюю сферу, в
результате получив некую гармоническую функ-
цию . Несмотря на то, что  иногда называли по-
верхностной плотностью, ее рассматривали лишь
как проекцию на сферу гармонической функции 
или , заданной измеренными значениями на фи-
зической поверхности Земли. Большой цикл работ
на данную тему опубликовал выдающийся норвеж-
ский ученый А. Bjerhammar, ссылки на некоторые из
них приводятся в списке литературы [Bjerhammar,
1962; 1963; 1965; 1969a; 1969b; 1975; 1985]. Однако вы-
полненные им исследования, как и у М.С. Моло-
денского, лежали в области геодезической грави-
метрии, а не прикладной (разведочной) геофизики,
и были также посвящены задаче определения фи-
гуры Земли.

Бесспорно, А. Bjerhammar является одним из
основоположников метода истокообразной ап-
проксимации. М. Hotine в своей вышедшей по-
смертно монографии [Hotine, 1969, с. 323] так
описывает суть предложенного подхода: “Реали-
зующий существенную простоту классического
подхода, А. Bjerhammar в одном из самых совре-
менных методов использует сферическую по-
верхность относимости, полностью расположен-
ную внутри Земли. Затем он использует интеграл
продолжения поля вверх… Во-первых, чтобы
определить значения гравитационной аномалии
на поверхности относимости по ее значениям,
измеренным на топографической поверхности, и
во-вторых, чтобы определить значения внешнего
поля по значениям на поверхности относимости.
Метод применим без изменений для редуцирова-
ния силы тяжести или любой другой производной
интеграла Пуассона…”.

Существенный вклад в решение внутренней
краевой задачи Дирихле – определение значений
потенциальной функции на некоторой внутрен-
ней поверхности в теле Земли по ее значениям на
поверхности Земли – внесли работы В.Д. Купрад-
зе и М.А. Алексидзе [Купрадзе, 1967; Алексидзе,
1966; 1987; Купрадзе, Алексидзе, 1964]. В них
приводится доказательство возможности суще-
ствования приближенного решения задачи
М.С. Молоденского со сколь угодно малой по-
грешностью, которое послужило впоследствии
отправной точкой для теории метода истокооб-
разной аппроксимации. В 1968 г. М.А. Алексидзе
в соавторстве с Г.И. Санадзе представляют вер-
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сию метода истокообразной аппроксимации с ис-
пользованием точечных источников, распределен-
ных в некоторой замкнутой области внутри Земли,
но не предлагают при этом конкретной вычисли-
тельной схемы [Алексидзе, Санадзе, 1968]. Также
еще в 1963 г. И.Д. Савинским были получены теоре-
тические результаты, которые также можно считать
прообразом современных методов истокообразной
аппроксимации [Савинский, 1963].

В своей работе [Молоденский, 1967, с. 287]
М.С. Молоденский писал: “Итак, основная гео-
дезическая задача (изучение фигуры и внешнего
гравитационного поля Земли) четко отделяется
от основной геофизической задачи (изучение
внутреннего строения Земли)”. Однако следует за-
метить, что еще в 1956 г. В.А. Кузивановым было
высказано предложение об использование ре-
зультатов М.С. Молоденского в области разве-
дочной геофизики [Кузиванов, 1956]. Подход,
который развивали в своих работах М.С. Моло-
денский и А. Bjerhammar, а также в общем виде
обозначаемый в работе других авторов, был про-
образом метода аппроксимации геопотенциаль-
ного поля потенциальными гармоническими
функциями, названный позднее истокообразной
аппроксимацией.

В отличие от предшественников, В.И. Аронов
разглядел в этом подходе предпосылки для созда-
ния принципиально нового метода трансформа-
ции геопотенциальных полей, но применительно
к решению задач прикладной геофизики, и в
частности – гравиразведки. Изучая особенности
интерпретации данных гравиметрической съем-
ки в горной местности, связанные с влиянием
резко расчлененного рельефа земной поверхно-
сти2, В.И. Аронов [Аронов, 1963], опираясь на
ранние работы М.С. Молоденского, В.А. Кузива-
нова, Б.А. Андреева, В.Н. Страхова, предлагает
новый способ редуцирования гравитационных
аномалий с земной поверхности на горизонталь-
ную плоскость относимости, проходящую через
максимальную высотную отметку рельефа.
В этой [Аронов, 1963] и последующих работах
[Аронов, 1965a; 1965б] приводится не только сам
способ, но и реализующая его вычислительная
схема, где в качестве базового эквивалентного ис-
точника используется участок простого слоя в ви-
де квадратной площадки (трехмерный случай)
либо пластинки (двумерный случай). Как пишет
сам В.И. Аронов [Аронов, 1970, с. 79]: “Идея ме-
тода заключается в том, что на внутренней плос-
кости  подбирается такая функция , ко-

2 Имеется в виду не проблема учета топографических масс,
которая решается вводом в наблюденные значения силы
тяжести поправки за влияние рельефа, а проблема разно-
высотности наблюдений, проявляющаяся искажениями
аномалий силы тяжести вследствие совместного влияния
криволинейного характера рельефа поверхности наблюде-
ний и аномального вертикального градиента силы тяже-
сти, которая не решается вводом поправок.

'z ( )ξ, 'zU z

торая при аналитическом продолжении в узлы
расчетной сети будет совпадать с заданными зна-
чениями  сколь угодно точно. Дальней-
шие расчеты ведутся по обычным формулам, ос-
нованным на использовании интеграла Пуассона
для решения внешней задачи Дирихле”. И далее
[Аронов, 1970, с. 80]: “Фактически решение сво-
дится к аппроксимации исходной функции си-
стемой гармонических функций. … С физической
точки зрения это решение может быть интерпре-
тировано как подбор на плоскости  эквивалент-
ного простого слоя с кусочно-непрерывной плот-
ностью (постоянной на элементарном отрезке
интегрирования ), который создает на физиче-
ской поверхности наблюденные аномалии3”.

В работе В.И. Аронова совместно с В.М. Горди-
ным [Аронов, Гордин, 1971, с. 1] прослеживается
эта же логика: “Основная идея метода заключает-
ся в замене реального распределения возмущаю-
щих масс простым слоем с кусочно-постоянной
плотностью, расположенным на внутренней
плоскости  и создающим в гравиметрических
пунктах наблюдаемые аномалии . Исходное
поле при этом фактически интерполируется си-
стемой гармонических функций – аномалий от
элементарных квадратов с площадями , зале-
гающих на глубине ”.

Казалось бы, метод создан, имеется достаточ-
но простая вычислительная схема с использова-
нием сеточной модели, то есть состоялся переход
от интегрального представления к сумме и реше-
нию системы линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ). Что еще нужно? Чего не хватает?
Как оказалось, не хватает простоты. Аномальные
гравитационные эффекты квадратных пластинок –
тех самых “простых” потенциальных гармониче-
ских функций, суммой которых предполагалось
аппроксимировать аномальное поле – имеют до-
вольно сложное аналитическое выражение, содер-
жащее трансцендентную функцию arctg. Легко
представить, насколько трудоемким было по-
строен аппроксимации с многократным исполь-
зованием подпрограммы расчета функции arctg
даже для небольшого числа точек задания поля,
учитывая, что происходило это в эпоху ранних
вычислительных машин, не обладающих боль-
шой производительностью. Возможно, что работа
[Алексидзе, Санадзе, 1968] прошла для остальных
исследователей незамеченной или В.И. Аронов с
коллегами считали оправданным применение в
качестве эквивалентного источника именно пла-
стинки для решения своих задач.

В книге [Аронов, 1977] В.И. Аронов уже реко-
мендует использовать при аппроксимации более
простые гармонические функции. Сложно отсле-
дить тот момент, когда он обратил внимание на ано-

3 Имеется в виду поверхность наблюдений , на которой из-
мерены значения силы тяжести.
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мальный эффект точечной массы как на самый
практичный для использования в роли истокообраз-
ной функции. Еще в работе [Гордин и др., 1980] ее ав-
торы в качестве эквивалентного источника исполь-
зовали притяжение горизонтальной вещественной
линии. Однако в наиболее полной монографии В.И.
Аронова [Аронов, 1990], посвященной, в том числе,
истокообразной аппроксимации потенциальных по-
лей, в качестве аппроксимирующей функции уже
фигурирует поле точечного источника.

Точечные источники также начали использо-
ваться в геодезической гравиметрии. Дж. Бальми-
но представил аномальную часть гравитационно-
го потенциала шарообразной Земли потенциалом
притяжения 126 точечных масс, расположенных на
глубинах от 1000 до 2000 км [Бальмино, 1975]. Про-
странственное расположение этих масс согласова-
но с наиболее интенсивными аномалиями силы тя-
жести, зафиксированными на земной поверхности.

По всей видимости, из-за “железного занавеса”,
препятствующего регулярному обмену знаниями
и опытом между зарубежными и советскими уче-
ными, незамеченными для российских геофизи-
ков того времени прошли работы [Dampney,
1966a; 1966b; 1969], австралийского геофизика
C.N.G. Dampney, и в особенности его магистер-
ская диссертация [Dampney, 1966b], представлен-
ная к защите в ноябре 1966 г. и защищенная им в
1967 г. в Университете Тасмании. В ней он впер-
вые предлагает использовать сеточное распреде-
ление точечных источников в качестве эквива-
лентной модели для аппроксимации потенциаль-
ного поля и приводит полное теоретическое
обоснование метода, а кроме того – рабочий ал-
горитм, программу для ЭВМ “Эллиот-503” и
пример ее практического применения для про-
должения гравитационного поля в верхнее полу-
пространство. Позднее, в 1969 г., выходит его
наиболее известная работа по этой теме – “The
equivalent source technique” [Dampney, 1969].
Именно на нее, как на первоисточник, ссылают-
ся все зарубежные геофизики, имеющие отноше-
ние к развитию или применению метода истоко-
образной аппроксимации.

Нет оснований считать, что зарубежные гео-
физики не были знакомы с трудами советских
коллег. Работы C.N.G. Dampney изобилуют ссыл-
ками на ранние работы В.А. Романюка [Ro-
manyuk, 1959], В.Н. Страхова [Strakhov, 1961], в
том числе в соавторстве с М.И. Лапиной [Strak-
hov, Lapina, 1963], А.В. Тархова и А.А. Сидорова
[Tarkhov, Sidorov, 1960], но, к сожалению, не со-
держат ни одного упоминания работ В.И. Аронова.
C.N.G. Dampney занимался этой тематикой в то
же время, что А. Bjerhammar и В.И. Аронов, но
развивал свою линию исследования, опираясь в
основном на работы англоязычных авторов, среди
которых, в частности – E.C. Bullard, R.I.B. Cooper
[Bullard, Cooper, 1948], R.A. Smith [Smith, 1960]
и др. В ранней работе [Dampney, 1966a] он, как и

В.И. Аронов, еще использует в качестве базисной
функции при аппроксимации поле горизонталь-
ной пластинки. Однако именно ему принадлежит
первенство в переходе к более простой в вычис-
лительном плане сеточной модели точечных эк-
вивалентных источников, которая по сей день яв-
ляется самой популярной у геофизиков при ре-
шении прикладных задач [Dampney, 1966b].

И все же нельзя сказать, что идея истокообраз-
ной аппроксимации применительно к трансфор-
мациям аномалий геопотенциальных полей воз-
никла только в 60-х годах ХХ века. Еще в 1956 г.,
опередив В.И. Аронова и C.N.G. Dampney на це-
лое десятилетие, А.К. Маловичко в своей книге
[Маловичко, 1956, с. 67] отмечал: “Любое ано-
мальное поле можно интерпретировать одним
или несколькими аномальными телами с центра-
ми на соответствующих глубинах. Если такая ин-
терпретация лишена геологического смысла, то
результаты ее с большим эффектом могут быть
использованы в качестве подсобного решения.
При помощи найденных выпуклых тел можно
вычислить значения вертикальной составляю-
щей притяжения в точках вспомогательной
плоскости и тем самым найти аналитически
продолженные значения аномалий. Точность
такого решения зависит всецело от точности ап-
проксимации наблюденного аномального поля
действием подобранных выпуклых тел. … Из об-
ширного списка тел, для которых решена обрат-
ная задача и которые могут быть использованы в
качестве подсобных решений, в практическом
отношении оправданным будет применение
только самых простых тел, вроде шара, горизон-
тальной полосы и пр. … Разумеется, наибольшего
внимания заслуживает шар”.

А.К. Маловичко не представил простой вы-
числительной схемы для подбора параметров
подсобных тел при построении аппроксимации,
но его идея была своевременной. Ее возникнове-
ние было предопределено развитием аппаратур-
ной базы и появлением первых гравиметров, за-
менивших вариометры и градиентометры и суще-
ственно увеличивших производительность и
объемы выполнения гравиметрических съемок.
Гравиметрия как метод перестала ассоциировать-
ся только с решением геодезической задачи об
определении фигуры Земли и постепенно эволю-
ционировала в гравиметрический метод, приме-
няющийся для геокартирования, поисков и раз-
ведки полезных ископаемых – в гравиразведку
[Сорокин, 1953]. Очевидно, что идея использова-
ния подсобных тел для продолжения аномалий
силы тяжести в верхнее полупространство в то
время “витала в воздухе” и материализовалась не
только в работах А.К. Маловичко, но и других
отечественных и зарубежных геофизиков. К сожа-
лению, многие из этих работ были вскоре забыты.

Что касается C.N.G. Dampney, то отвечая на
вопросы, которые задавал A. Roy в дисскуссион-
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ном разделе журнала “Geophysics” [Roy, 1970], он
на первый план он поставил работу [Zidarov, 1965]
в качестве основной предпосылки для разработки
его “The equivalent source technique”. Действи-
тельно, именно в этой работе D. Zidarov показал
принципиальную возможность подбора физиче-
ских параметров совокупности фиксированных в
пространстве точечных масс, суммарное поле ко-
торых отвечает наблюденному полю реальных
геологических тел. Сама процедура подбора,
представляющая собой по сути решение обрат-
ной задачи гравиметрии, сводится к решению
СЛАУ. Причем, D. Zidarov распространил задачу
на случай магнитного и электрического полей,
предложив для этой цели соответствующие типы
элементарных источников.

Если попытаться разобраться в том, кому при-
надлежит авторство отдельных аспектов теории,
то, на наш взгляд, в некоторых вопросах C.N.G.
Dampney опередил В.И. Аронова, например,
раньше исследовав и опубликовав теоретические
результаты, касающиеся оптимальной глубины
расположения эквивалентных источников, свя-
зав эту глубину с обусловленностью решаемой
СЛАУ. Однако позднее В.И. Аронов не только
дал развернутое изложение теоретической со-
ставляющей метода истокообразной аппрокси-
мации, но и подробно осветил многие приклад-
ные аспекты его применения [Аронов, 1990].

В работе А.К. Маловичко [Маловичко, 1956, с.
139] выдвигается другая, не менее революцион-
ная идея, относящаяся к методу подсобных тел:
“При решении задачи практически используется
аномальное поле только в радиусе пяти–шести
значений  вокруг данной точки4. Это, очевидно,
и определяет размеры области, в точках которой
измеренные значения поля должны быть аппрок-
симированы полем подобранного тела”. Идея
А.К. Маловичко впоследствии будет отмечена
другими геофизиками и с развитием компьюте-
ров приведет к существенному сокращению вы-
числительных затрат и ускорению решения
СЛАУ путем разрежения матрицы коэффициен-
тов (значений истокообразной функции) за счет
выделения ленточной части. Такой подход ис-
пользован в диссертационной работе [Пугин,
2007] при решении задачи истокообразной ап-
проксимации большой размерности.

РАЗВИТИЕ МЕТОДА ИСТОКООБРАЗНЫХ 
АППРОКСИМАЦИЙ ГЕОПОТЕНЦИАЛЬНЫХ 

ПОЛЕЙ. АНАЛИЗ РАБОТ СОВЕТСКИХ 
(РОССИЙСКИХ) И ЗАРУБЕЖНЫХ 

ИССЛЕДОВАТЕЛЕЙ
Вследствие затрудненного обмена информа-

цией между советскими и зарубежными учеными

4 Имеется в виду глубина залегания центра подсобного тела –
шара.

0z

почти до конца прошлого столетия развитие ме-
тода истокообразной аппроксимации в СССР
(позднее в России) и за рубежом протекало па-
раллельно, независимо друг от друга. Поэтому це-
лесообразно рассмотреть не только ключевые мо-
менты его эволюции, исторически связанные с раз-
личными временными периодами, что мы частично
попытались сделать выше, но и в привязке к каждой,
геополитически дифференцированной ветви разви-
тия метода: советской (российской) и иностранной.
Кратко основные вехи, сыгравшие определяющую
роль в становлении и развитии метода истокообраз-
ной аппроксимации, представлены на привязанной
к хронологической шкале схеме (рис. 1).

Применительно к истории развития истокооб-
разных аппроксимаций вторую половину ХХ века
условно можно разделить на следующие времен-
ные периоды:

1) ориентировочно с 1960 по 1980 гг. – доком-
пьютерная эпоха или эпоха ручного счета, кото-
рая характеризуется отсутствием персональных
компьютеров и необходимостью обрабатывать
геофизические данные вручную. Это процесс
лишь частично был автоматизирован с примене-
нием электронных калькуляторов или с исполь-
зованием первых серийных ЭВМ, имеющих низ-
кую производительность. В этот период в разум-
ные сроки (от нескольких часов до суток) могли
быть решены лишь задачи небольшой размерно-
сти и вычислительной сложности (массивы дан-
ных, содержащие от нескольких десятков до не-
скольких сотен значений поля);

2) с 1980 по 2000 гг. – ранняя компьютерная
эпоха, время широкого внедрения первых персо-
нальных компьютеров, когда появляются воз-
можности для автоматизированной обработки в
те же сроки сравнительно больших массивов дан-
ных и задач средней размерности (массивы до не-
скольких тысяч или даже первых десятков тысяч
значений поля);

3) с 2000 г. по настоящее время – эпоха ком-
пьютерных технологий, связанная с бурным ро-
стом производительности вычислительной тех-
ники, позволяющей успешно решать задачи
большой и сверхбольшой размерности (массивы,
содержащие более сотни тысяч значений поля).

ПЕРВЫЙ ПЕРИОД – ДОКОМПЬЮТЕРНАЯ 
ЭПОХА ИЛИ ЭПОХА “РУЧНОГО СЧЕТА”
После того, как в 60-х годах ХХ века истокооб-

разная аппроксимация аномалий силы тяжести
выделилась в самостоятельный метод, основные
пути ее развития были связаны с поисками воз-
можностей ее применения для других геофизи-
ческих методов и для восстановления геолого-
геофизических признаков вне точек измерений.
Десятилетие спустя появляются первые вычис-
лительные схемы, ориентированные не на руч-
ной счет, а на автоматизированную обработку
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пусть пока и небольших массивов данных, а также
соответствующее программно-алгоритмическое
обеспечение.

Одним из первых практических приложений
метода истокообразной аппроксимации, помимо
аналитического продолжения потенциальных
полей в верхнее полупространство, стало реше-
ние задачи интерполяции данных, без которой не
удавалось решить другую не менее важную задачу
гравиметрии – вычисление гравиметрических
уклонений отвеса. Именно этим задачам посвя-
щена одна из первых совместных публикаций
В.И. Аронова и С.М. Гордина [Аронов, Гордин,
1971]. Нужно отметить, что метод обеспечил по-
грешность вычислений составляющих уклонения
отвесной линии ∼1" в центральной и ближней зо-
не [Гравиметрия и геодезия, 2010]. Позднее это
приведет к целому циклу статей, посвященных
трехмерной (учитывающей рельеф поверхности
наблюдений) интерполяции методом истокооб-
разной аппроксимации, в основу которой поло-
жено решение СЛАУ. Результат интерполяции
представляет собой гармоническую функцию, а
сама интерполяция осуществляет одновременно
фильтрацию негармонической помехи.

Предложенное В.А. Кузивановым теоретическое
решение задачи редуцирования гравиметрических
измерений на горизонтальную плоскость было про-
граммно реализовано в 70-х годах ХХ века группой
исследователей под руководством О.К. Литвиненко
[Литвиненко и др., 1973]. В процессе вычислений

итерационно определялась плотность простого
слоя, расположенного на поверхности Земли. По
приведенным оценкам погрешность метода обычно
составляет 1–1.5%, но при углах наклона поверхно-
сти измерений более 36° возрастает до 5%.

В 1976 г. В.И. Ароновым и В.О. Михайловым
“при реализации метода интерполяции системой
гармонических функций” окончательное реше-
ние рассматривалось “как сумма решений на ряде
последовательных шагов, при каждом из которых
решение является устойчивым” [Аронов, 1990,
с. 88]. Это достигается путем размещения ап-
проксимирующих масс на ряде поверхностей,
глубины до которых от поверхности измерений
поля соизмеримы со средними расстояниями
между точками в соответствующих выборках зна-
чений поля. Максимальное значение глубины в
этом случае соответствует радиусу наибольшего
“белого пятна” (лакуны) в области задания поля.
Это действительно был революционный шаг, по-
скольку впервые было предложено адаптировать
сеточное распределение эквивалентных источни-
ков к структуре исходных данных, что делало метод
еще более гибким для решения прикладных задач.

Под обеспечением устойчивости интерполя-
ции понималось, прежде всего, решение пробле-
мы минимизации количества ложных высокоча-
стотных аномалий (артефактов), возникающих
между точками наблюдений. Данное явление так-
же было описано C.N.G. Dampney и в зарубежной
литературе называется “алиасингом” (aliasing – в

Рис. 1. Хронологическая шкала с основными вехами, определяющими становление и развитие метода истокообразной
аппроксимации.
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В.А. Кузиванов
Возможность исполь-
зования результатов
М.С. Молоденского
в прикладной геофи-
зике

В.И. Аронов
Аппроксимационный метод
редуцирования аномалий
силы тяжести на плоскость
в условиях горного рельефа
Экв. источник – пластинка

В.М. Гордин и др.
Эквивалентность истокообразной
аппроксимации и оптимальной
фильтрации Колмогорова–Винера
Функции типа ядра Фейера для
разных типов дифф. уравнений

А.С. Долгаль
Первая истокообразная
аппроксимация электри-
ческого поля в метод ЕП

Алгоритмы и компьютерные
технологии на основе истоко-
образной аппроксимации для
решения прикладных задач
В России: В.Н. Страхов, Е.Г. Булах,
М.Н. Макаров, А.С. Долгаль,
С.А. Тихоцкий, Д.Ю. Шур,
И.Э. Степанова, А.В. Пугин,
А.А. Симанов, Д.Н. Раевский и др.

М.С. Молоденский
Возмущающий потенциал
сферического поля

A. Bjerhammar
Продолжение поля
на внутреннюю сферу

D.A. Emilia
Первая аппроксимация
магнитного поля
точечными источниками

L. Cordell
Первая аппроксимация поля
с адаптацией глубины распо-
ложения эквивалентных источ-
ников к морфологии поля

В.Н. Страхов, И.Э. Степанова
Метод S-аппроксимаций

Геодезическая гравиметрия Геодезическая гравиметрия
Гравиразведка Гравиразведка, магниторазведка Гравиразведка, магниторазведка, 
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А.К. Маловичко
Метод подсобных тел

И.Д. Савинский
Одна из первых теоретический работ
в области истокообразной аппроксимации

В.Д. Купрадзе, М.А. Алексидзе
Доказательство возможности
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Молоденского со сколь угодно
малой погрешностью

М.А. Алексидзе, Г.И. Санадзе
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Техника экваивалентных источников
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T. Nakatsuka
Первое расширение эквивалентного
слоя за пределы площади задания
поля для борьбы с краевыми эффектами

Алгоритмы и компьютерные
технологии на основе техники
эквивалентных источников
для решения прикладных задач
За рубежом:  T. Nakatsuka,
G.R.J. Cooper, Y. Li, C. Martinez,
D.W. Oldenburg, V.C. Oliveira Jr.,
V.C.F. Barbosa, C.A. MendonUa,
J.B.C. Silva, F.C.L. Sequeira, et al.

В.И. Аронов, В.О. Михайлов
Первый алгоритм много-
уровневой аппроксимации
с адаптацией расположения
эквивалентных источников
к особенностям сети задания поля

В.Н. Страхов и др.
Теория метода линейных
интегральных представлений

В.И. Старостенко
Построение числовой
модели гравитацион-
ного поля

von Frese и др.
Первая идея о  размещении
экв. источников в соответсвии
с особенностями поля 
без вычислительной схемы

А.С. Долгаль
Первая идея использования
данных мелкомасштабных
съемок для учета влияния
боковых источников поля
в многоуровневой истоко-
образной аппроксимации

За
ро

ж
де

ни
е

м
ет

од
а

Эпоха ручного счета Ранняя компьютерная эпоха Эпоха компьютерных технологий
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ориг.). В отечественной геофизике термин “алиа-
синг” употребляется преимущественно сейсмо-
разведчиками.

За рубежом в эти же годы A. Bjerhammar про-
должает развивать свой метод продолжения поля
на внутреннюю сферу применительно к задаче
определения фигуры Земли и вводит дискретное
распределение потенциальной гармонической
функции  на ней с использованием функции
Дирака, по сути, переходя от континуального к
сеточному распределению [Bjerhammar, 1975].
Этот переход был оправдан тем, что существенно
упрощал практические расчеты.

В 1972 г. M.H.P. Bott, A. Ingles представляют
метод аппроксимации аномального магнитного
поля, названный ими матричным, использую-
щий горизонтальный эквивалентный слой из
плотной упаковки прямоугольных призм [Bott,
Ingles, 1972]. Авторы показывают возможность
псевдогравитационного преобразования с помо-
щью введенной ими конструкции из аппрокси-
мирующих призм.

В 1973 г., уже со ссылкой на работу C.N.G. Damp-
ney [Dampney, 1969], появляется работа D. Emilia
[Emilia, 1973], знаковая по той причине, что впер-
вые подход с элементарными эквивалентными
источниками был распространен на случай маг-
нитного поля. В качестве эквивалентных источни-
ков применялись магнитные диполи.

На теоретическом примере D. Emilia показал,
что хотя полный вектор аномального магнитного
поля , строго говоря, не является потенциаль-
ной гармонической функцией, но учет магнитно-
го наклонения и склонения при аппроксимации
эквивалентными источниками позволяет добить-
ся вполне приемлемого совпадения модельного
поля и его производных с соответствующими
функциями, полученными путем решения пря-
мой задачи магниторазведки. Причем сопостав-
ление проводилось в том числе и при наличии
(D. Emilia пишет – при доминировании) остаточ-
ной намагниченности у аномалиеобразующих
тел, отличающейся по направлению вектора от
современного нормального магнитного поля
Земли. Этот пример показал, что нет никаких
принципиальных препятствий для использова-
ния техники эквивалентных источников в при-
кладных задачах магниторазведки, если погреш-
ности вычислений невелики, а результат может
быть корректно интерпретирован с геологиче-
ских позиций.

Используя подходы C.N.G. Dampney и
D. Emilia в 1977 г. B.K. Bhattacharyya, K.C. Chan
представили свою модификацию аппроксимаци-
онного метода в попытках подавить влияние рас-
члененного рельефа, сложенного неоднородно
намагниченными породами [Bhattacharyya, Chan,
1977]. Эквивалентные источники располагались
непосредственно на поверхности наблюдений.
Рассмотрен также случай, когда поверхность на-

Δg

ΔT

блюдений – горизонтальная плоскость, находя-
щаяся выше максимальной высоты рельефа
местности, но источники расположены на зем-
ной поверхности. Авторы показывают, что реду-
цирование поля на горизонтальную плоскость
выше рельефа местности с использованием их
аппроксимации существенно подавляет эффект
разновысотности, а если редуцирование произво-
дить на поверхность в верхнем полупростран-
стве, конкордантную рельефу (полученную увели-
чением отметок высот на некоторую константу),
то частично подавляется и влияние самого маг-
нитного рельефа. К сожалению, в статье не рас-
крывается тема алиасинга, который неизбежно
возникает при расположении эквивалентных
источников, независимо от их типа, в непосред-
ственной близости от точек задания поля.

ВТОРОЙ ПЕРИОД – РАННЯЯ 
КОМПЬЮТЕРНАЯ ЭПОХА

Появление персональных компьютеров пред-
определило новый период в обработке и интер-
претации геофизических данных. Параллельно с
развитием теории происходит активная про-
граммная реализация ранее предложенных мето-
дов со всеми вытекающими техническими про-
блемами. Пытливыми умами нащупывались пер-
вые пути реального использования открывшихся
возможностей в широкой геофизической практике.

В работе В.И. Старостенко рассматривается
“построение числовой модели гравитационных
полей”, которое подразумевает “отнесение поля
к узлам равномерной сети, приведение его к плос-
кости, расположенной на определенной высоте,
выполнение некоторых трансформаций поля”
[Старостенко, 1978]. Предлагается устойчивый
алгоритм построения аппроксимационной кон-
струкции, представленной точечными массами,
использующий метод регуляризации А.Н. Тихо-
нова. В процессе аппроксимации используется
скользящее окно, параметры которого определя-
ются экспериментально, затем для каждого ме-
стоположения окна решается нормальная СЛАУ
с числом неизвестных, не превышающем 121.
В работе [Старостенко, 1978] приводятся 5 при-
меров, свидетельствующих о высокой эффектив-
ности предложенного алгоритма, в т.ч. в плане
подавления интенсивных аномалий-помех,
осложняющих исходные данные.

Неоценимый вклад в развитие истокообраз-
ных аппроксимаций внес В.М. Гордин, начинав-
ший научную работу под руководством В.И. Аро-
нова и являвшийся соавтором многих его работ.
Как пишет сам В.М. Гордин в своей книге “Из-
бранные труды и воспоминания”, изданной лишь
спустя год после его смерти: “Наивысшим дости-
жением этих исследований5 явился гибрид идеи
истокообразных аппроксимаций с оптимальной
фильтрацией по критерию Колмогорова–Винера.
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ДОЛГАЛЬ и др.

Полученные результаты были “доведены до чис-
ла” и легли в основу статьи “Физические аспекты
фильтрации и разделения геофизических анома-
лий”, написанной в соавторстве с Б.О. Михайло-
вым и В.О. Михайловым [Гордин и др., 1980]”.

В ней впервые продемонстрированы возмож-
ности применения не только потенциальных гар-
монических функций, но и других функций типа
ядер Фейера в процессе истокообразной аппрок-
симации. Авторы этой статьи показали, что тот
же самый способ аналитического приближения
можно беспрепятственно распространить на случай
всех полей, удовлетворяющих трем основным ти-
пам дифференциальных уравнений математиче-
ской физики: эллиптическому, параболическому и
гиперболическому. Все достоинства метода истоко-
образной аппроксимации оказываются доступны-
ми для математической обработки тепловых и диф-
фузионных полей, а также для решения широкого
круга других геолого-геофизических задач.

Еще в 70-х годах ХХ века была обоснована воз-
можность решения задачи разделения потенци-
альных полей, обусловленных разными источни-
ками, на основе выметания масс с применением
сеточных аппроксимирующих конструкций. За-
дача сводится к решению интегрального уравне-
ния Фредгольма 1-го рода, реализованному в ви-
де итерационного алгоритма с регуляризацией по
А.Н. Тихонову [Непомнящих и др., 1978]. Экви-
валентное перераспределение физического пара-
метра осуществлялось по шеститочечной схеме
Д. Зидарова. Было создано программное обеспе-
чение, апробированное на модельных и практи-
ческих примерах, разработаны методические ре-
комендаций по его применению. В диссертации
Л.В. Ли показано, что построенные таким обра-
зом результативные сеточные модели также впол-
не удовлетворительно характеризуют морфоло-
гию, условия залегания и размеры реальных ис-
точников [Ли, 1984].

Тем временем в параллельной “зарубежной
реальности” в 1981 г. T. Nakatsuka [Nakatsuka,
1981] исправляет существенную ошибку, допу-
щенную авторами в работе [Bhattacharyya, Chan,
1977]. При выводе финального уравнения для ап-
проксимации магнитного поля B.K. Bhattacharyya
и K.C. Chan использовали допущение о постоян-
стве направления вектора магнитных моментов
аппроксимирующих эквивалентных диполей,
располагаемых на произвольной поверхности S,
полученной параллельным переносом вниз по-
верхности наблюдений, заявляя в то же время,
что диполи ориентированы по нормали к поверх-
ности S. Очевидно, что с изменением угла накло-
на этой поверхности изменяются направления
магнитных моментов диполей. T. Nakatsuka спра-
ведливо отметил, что в таком случае направление

5 Имеется в виду как проведенных совместно с В.И. Ароно-
вым, с коллегами, так и самостоятельно.

вектора магнитных моментов эквивалентных ис-
точников будет переменным, и будет весьма
сильно изменяться в случае значительного пере-
пада высот поверхности S. С его слов, введя допу-
щение о постоянстве направления вектора маг-
нитных моментов, авторы эффективно ввели не-
кую аппроксимацию “слукавив” (не говоря об
этом прямо), что поверхность S, оказывается, не
так уж сильно криволинейна и слабо отличается
от плоскости. Вводя другое допущение о посто-
янном вертикальном направлении данного век-
тора, T. Nakatsuka исправляет их оплошность и
дает более точное и быстрое в плане сходимости
решение задачи истокообразной аппроксима-
ции, однако тема алиасинга здесь также не рас-
крывается.

В 1981 г. von R.R.B. Frese с коллегами [von Frese
et al., 1981], опираясь на работы C.N.G. Dampney
и D. Emilia, адаптируют истокообразные аппрок-
симации на случай задания результатов измере-
ния гравитационного и магнитного полей в сфе-
рических координатах и затем применяют метод
для аппроксимации региональных аномалий гра-
витационного поля на земной поверхности и
спутниковых данных магнитного поля. Аппрок-
симация здесь выполняется с целью последую-
щих аналитических вычислений производных
гравитационного и магнитного потенциала в
верхнем полупространстве и приведения их к од-
ной поверхности. Эта работа была написана на
основе научного отчета [von Frese et al., 1980],
выполненного для агентства NASA и послужив-
шего основой докторской диссертации von
R.R.B. Frese. Обсуждая проблемы вычислитель-
ного характера, авторы, со ссылкой на свою более
раннюю работу, рассматривают возможность раз-
мещения эквивалентных источников в модели в
соответствии с особенностями аппроксимируе-
мых аномалий – конструктивная идея, создаю-
щая предпосылки для развития алгоритмов с
предварительным анализом структуры аномаль-
ных полей и последующей адаптацией к ней про-
странственного распределения эквивалентных
источников. Впоследствии уже в 1998 г. von
R.R.B. Frese выпускает статью с корректировками
[von Frese, 1998] к работе [von Frese et al., 1981],
исправляя ошибки, допущенные при выводе не-
которых уравнений.

В 1984 г. R.O. Hansen и Y. Miazaki [Hansen, Mi-
azaki, 1984] анонсируют возможности истокооб-
разной аппроксимации в задаче пересчета потен-
циальных полей на произвольную поверхность в
верхнем полупространстве. Они отмечают слабое
место подхода предшественников [Bhattacharyya,
Chan, 1977; Nakatsuka, 1981] – расположение эк-
вивалентных источников непосредственно на по-
верхности наблюдений. R.O. Hansen, Y. Miazaki
утверждают, что такая аппроксимация весьма
ограничена в плане пересчета поля вверх, и пред-
лагают располагать источники на поверхности,
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конкордантной дневному рельефу, но лежащей
всюду ниже него. Вместо “дискретных” диполей
в качестве эквивалентных источников предложе-
но использовать поле однородно намагниченных
горизонтальных пластин. Авторы приводят инте-
ресный практический пример редукции данных
аэромагнитной съемки, выполненной с обтека-
нием рельефа местности, на горизонтальную
плоскость, расположенную на средней высоте
съемочных полетов.

J.B.C. Silva в 1986 г. предлагает использовать
сетку эквивалентных источников (магнитных ди-
полей) для приведения аномального магнитного
поля к полюсу, показывая, что такой подход су-
щественно упрощает решение этой задачи и дела-
ет ее устойчивым [Silva, 1986].

В 1990 г. выходит наиболее полная моногра-
фия В.И. Аронова [Аронов, 1990], знаковая для
отечественных геофизиков, обобщающая все тео-
ретические, методические и практические аспек-
ты метода истокообразной аппроксимации, раз-
работанные к этому времени, и предвосхищаю-
щая многие вопросы, которые будут позднее
поставлены и изучены. Несмотря на то, что тех-
нология эквивалентных источников уже более
20 лет применялась на практике, в зарубежной и
отечественной геофизике настолько всеобъем-
лющих публикаций по методу истокообразных
аппроксимаций не было ни до 1990 г., ни после.
Следует отметить, что в этой монографии рассмат-
ривается весьма широкая область практического
применения метода – кроме работы с потенциаль-
ными геофизическими полями, рассмотрены за-
дачи интерполяции структурных поверхностей,
геометризации залежей углеводородов и подсчета
запасов, оптимизация размещения скважин при
разведочных работах на нефть и газ.

Анализ содержания двух следующих работ по-
казывает, насколько внушительным по времени
было отставание исследований зарубежных гео-
физиков от группы В.И. Аронова. В 1991 г. J. Xia и
D.R. Sprowl [Xia, Sprowl, 1991] вновь обращаются
к проблеме пересчета гравитационного поля с
земной поверхности на горизонтальную плос-
кость с целью подавления искажающего влияния
разновысотности точек измерений. При этом они
опираются на технологию C.N.G. Dampney
[Dampney, 1969] и, все также, располагают экви-
валентные источники в одном слое, обосновывая
выбор оптимальной глубины их расположения с
позиций минимизации эффекта алиасинга.

Годом позже L. Cordell [Cordell, 1992], разраба-
тывая алгоритм интерполяции измеренных по-
тенциальных полей в узлы регулярной сети и
опираясь при этом на работу J. Xia и D.R. Sprowl,
предлагает распределять источники, адаптируя
их положение к амплитуде поля и его морфоло-
гии. Алгоритм является итерационным и весьма
оригинален: предварительно задается некий ко-
эффициент пропорциональности, связывающий

глубину погружения источника с расстоянием до
ближайшей точки измерения поля. Определяется
максимальная амплитуда поля в пределах площа-
ди исследований, затем – глубина до эквивалент-
ного источника под этой точкой, исходя из этого
коэффициента. Физический параметр (напри-
мер, масса) источника вычисляется, следуя пред-
положению, что аномалия в точке над ним обу-
словлена исключительно данным элементарным
источником. Далее гравитационный эффект ис-
точника вычитается из измеренного поля во всех
точках и определяется новое максимальное зна-
чение поля.

Процедура повторяется до тех пор, пока не бу-
дет достигнута требуемая погрешность аппрокси-
мации или не будет выполнено заданное число
итераций. L. Cordell отмечает вычислительные
сложности, связанные с немонотонностью схо-
димости итерационного процесса, но при этом в
результате аппроксимации получается меньшее,
чем число точек поля, количество аппроксимиру-
ющих тел. По всей видимости, это первый зару-
бежный алгоритм с многоуровенным расположе-
нием источников.

В 1992 г. В.Н. Страхов публикует развернутую
статью с исследованием алгоритмов трансформа-
ций геопотенциальных полей, основанных на ис-
токообразной аппроксимации. В статье рассмот-
рена проблема оптимизации параметров аппрок-
симационной конструкции для более точного
приближения исходного поля [Страхов, 1992].

В этом же году, работая с данными морской
магнитной съемки, J.B.C. Silva в соавторстве с
С.A. Mendonça реализуют весьма экономичный в
плане вычислительных затрат алгоритм истокооб-
разной аппроксимации с однослойным располо-
жением эквивалентных источников, используя,
подобно тому, как это было в подходе L. Cordell,
технологию последовательных приближений. На
первой итерации находятся минимальное и мак-
симальное значения поля и вносятся в выборку
“определяющих” значений, тогда как остальные
значения поля принимаются избыточными. Эк-
вивалентные источники располагаются только
под точками экстремумов поля и по этим “опре-
деляющим” значениям находятся их физические
параметры. Далее во всех остальных точках вы-
числяются модули отклонений наблюденного и
модельного полей, и под точкой измерения, где
имеет место наибольшее значение модуля вновь
располагается эквивалентный источник. Значе-
ние измеренного поля в этой точке добавляется в
выборку “определяющих” и участвует теперь в на-
хождении физических параметров всех источников.
В практическом примере, содержащем 3137 наблю-
дений морской гравиметрической съемки на
шельфе северной Бразилии, размер “определяю-
щей” выборки составил 294 значения. Алгоритм
продемонстрировал высокую экономичность (по
оценкам авторов – ускорение до двух порядков) и
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в плане вычислений, и с точки зрения малого
числа эквивалентных источников, необходимых
для аппроксимации поля. Авторы назвали его
“determination of equivalent data (DED)” – опреде-
ление эквивалентных данных [Mendonça, Silva,
1992; 1994] и использовали для решения задачи
интерполяции потенциальных полей, представив
годом позднее исчерпывающий сравнительный
анализ своего алгоритма и метода минимальной
кривизны [Mendonça, Silva, 1995].

В этот период времени под руководством
И.Д. Савинского была создана компьютерная
технология “Альфа-4”, все алгоритмы которой
основаны на едином математическом аппарате
решения интегрального уравнения Фредгольма
1-го рода, сводящимся, как и у многих других ис-
следователей, к решению СЛАУ. В некоторых
случаях применяется регуляризация. С физиче-
ской точки зрения, это аппроксимация поля со-
вокупностью элементарных источников, сум-
марный эффект которых автор называет пред-
ставлением поля в виде полинома. Система
предусматривает выполнение псевдогравитаци-
онного преобразования магнитного поля, пере-
счет полей на нижележащую наклонную плос-
кость, вычисление распределения плотности
гравитирующих тел и градиента этого распреде-
ления, интерпретацию трехкомпонентной сква-
жинной магниторазведки, оценку ресурсов по-
лезных ископаемых путем определения инте-
гральных характеристик источников аномалий
[Савинский, 1995]. Приведены примеры успеш-
ного использования технологии “Альфа-4” на
Березовском железорудном месторождении, ме-
сторождении хромитов на Полярном Урале, мед-
но-никелевом месторождении Норильск-2, при
обработке практических материалов среднемас-
штабных гравиметрических и аэромагнитных
съемок [Савинский, 1994]. Однако примеров ис-
пользования этой технологии другими исследо-
вателями авторам найти не удалось.

В 1995 г. Т. Nakatsuka предлагает интересную
технику для подавления краевых эффектов при
трансформациях магнитного поля на основе ис-
токообразной аппроксимации [Nakatsuka, 1995].
Применяя в качестве эквивалентных источников
прямоугольные призмы, он предлагает разме-
стить часть призм за пределами области задания
поля. Параметры источников определяются при
этом путем решения недоопределенной СЛАУ,
которая возникает за счет превышения числа ис-
точников над числом точек.

В 1996 г. выходит обширная монография
R. Blakely [Blakely, 1996], в которой в числе проче-
го, со ссылкой на многие перечисленные выше
работы, кратко излагаются основы аппроксима-
ции с применением эквивалентных источников.
Эта работа носит обзорный характер и не при-
внесла ничего нового в метод истокообразной ап-
проксимации, но часто используется вместо

ссылки на исследования C.N.G. Dampney в пуб-
ликациях зарубежных геофизиков, как обобщаю-
щий источник.

В 1997 г. выходит обстоятельная и разносто-
ронняя по содержанию статья Г.Я. Голиздры [Го-
лиздра, 1997], в которой приводится наиболее
полный обзор российских и зарубежных работ,
касающихся аналитического продолжения по-
тенциальных полей, опубликованных до этого
времени. В ней приводится большой список ра-
бот В.Н. Страхова по теории методов аналитиче-
ского продолжения потенциальных полей, пере-
носить который целиком в данную статью мы не
сочли возможным. Интересно, что в одной из ра-
бот Владимир Николаевич называет продолже-
ние поля в верхнее полупространство с использо-
ванием аналитических аппроксимаций не анали-
тическим, а аппроксимационным, имея в виду
его приближенный характер.

Следует отметить, что с 1997 г. В.Н. Страховым
и его учениками развивается метод линейных ин-
тегральных представлений [Страхов и др, 1997;
1999], являющийся обобщением и развитием
классического метода линейных интегральных
уравнений. Этот метод обеспечивает решение
многих задач гравиметрии и магнитометрии на
общей аппроксимационной основе, в т.ч. нахож-
дение линейных аналитических аппроксимаций
элементов аномальных геопотенциальных полей:
S- и F-аппроксимации. Теоретические работы
В.Н. Страхова определили стратегию развития
теории интерпретации геофизических полей на
многие десятилетия вперед, их перечень можно
найти в автобиографической монографии [Стра-
хов, 2008]. К сожалению, объем статьи вынуждает
авторов избирательно подойти к выбору ссылок
на работы этого выдающегося ученого.

В 1999 г. в сборнике материалов первой все-
российской конференции “Геофизика и матема-
тика” выходит статья В.М. Гордина и С.А. Тихоц-
кого по истории развития метода истокообразной
аппроксимации [Гордин, Тихоцкий, 1999].

В конце 90-х годов с появлением в России до-
статочно мощных персональных компьютеров
метод истокообразной аппроксимации начинает
широко использоваться для решения приклад-
ных задач в области гравиразведки, магнитораз-
ведки [Долгаль, Христенко, 1997; Долгаль, 1999a],
а затем и электроразведки методом естественного
электрического поля (ЕП) [Долгаль, 1999б]. При-
чем в статье [Долгаль, 1999a] впервые предлагается
оригинальный подход к решению проблемы кра-
евых эффектов и боковых источников при транс-
формациях геопотенциальных полей с использо-
ванием истокообразных аппроксимаций. Данные
эффекты возникают в силу ограниченных разме-
ров площади задания поля. Обычно их пытаются
подавить “гипотетическими” процедурами, ос-
нованными не на фактических измерениях поля
за пределами площади, а на каких-либо допуще-
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ниях о поведении поля и его источниках. Здесь же
предлагалось расширить пределы площади за
счет привлечения фактических данных мелко-
масштабных гравиметрических и магнитных съе-
мок, выполненных ранее и сохраненных в банках
данных специализированных предприятий.

На этом условно заканчивается одна эпоха и
начинается другая, в полной мере раскрывшая
возможности вычислительной математики –
эпоха компьютерных технологий.

ТРЕТИЙ ПЕРИОД – ЭПОХА 
КОМПЬЮТЕРНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

Эпоху компьютерных технологий можно сме-
ло ассоциировать с активным развитием про-
граммно-алгоритмического обеспечения методов
обработки и интерпретации геопотенциальных
полей. Резко возросла степень автоматизации ка-
мерального этапа геофизических работ, что по-
влекло за собой повышение эффективности труда
инженеров.

Бурный рост производительности компьюте-
ров позволил перейти к решению актуальных задач
большой размерности. Исследователи сосредото-
чились на создании эффективно работающих
компьютерных технологий, а там, где возможно-
сти компьютеров не позволяли “в лоб” решить
задачу требуемой размерности – к разработке
быстрых и экономичных алгоритмов с использо-
ванием различного рода “ускорителей” – вычис-
лительных процедур, заимствованных из других
областей инженерной науки. Необходимость ре-
шения проблем чисто технического характера,
которые невозможно было предугадать на этапе
создания метода или общей вычислительной схе-
мы, активизирует междисциплинарный обмен
идеями.

В начале 2000-х годов иностранные исследова-
тели все еще пытаются решить задачу интерполя-
ции геопотенциального поля в узлы регулярной
сети, используя однослойную конструкцию эк-
вивалентных источников, но изменяя глубину их
размещения в зависимости от расстояния между
точками задания данных [Cooper, 2000], а также
пытаясь уйти от процедур обращения матриц при
определении параметров источников к более эко-
номичным методам [Cooper, 2002].

В английском языке регулярная, т.е. квадрат-
ная или прямоугольная сеть точек задания пара-
метра называется “грид” (grid – в ориг.), а проце-
дура перевода данных из нерегулярной сети в
грид – “гриддинг” (gridding – в ориг.). Этот тер-
мин уже прочно заимствован и достаточно часто
используется в российском геофизическом диа-
лекте научного языка.

В 2001 г. в работе [Li, 2001] используется под-
ход C.N.G. Dampney для аппроксимации данных
гравитационной градиентометрической съемки,
но подобно Т. Nakatsuka с применением в каче-

стве эквивалентного слоя плотной упаковки ку-
бических тел.

В 2000 г. В.И. Аронов в статье [Аронов, 2000]
рассматривает проблему трехмерной аппрокси-
мации с целью интерполяции с использованием
координат x, y, z исходных данных (не только зна-
чений потенциальных полей). Представлены
примеры параметрической интерполяции – вос-
становления гладкой границы произвольного
трехмерного тела по координатам вершин ап-
проксимирующего многогранника, заданного на
его поверхности. Приведена структурная карта по
подошве меловых отложений юго-западной ча-
сти Прикаспийской впадины и карта концентра-
ции азота на данном стратиграфическом уровне,
построенная путем 3D-интерполяции. Выявлены
достаточно заметные различия этих карт. Вполне
можно согласиться с выводами автора о том, что
“переход к решению трехмерных задач обработки
геолого-геофизических данных открывает новые
перспективы при подсчете запасов и изучении
внутренней структуры месторождений, опреде-
лении эксплуатационных параметров”. Не менее
важно замечание автора о том, что отсутствие эф-
фекта алиасинга в данном случае достигается не
только за счет регуляризации, сколько за счет
специфических особенностей самого алгоритма,
позволяющих ему адаптироваться к структуре сети
исходных данных и отношению сигнал/помеха.

В 2000 г. выходит большая обзорная работа вы-
дающихся ученых [Страхов и др., 2000] о дости-
жениях в области интерпретации геопотенциаль-
ных полей в ХХ веке, в которой в качестве инстру-
мента для устойчивого и точного нахождения
трансформаций предлагается метод, истории раз-
вития которого посвящена настоящая работа. От-
мечается что истокообразная аппроксимация яв-
ляется универсальным подходом, пригодным для
численной реализации как корректных, так и не-
корректных (например – вычисление производ-
ных) трансформаций.

В это же время А.С. Долгаль выпускает серию
работ прикладного характера, в которых истоко-
образные аппроксимации успешно применяются
для обработки потенциальных полей при реше-
нии рудных задач в горной местности [Долгаль,
2000; 2001а; 2002б; Долгаль и др., 2002]. В них
приводятся примеры комплексной интерпрета-
ции наземной гравиметрической и аэромагнит-
ной съемок, построения аналитической модели
рельефа земной поверхности, а также развивается
подход В.И. Аронова с многоуровневым разме-
щением эквивалентных источников при интер-
поляции измеренных значений геопотенциальных
полей. Местоположение источников в каждом слое
в проекции на горизонтальную плоскость опре-
деляется путем анализа поля в пределах скользя-
щего окна заданного размера, а их физические
параметры – исходя из решения соответствую-
щей СЛАУ, в которой правая часть определена из
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скользящего среднего (среднеарифметического
значения поля в окне).

В 2002 г. выходит монография А.С. Долгаля
[Долгаль, 2002б], отражающая основное содержа-
ние докторской диссертации [Долгаль, 2002c].
В ней описан оригинальный подход, который
более чем в 1.5 раза ускоряет итерационный про-
цесс вычисления физических параметров эквива-
лентных источников в слое при квадратной сети
задания поля. Предлагается модифицированный
метод Зейделя с предварительной профильной
фильтрацией поля по строкам грида на основе
той же истокообразной аппроксимации и закреп-
лением некоторого числа “каркасных точек” при
решении СЛАУ. По сути, осуществляется деком-
позиция задачи на ряд подзадач меньшей размер-
ности. Также предложен подход к комплексной ин-
терпретации данных наземной гравиразведки и
аэромагнитной съемки, приведенных к единой го-
ризонтальной плоскости при поисках платино-мед-
но-никелевого оруденения в Норильском районе.

В период с 2000 по 2011 гг. выходит серия работ
Е.Г. Булаха и его учеников [Булах, Шиншин,
2000; 2002; Булах и др., 2011], в которых предлага-
ется использовать для истокообразной аппрокси-
мации источник, собранный из трех попарно ор-
тогональных стержней, ориентированных вдоль
осей декартовой системы координат и образую-
щих симметричную структуру относительно точ-
ки их пересечения. В этом случае для построения
аналитической аппроксимации требуется также
определить вектор физических параметров
стержней. Также рассматриваются аппроксима-
ции в других классах источников, например, для
тел Л.Н. Сретенского, обладающих средней плос-
костью [Bulakh, Markova, 2008].

В этот же период выходят две статьи: в одной
из них, обзорной, аналитические аппроксимации
рассматриваются для различных классов тел с
точки зрения построения вспомогательных кон-
струкций для последующих трансформаций и с
позиций построения геологически содержатель-
ных решений [Bulakh, 2007]; в другой предлагается
использовать эквивалентные источники для ап-
проксимации рельефа земной поверхности с це-
лью интерполяции высот [Булах, Маркова, 2009].
Все перечисленные выше задачи были включены
в последнюю монографию Е.Г. Булаха, вышед-
шую спустя год после смерти автора [Булах, 2010].

В 2001 г. на 28-й сессии Международного се-
минара им. Д.Г. Успенского С.А. Тихоцким и
Д.Ю. Шур, в развитие подхода В.И Аронова,
представлен алгоритм построения многоуровне-
вых истокообразных аппроксимаций для реше-
ния задач магнитной картографии и трансформа-
ций магнитного поля [Тихоцкий, Шур, 2001].

В 2002 г. В.Н. Страхов и И.Э. Степанова пуб-
ликуют две ключевые работы [Страхов, Степано-
ва, 2002a; 2002б] по методу S-аппроксимаций,
представляющему собой частный случай метода

линейных интегральных представлений, в кото-
ром потенциальное поле предлагается прибли-
жать суммой полей простого и двойного слоя.
Метод был предложен в локальном и региональ-
ном вариантах и впоследствии вошел в диссерта-
ционную работу И.Э. Степановой [Степанова,
2003]. Чуть позднее выходит ее работа [Степано-
ва, 2004], в которой приводятся результаты опро-
бования S-аппроксимаций на материалах грави-
метрической и магнитной съемок.

В 2004 г. на очередной сессии Международно-
го семинара им. Д.Г. Успенского В.М. Гордин,
С.А. Тихоцкий и Д.Ю. Шур делают доклад о воз-
можности и адекватности восстановления гар-
монической компоненты скалярных аномалий
магнитного поля по аномалии модуля напря-
женности магнитного поля с применением исто-
кообразных аппроксимаций [Гордин и др., 2004],
а в 2006 г. выходит расширенная статья и ее ан-
глоязычная версия [Gordin et al., 2006]. Условия
сходимости итерационного процесса и его устой-
чивость исследованы в широком диапазоне ам-
плитуд аномального поля на численных приме-
рах. Установлена эффективность предложенного
алгоритма при решении часто встречающихся
практических задач.

В 2005 г. коллектив авторов, в составе которого
в том числе С.А. Тихоцкий и Д.Ю. Шур, публику-
ют интересную работу [Соловьев и др., 2005] с ал-
горитмом определения вектора магнитного мо-
мента аномалообразующих тел на основе кла-
стерного анализа множества эквивалентных
источников, адаптированного к распределению
особых точек магнитного поля.

В это же время А.С. Долгалем разработан алго-
ритм, реализующий интегральный метод реше-
ния обратной задачи гравиметрии на основе се-
точных распределений эквивалентных источни-
ков [Долгаль, 2005].

В 2006 г. японские геофизики T. Nakatsuka и
Sh. Okuma используют технику эквивалентных
источников для аппроксимации результатов вер-
толетной аэромагнитной съемки с целью грид-
динга и последующих трансформаций поля [Na-
katsuka, Okuma, 2006]. В ней со ссылкой на работу
1995 г. [Nakatsuka, 1995] повторно уделяется вни-
мание методике расширения эквивалентного
слоя путем выноса дополнительных источников
за пределы площади задания поля с последую-
щим решением недоопределенной СЛАУ для на-
хождения их параметров. По нашему мнению,
данный метод способен лишь несколько сгладить
краевые эффекты, хотя сами авторы утверждают
о полном их подавлении.

В том же 2006 г. J. Li и I. Morozov на ежегодной
конференции SEG выступают с докладом, где
критикуют дискретное распределение точечных
источников, и предлагают перейти к непрерыв-
ному эквивалентному слою [Li, Morozov, 2006].
При этом в численной реализации метода непре-
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рывный слой так же дискретизируется и пред-
ставляется в виде плотной упаковки прямоуголь-
ных призм. На наш взгляд, преимущества такой
конструкции в плане повышения точности вы-
числений сомнительны, а сам процесс аппрокси-
мации усложняется.

R. Jia и R.W. J. Groom в 2007 г. на этой же кон-
ференции делают доклад о применении техники
эквивалентных источников для вычисления гра-
диентов магнитного поля, где сравнивают этот
метод с аппроксимацией дискретных значений
поля рядом Фурье [Jia, Groom, 2007], еще раз го-
воря о необходимости корректного выбора глуби-
ны размещения источников. Интересно, что при
создании эквивалентного слоя они также расши-
ряют его на 20% за пределы площади задания по-
ля, по всей видимости, для подавления краевых
эффектов. K. Davis и Ya Li в свою очередь пред-
ставляют способ построения эквивалентного
слоя с одновременным использованием полного
вектора аномального магнитного поля и его гра-
диентов [Davis, Li, 2007].

В России в 2006–2008 гг. появляется серия ста-
тей, посвященных быстрым алгоритмам построе-
ния многоуровневых аппроксимаций, ключевой
процедурой в которых является декомпозиция
сложной вычислительной задачи большой или
сверхбольшой размерности на ряд подзадач мень-
шей размерности с применением бинарных дере-
вьев – метода квадродерева и быстрого вейвлет-
преобразования на основе базисных функций
Хаара [Пугин, 2006; 2007; Dolgal, Pugin, 2006; До-
лгаль, Пугин, 2006a; 2006б; Долгаль, 2007; Dolgal,
Simanov, 2008]. В алгоритмах применяются про-
цедуры сжатия информации с отбрасыванием из-
быточных данных о поле, что приводит к суще-
ственному уменьшению размерности СЛАУ на
каждой стадии декомпозиции задачи. Однако от-
брасывание проходит по “мягкому” варианту, т.е.
участки поля, отброшенные из аппроксимации
на начальной стадии декомпозиции, в обязатель-
ном порядке анализируются вновь и поступают в
аппроксимацию на последующих стадиях во из-
бежание неконтролируемого увеличения по-
грешности приближения. Разрастание аппрокси-
мационной конструкции идет от нижних уровней
глубин эквивалентных источников к верхним.
В совокупности с истокообразной аппроксимаци-
ей, данные методы позволили разработать точные и
весьма экономичные решения в плане вычисли-
тельных затрат, которые впоследствии вошли в дис-
сертацию одного из авторов [Пугин, 2007].

В 2006 г. в работе [Simanov, Pugin, 2006] было
предложено использовать истокообразные ап-
проксимационные конструкции, содержащие
малое (в сравнении с числом измерений поля)
число параметров эквивалентных источников,
для компактного хранения в геоинформацион-
ных системах с возможностью оперативного
управления данными.

В 2007 г. В.Н. Страхов публикует работу [Стра-
хов, 2007], в которой рассматривает широкий
спектр вопросов, касающихся построения линей-
ных аналитических аппроксимаций при решении
задач геодезии, геоинформатики и гравиметрии,
а в 2009 г. выходит обширная и весьма интересная
монография [Страхов и др., 2009], в которой по-
дробно излагаются теоретические основы ап-
проксимационного подхода на основе интеграль-
ных представлений, а также методы F- и S-ап-
проксимации и результаты их опробования на
модельных и практических примерах.

Спустя 11 лет после выхода работы [Долгаль,
1999a], предложенный в ней подход был реализо-
ван в виде компьютерной технологии для учета
влияния боковых источников при трансформа-
циях геопотенциальных полей [Долгаль, Пугин,
2008; Веселкова, Пугин, 2009; 2010]. Предлага-
лось расширить площадь задания поля за счет во-
влечения материалов мелкомасштабных съемок из
банков цифровых данных, а аппроксимационную
конструкцию строить в виде нескольких слоев эк-
вивалентных источников, нижние из которых ап-
проксимируют мелкомасштабные данные на
большей площади, а верхние – разность между
исходными данными (имеющими более крупный
масштаб и точность) и результатами аппроксима-
ции мелкомасштабной съемки. Позднее способ
трансформаций с учетом влияния боковых источ-
ников был оформлен в виде патента [Бычков
и др., 2010] и применялся для интерпретации ре-
зультатов аэромагнитных съемок 1 : 100000 –
1 : 250000 масштабов на северо-западе Сибир-
ской платформы [Долгаль и др., 2020].

В период с 2008 по 2013 гг. выходит большая
серия статей группы пермских геофизиков, рабо-
тающей под руководством А.С. Долгаля, с приме-
рами практического применения различных ал-
горитмов истокообразной аппроксимации для
решения прикладных задач гравиметрии и маг-
нитометрии [Долгаль, Христенко, 2008; Шархи-
муллин, Долгаль, 2010; Долгаль и др., 2011a;
2011б], в том числе для трехмерной интерполяции и
фильтрации геопотенциальных полей [Батырева,
2008; Батырева, Долгаль, 2009; Новикова и др., 2013].

В 2010 г. коллективом авторов разработан спо-
соб истокообразной аппроксимации геопотенци-
альных полей с адаптивным распределением эк-
вивалентных источников в многослойной модели
в зависимости от морфологии поля [Пугин и др.,
2010], отнесенный впоследствии к типу монтаж-
ных алгоритмов. Способ реализует процедуру вы-
бора наилучшего местоположения эквивалентно-
го источника на основе одномерной минимизации
функционала невязки наблюденного и модельно-
го полей в евклидовой метрике. Предложенная
конструкция содержит сравнительно небольшое
количество элементарных источников даже при
значительном числе точек задания поля.
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В 2010 г. Ya Li и D.W. Oldenburg [Li, Oldenburg,
2010] предлагают быстрый алгоритм построения
слоя эквивалентных источников для работы с дан-
ными магнитной съемки, имеющими большую
размерность. Источники по-прежнему предлага-
ется располагать в один конкордантный поверх-
ности наблюдений слой либо размещать их на го-
ризонтальной плоскости. Перед решением СЛАУ
нужно выполнять разрежение матрицы ее коэф-
фициентов на основе вейвлет-анализа и последу-
ющий синтез с отбрасыванием малых вейвлет-
коэффициентов. На наш взгляд, данный подход
оправдан лишь в равнинных территориях, по-
скольку любая предварительная фильтрация по-
тенциального поля, измеренного в горной мест-
ности, не учитывающая рельеф земной поверхно-
сти наряду со значениями поля, может приводить
к существенным искажениям результатов вслед-
ствие неучтенного эффекта разновысотности на-
блюдений. В этом кроется существенный недо-
статок алгоритма в сравнении с более ранними
способами, учитывающими фрактальную струк-
туру данных, предложенными в работах А.С. Долга-
ля и его учеников.

В том же 2010 г. выходит работа [Salem et al.,
2010], в которой авторы предлагают перед постро-
ением эквивалентной модели источников выпол-
нять фильтрацию высокочастотной компоненты
магнитного поля с применением фильтра нижних
частот, что близко к подходу, предложенному
А.С. Долгалем в работе [Долгаль, 2002], однако
предлагаемый иностранными авторами подход
менее автоматизирован и более сложен в плане
вычислений. В качестве эквивалентных источни-
ков использованы горизонтальные цилиндры
бесконечного простирания, что обусловлено про-
фильным вариантом алгоритма.

В 2011 г. выходит статья [Степанова, 2011], в
которой рассматриваются аппроксимации релье-
фа земной поверхности и расчет топопоправок в
рамках метода линейных интегральных представ-
лений. Позднее выходит серия статей на данную
тему [Stepanova et al., 2019; 2020a; 2020b]. Опреде-
ленный интерес представляет статья [Gudkova
et al., 2020], посвященная истокообразной ап-
проксимации рельефа поверхности и гравитаци-
онного поля Марса.

В 2012 г. П.С. Мартышко, Н.В. Федорова,
Д.В. Геймайдинов провели анализ магнитного
поля Урала (координаты 52°–64° с.ш., 54°–66° в.д.)
на основе дискретизации интегрального уравне-
ния Фредгольма 1-го рода и решения СЛАУ (раз-
мер сетки 512 × 512 точек) с регуляризацией по
Лаврентьеву на суперкомпьютере “Уран”. С по-
мощью пересчета поля на высоты от 1 до 200 км
были выделены его разночастотные составляю-
щие, отражающие распределение намагниченно-
сти в земной коре. Следует отметить, что карты
магнитных аномалий на высотах 100–200 км хо-
рошо согласуются с данными спутниковых маг-

нитометрических наблюдений [Мартышко и др.,
2012]. В дальнейшем был выполнен подбор маг-
нитного поля сингулярными источниками для
обширной территории Уральского региона с по-
следующим вычислением ряда трансформант, в
т.ч. для приведения к полюсу региональных маг-
нитных аномалий [Мартышко и др., 2016].

В 2013 г. Jr. Oliveira с соавторами [Oliveira et al.,
2013] предлагают оригинальный способ опреде-
ления физических параметров эквивалентных
источников в слое на основе метода локальных
полиномов. В скользящем окне при каждом его
положении определяется распределение физиче-
ских параметров элементарных источников, по-
падающих в пределы окна, на основании подо-
бранного полинома с некоторыми коэффициен-
тами. В последующем полиномы “сшиваются” в
единое распределение физических параметров
источников для всего аппроксимирующего слоя.

В 2014 г. отечественными исследователями
был предложен еще один оригинальный алго-
ритм построения истокообразной аппроксима-
ции геопотенциального поля, реализующий кон-
цепцию “случайного вброса” или случайного по-
иска положения источника в сеточной модели
[Пугин и др., 2014]. Впоследствии вышла статья с
расширенным составом авторов, обобщающая
все ранее предложенные ими алгоритмы построе-
ния многоуровневых аппроксимационных кон-
струкций [Balk et al., 2016].

В том же 2014 г. коллектив авторов статьи [Kara
et al., 2014] демонстрируют на практическом при-
мере применение истокообразных аппроксима-
ций для трансформаций аномалий силы тяжести
в условиях горного рельефа на полуострове Biga
Peninsula в Турции.

Технология эквивалентных источников была
модифицирована и использована для аппрокси-
мации глобального магнитного поля Земли, по-
лученного в результате спутниковых измерений
CHAMP в период 2009–2010 гг. [Kother et al.,
2015]. Аппроксимация производилась в сфериче-
ских координатах с расположением эквивалент-
ных источников на глубине 100 км ниже земной
поверхности в узлах грида с икосаэдрическими
ячейками. Предварительно из геомагнитного по-
ля было исключено влияние земного ядра и маг-
нитосферных источников с применением модели
CHAOS-4.

В 2015 г. И.Э. Степановой и Д.Н. Раевским
предложен модифицированный метод S-аппрок-
симаций геопотенциальных полей [Raevskiy, Ste-
panova, 2015a; 2015b], вошедший впоследствии в
диссертационную работу [Раевский, 2016]. Эф-
фективность метода подтверждена на модельных
примерах, в работе [Stepanova et al., 2017] пред-
ставлен практический пример трансформации
гравитационного поля северной части Тихого
океана (13341 пункт измерений, квадратная сеть
точек с шагом 0.5°). Позднее был опубликован
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цикл статей, посвященных повышению эффек-
тивности данного метода, в том числе примени-
тельно к интерпретации больших объемов дан-
ных гравиметрической и магнитной съемок с ис-
пользованием предложенной модификации метода
S-аппроксимаций [Stepanova et al., 2016; 2017; Kone-
shov et al., 2017; Stepanova et al., 2020], а также для
вычисления высот относительно геоида [Kone-
shov, Stepanova, 2019].

С 2018 по 2020 гг. выходит серия статей, посвя-
щенных различным модификациям метода ли-
нейных интегральных представлений и их сов-
местному использованию [Stepanova et al., 2018a;
2018b; 2019].

В 2016 г. C. Martinez и Ya Li [Martinez, Li, 2016]
приводят пример использования технологии эк-
вивалентных источников для аппроксимации
данных гравитационной градиентометрической
съемки. Располагая эквивалентные источники в
один слой и решая линейную обратную задачу с
регуляризацией достаточно сложным путем, ав-
торы вынуждены искать дополнительные крите-
рии, например, использовать L-кривую Хансена,
для обеспечения приемлемой точности аппрок-
симации аномальных градиентов тяжести, не до-
пуская при этом увеличения вычислительных за-
трат.

В опубликованной в 2017 г. статье M. Pilkington
и O. Boulanger сравнивают различные алгоритмы
продолжения потенциального поля с поверхно-
сти измерений в верхнее полупространство на
модельном и практическом примере, в том числе
и с применением истокообразных аппроксима-
ций [Pilkington, Boulanger, 2017]. К сожалению, из
российских разработок упоминается только один
метод, предложенный В.Н. Страховым в 1965 г.,
который не использует истокообразную аппрок-
симацию.

В 2017 г. выходят две статьи [Siqueira et al.,
2017a; 2017b], в которых предлагается для ускоре-
ния сходимости итерационного процесса нахож-
дения масс эквивалентных источников в одно-
слойной конструкции использовать некоторую
систему параметров – весовых коэффициентов,
зависящих от амплитуды аномалии поля в данной
точке.

В 2017 г. С.А. Тихоцкий и Д.Ю. Шур [Тихоц-
кий, Шур, 2017] расширили доказательство экви-
валентности метода истокообразной аппроксима-
ции оптимальному фильтру Колмогорова–Винера
при определенном выборе автокорреляционной
функции на более общий случай нерегулярной
сети и криволинейной поверхности измерений
[Гордин и др., 1980].

В 2018 г. выходит в свет статья [Пугин, 2018], в
которой рассматриваются принципиальные раз-
личия теоретической и практических постановок
задачи истокообразной аппроксимации. Автор
показал, что вследствии нарушения условия за-
мкнутости поверхности наблюдений при исполь-

зовании любой аппроксимационной конструкции
(однослойной или многослойной) возникают ис-
кажения в трансформантах геопотенциальных
полей, вычисленных с помощью аппроксимаци-
онного продолжения в верхнее полупростран-
ства. Эти искажения возникают вследствие не-
учтенной при аппроксимации “остаточной ча-
сти” общего интегрального выражения, которую
невозможно скомпенсировать какими-либо по-
правками.

В том же 2018 г. выходит статья [Ali et al., 2018],
в которой на практическом примере продемон-
стрировано использование техники эквивалент-
ных источников с однослойным расположением
для пересчета поля на горизонтальную плоскость,
расположенную всюду ниже земной поверхно-
сти, но выше эквивалентных источников. Исто-
кообразная аппроксимация использовалась для
вычисления производных гравитационного поля
в нижнем полупространстве и определения по
ним границ различных структурных элементов
земной коры на территории межостровного моря
Сулу в Тихом океане.

В этом же году M.H. Dransfield и T. Chen
[Dransfield, Chen, 2019] приводят пример успеш-
ного практического применения истокообразной
аппроксимации для трансформаций данных гра-
витационной градиентометрической съемки, вы-
полненной с борта вертолета над вулканом ASO в
Японии.

В 2019 г. Е.И. Есин с соавторами [Есин и др.,
2019] на примере метода S-аппроксимаций пока-
зывают, что в условиях ограниченных площадей
однослойные эквивалентные модели приводят к
существенным искажениям трансформант при
пересчетах магнитного поля в верхнее полупро-
странство, особенно при наличии сильномагнит-
ных боковых источников, на что также указыва-
лось в работе, приведенной абзацем выше. Авторы
предлагают вместо расширения площади исполь-
зовать для аппроксимации данные аэросъемок на
нескольких высотных уровнях, справедливо
утверждая, что это повышает корректность по-
строения эквивалентной модели. Однако при
этом возникает необходимость получения дан-
ных на верхних уровнях измерений с меньшей
погрешностью, чем на нижних уровнях, чего
сложно добиться на практике.

В этом же году А.С. Долгаль для подавления
влияния практической эквивалентности при ре-
шении обратной задачи гравиразведки монтаж-
ным методом предложил выполнять предвари-
тельное разделение гравитационного поля на со-
ставляющие, обусловленные объектами с
разнознаковыми эффективными плотностями.
Используется система точечных эквивалентных
источников, последовательно погружающихся на
глубину, аппроксимирующих интерпретируемое
поле. Экспериментально установлено, что при
некоторой глубине расположения источников
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возможно достаточно точное восстановление
“положительной” и “отрицательной” компонент
аномального поля [Долгаль, 2019].

На ежегодной конференции SEG 95 J. Capriotti
и Ya Li представляют доклад [Capriotti, Li, 2019], в
котором предлагают свой способ аппроксимации
полного вектора гравитационного поля (всех трех
компонент в декартовой системе координат, а не
только вертикальной составляющей) с использо-
ванием регуляризации методом L – кривой Хан-
сена при решении плохо обусловленной СЛАУ.

На этой же конференции другой коллектив ав-
торов [Reis et al., 2019] предлагает способ опреде-
ления направления вектора намагничения пород,
создающих измеренное магнитное поле, посред-
ством истокообразной аппроксимации с построе-
нием однослойной конструкции эквивалентных
источников. В работе [Piauilino et al., 2019] по-
вторно излагается способ быстрого построения
аппроксимирующего эквивалентного слоя с при-
менением регуляризатора, ускоряющего сходи-
мость итерационного процесса нахождения физи-
ческих параметров источников, с демонстрацией
эффективности алгоритма на модельном и прак-
тическом примерах. Следует заметить, что успеш-
ное решение подобной задачи было реализовано в
2006 г. российскими геофизиками в программе
REIST [Бабаянц и др., 2006]. 

В 2020 г. А.Ю. Давыденко представил устойчи-
вый метод определения магнитной восприимчи-
вости и вектора остаточной намагниченности
трехмерных объектов на основе линейной регрес-
сионной модели по методу эластичной сети [Да-
выденко, 2020].

На другой конференции представлен еще один
доклад группы авторов [Piauilino et al., 2019], в ко-
тором они сравнивают два метода построения
аналитической аппроксимации гравитационного
поля: метод истокообразной аппроксимации в
подходе C.N.G. Dampney и аппроксимацию ря-
дом Фурье. В последующем обе аппроксимаци-
онные конструкции используются для вычисле-
ния тензора градиентов силы тяжести с целью со-
поставления результатов. По мнению авторов,
для модели локального источника первый метод
является предпочтительным. При преобразова-
нии суммы локальной и региональной аномалий
оба метода дают неприемлемые результаты.

В одной из работ К. Mendonça предлагает спо-
соб решения обратной задачи для построения ап-
проксимирующего слоя эквивалентных источни-
ков, пытаясь разделить аномалиеобразующие
объекты, имеющие различную геологическую
природу [Mendonça, 2020]. В последующем под-
пространства, содержащие эквивалентные источ-
ники с положительными и отрицательными зна-
чениями эффективной плотности, используются
раздельно для вычисления суммарной массы тел,
создающих положительные и отрицательные ано-
малии гравитационного поля. Приведен пример

успешного практического применения метода
при интерпретации материалов аэрогравиметри-
ческой съемки в провинции Карахас (Бразилия).

В 2020 г. D. Takahashi с соавторами приводят
подробное описание нового алгоритма, реализу-
ющего быстрое построение эквивалентного слоя
[Takahashi et al., 2020]. Авторы применяют к мат-
рице значений истокообразной функции двумер-
ное дискретное преобразование Фурье, перегруп-
пировывая ее элементы и получая матрицы иного
типа, новую систему уравнений, которая решается
непосредственно в частотной области. При этом
матрица коэффициентов истокообразной функ-
ции рассматривается как блочная матрица Теп-
лица, что отвечает лишь идеализированному слу-
чаю задания потенциального поля на горизонталь-
ной плоскости. Однако именно такой случай –
аппроксимация данных аэрогравиметрической
съемки, выполненной на постоянной барометри-
ческой высоте, приводится в качестве примера,
демонстрирующего очень высокое быстродей-
ствие алгоритма.

Наконец в 2020 г. появляется статья [Zuo et al.,
2020], в которой авторы предлагают использовать
многослойную конструкцию эквивалентных ис-
точников для аппроксимации данных аэромаг-
нитной съемки, выполненной с обтеканием ре-
льефа, с последующим продолжением поля вниз
вплоть до земной поверхности. Детали алгоритма
не раскрываются, приводится лишь функционал
сложного вида, который необходимо минимизи-
ровать. Примечательно, что возврат к разноглу-
бинному расположению эквивалентных источ-
ников при истокообразной аппроксимации поля
в работах зарубежных авторов происходит лишь
спустя много лет после выхода работы [Cordell,
1992], в то время как российские геофизики, опи-
раясь на результаты В.И. Аронова стали широко
эксплуатировать данный подход, начиная с конца
90-х годов ХХ века.

Метод трехмерной интерполяции гравиметри-
ческих и магнитных данных был предложен
S.R. Soler и L. Uieda в работе [Soler, Uieda, 2020].
Авторы используют разбиение области задания
поля на ряд блоков с вычислением средних для
каждого из них значения поля. Эти средние зна-
чения аппроксимируются набором точечных ис-
точников, находящихся под центрами блоков на
разных глубинах. Метод обладает высокой точно-
стью и быстродействием. Этот подход был развит
на случай больших объемов данных (миллионы
точек наблюдений) и показал хорошие результаты
[Soler, Uieda, 2021]. Рекомендовано выбирать размер
блоков, близкий к шагу результативной сети гриди-
рования. Наилучшим компромиссом между скоро-
стью расчетов и точностью результатов является вза-
имное перекрытие блоков на 50% площади.

В 2015–2020 гг. группа пермских геофизиков
расширила область практического применения
истокообразной аппроксимации геофизических
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полей [Долгаль и др., 2017; Долгаль, 2020]. Новую
геологическую информацию удалось получить
при пересчете геопотенциальных полей Нориль-
ского района и ультраосновного массива Кондер
на сглаженные синтезированные поверхности,
расположенные выше земной поверхности [До-
лгаль, Дудин, 2015]. В качестве альтернативы
сплайн-аппроксимации при построении огиба-
ющих сигнала в методе эмпирической модовой
декомпозиции (EMD) рассматривается ано-
мальный эффект эквивалентных источников
[Долгаль, Христенко, 2017]. Истокообразные ап-
проксимации выбраны в качестве инструмента
оценки различий между радиальной и вертикаль-
ной составляющими силы тяжести для больших
территорий (с размерами от 100 км в поперечнике),
характеризующей влияние сферичности Земли
при выполнении интерпретационных построе-
ний в прямоугольной системе координат [Дол-
галь и др., 2018]. Аппроксимационный пересчет
полей в верхнее полупространство с одновремен-
ным их дифференциальным преобразованием
начал использоваться при интерпретационной
томографии с целью приближенного выделения
эффекта от горизонтального слоя горных пород.
Эти технологии активно применяются при изуче-
нии подводных вулканов Курильской островной
дуги по данным гидромагнитной съемки [Блох
и др., 2018; 2019; Долгаль и др., 2021].

В 2020 г. вышел справочник [Параметры Зем-
ли…, 2020] с параметрами Земли 1990 г. в котором
приводятся глобальная, региональная и локаль-
ная модели аномального гравитационного поля
Земли (АПГЗ), построенные с использованием
метода истокообразной аппроксимации. Описа-
ние аналитических моделей содержится в прило-
жениях в виде параметров точечных источников
(аномальных масс и геоцентрических коорди-
нат). Вообще же одним из основных приложений
метода точечных масс являлся учет АГПЗ для повы-
шения точности баллистических расчетов. Несмот-
ря на то, что уже получены коэффициенты разло-
жения возмущающего потенциала Земли в ряд по
сферическим функциям до 360-й и более высокой
степени, метод точечных масс продолжает успешно
применяться при расчете траектории полета раке-
ты. Данной теме посвящен отдельный раздел эн-
циклопедического издания – книги “Гравиметрия
и геодезия” [Гравиметрия и геодезия, 2010].

Эпоха развития и совершенствования ком-
пьютерных технологий истокообразной аппрок-
симации в прикладной геофизике продолжается.
Благодаря новым вычислительных возможно-
стям, можно ожидать совершенно неожиданных
подходов к решению проблемы моделирования
геопотенциальных полей. Подводя промежуточ-
ные итоги, отметим во многом “параллельное”
развитие отечественных и зарубежных техноло-
гий, обусловленное недостаточным обменом ин-
формацией. Причем складывается впечатление,

что российские ученые лучше знакомы с англо-
язычными работами, нежели их иностранные
коллеги – с российскими. Можно выделить ос-
новные тенденции развития метода истокообраз-
ной аппроксимации:

1) расширение области применения многоуро-
венных аппроксимационных конструкций, адап-
тированных к структуре сети задания и морфоло-
гическим особенностям поля;

2) совершенствование методов решения СЛАУ
с числом неизвестных О(106), направленное на
снижение времени расчета параметров аппрокси-
мационной конструкции и повышение точности
результатов;

3) декомпозиция общей задачи истокообраз-
ной аппроксимации на ряд подзадач меньшей
размерности;

4) обсуждение проблемы краевых эффектов и
борьба с их проявлениями;

5) определение физических параметров эквива-
лентных источников без решения СЛАУ (одномер-
ная оптимизация, статистические зависимости);

6) применение для 3D-интерполяции данных
полевых магнитометрических и гравиметрических
измерений и фильтрации осложняющих их помех;

7) использование для расчета трансформант
геофизических полей ‒ продолжение в верхнее
полупространство, подавление эффекта разно-
высотности путем пересчета на горизонтальную
плоскость, пересчет на различные криволиней-
ные поверхности – драппинг и т.п.;

8) разработка алгоритмов, учитывающих сфе-
рообразную форму Земли, предназначенных для
построения глобальных и региональных моделей
геофизических полей;

9) аппроксимация результатов многокомпо-
нетных (в частности – градиентов силы тяжести
при аэрогравиметрических работах) и разноуро-
венных полевых измерений.

Следует также отметить неуклонно возрастаю-
щее количество публикаций в области практиче-
ского применения метода истокообразной ап-
проксимации и его существенную технологиче-
скую адаптацию к решению широкого круга
задач прикладной геофизики.
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History of the Method for Sourcewise Approximations 
of Geopotential Fields

А. S. Dolgala, *, А. V. Pugina, and P. N. Novikovaa

aMining Institute of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, Perm, Russia
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This paper presents the history of the method of approximating discretely specified values of gravitational and
magnetic fields by sourcewise functions that, from the physical standpoint, correspond to the anomalous ef-
fects of equivalent sources. The method is widely used in applied geophysics for transformation, three-di-
mensional interpolation, and filtration at the stages of data processing and qualitative interpretation. It is an
effective tool for building global, regional, and local digital models of geopotential fields. The method
emerged from the task of determining the figure of the Earth, and there are three periods of its development:
pre-computer era (1960–1980), early computer era (1980–2000) and computer technology era (from 2000 to
the present). The authors have analyzed the main works of Russian and foreign researchers. In many ways,
Russian and foreign technologies have been developed “in parallel”, largely as a result of insufficient infor-
mation exchange. The authors have identified the main trends in the development of the sourcewise approx-
imation method. They have observed a steadily increasing number of publications regarding the practical ap-
plication of the method.

Keywords: gravitational field, magnetic field, anomaly, sourcewise approximation, equivalent sources, trans-
formation, interpolation, algorithm, computer technology



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


