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ВВЕДЕНИЕ
Проблема интерпретации данных о потенци-

альных полях Земли и планет никогда не теряла
своей актуальности в силу того, что информация
поступает к исследователям большими “порция-
ми”, всегда содержит ошибки, имеющие различ-
ную природу: это и ошибки приборов, и случай-
ные помехи, и осложнение основного сигнала
высокочастотными компонентами, создаваемы-
ми всевозможными плотностными неоднородно-
стями коры и т.д. и т.п. Самое важное обстоятель-
ство, которое следует отметить – это тот факт, что
напрямую получить представление о геологиче-
ском строении недр как нашей планеты, так и ее
ближайших соседей в Солнечной системе вряд ли
удастся в обозримом будущем. Объем публика-
ций по указанной тематике весьма обширен как в
нашей стране, так и за рубежом (см., например,
[Глазнев и др., 1989; Долгаль и др., 1994; Блох
и др., 2020; Кризский и др., 2011; Мартышко и др.,
1997; 2015; 2016а; 2016б; Михайлов и др., 2019].

Именно по этой причине разработка надеж-
ных и эффективных методов интерпретации
больших объемов данных о потенциальных полях
и рельефе, особенно спутниковых, морских,
аэромагнитных и аэрогравиметрических, выхо-
дит на первый план в нашу эпоху огромных вы-
числительных мощностей.

На протяжении последних двух десятилетий
наш коллектив активно применяет метод линей-

ных интегральных представлений при нахожде-
нии аналитических аппроксимаций как потенци-
альных полей Земли, так и непрерывных функ-
ций, не являющихся гармоническими, но
принимающих значения на границе области гар-
моничности некоторого поля [Страхов и др.,
2000; 2002а; 2002б; 2009; Cтепанова, 2007; 2008;
Раевский и др., 2015а; 2015б; Керимов и др., 2018].
Безусловно, такой подход (в рамках указанного
метода) не является “панацеей” и не может при-
водить к решению интерпретационных задач в
“сложных” случаях. Мы имеем в виду те поста-
новки, в которых информации об источниках по-
ля слишком мало, либо эту информацию нельзя
назвать качественной. Для нахождения надежных
результатов при решении обратных задач геофи-
зики и геодезии нельзя обойтись данными только
профильной съемки, какими бы длинными ни
были траектории полета самолета, галсы корабля
и т.п. Но выполнение площадной съемки иногда
экономически невыгодно, а зачастую и не реали-
зуемо на практике. По этой причине мы решили
дополнить применение структурно-параметри-
ческого подхода в рамках модифицированного
метода S-аппроксимаций эффективной методи-
кой аналитического продолжения аномальных
полей вдоль интегральных кривых. При этом
процесс построения интегральных кривых грави-
тационного или магнитного поля также регуля-
ризируется, поскольку неизвестен точный вид
уравнений, описывающих эти кривые. Если дан-
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ные аэросъемки включают в себя значения гори-
зонтального градиента гравитационного поля
(либо содержат несколько компонент магнитно-
го) на профиле, то тогда у исследователя появля-
ются дополнительные инструменты для контроля
качества решения обратной задачи по поиску эк-
вивалентных по внешнему полю носителей и
дальнейшей интерпретации предоставленной ему
информации. Но даже в том случае, когда извест-
на лишь одна компонента поля, можно попытать-
ся решить обратную задачу с помощью описан-
ной ниже методики.

Напомним читателю, что трехмерные S-ап-
проксимации – это представление известной
компоненты гравитационного поля в виде суммы
простого и двойного слоев, распределенных на
некоторой совокупности областей (в локальном
случае ими являются горизонтальные плоскости и
поверхности двугранных углов, в региональном –
сферы или сфероиды) [Степанова, 2018]. Боль-
шинство обратных задач геофизики и геодезии
редуцируется к решению систем линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ) различных типов:
симметрических положительно полуопределен-
ных (наиболее “благоприятный” вариант), пере-
определенных, недоопределенных и т.п.

Известные итерационные алгоритмы (как
двухслойные, так и трехслойные) не слишком хо-
рошо работают при решении подобных СЛАУ:
итерации либо не сходятся вовсе, либо сходятся
чрезвычайно медленно. Объясняется это тем, что
в геофизике и геодезии приходится оперировать с
огромными массивами постоянно меняющихся
разнородных и разноточных данных, и к работе с
такими объектами нужен особый подход. Матри-
цы систем всегда плохо обусловлены, ошибки во
входных данных иногда принимаются за слабые
сигналы, создаваемые какими-то плотностными
неоднородностями. Авторы уже предлагали ряд
методов для выявления мелких неоднородностей
и повышения точности аппроксимации [Степа-
нова, 2018; Керимов, 2018].

МОДИФИЦИРОВАННАЯ МЕТОДИКА 
СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 

АППРОКСИМАЦИИ В РАМКАХ МЕТОДА 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ

В задачах интерпретации обычно задана сово-
купность величин :

(1)

и при этом величины  (значения полезного сиг-
нала в i-ой точке) имеют представления вида
[Страхов, 1999]:
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и  – суть области (конечные или бесконечные)
или даже многообразия (поверхности, кривые) в
R3;  – заданные на  меры. Фигурирующие
в подынтегральных выражениях в (2) функции

 – неизвестные, подлежащие определению
по заданным величинам , , а также
имеющейся априорной информации о векторе
помехи  (N-векторе с компонентами ) и о
свойствах искомых функций.

В работе [Степанова и др., 2019] показано, что
эффективным может быть подход к решению за-
дач интерпретации гравимагниторазведки, при
котором носители масс переносятся в четырех-
мерное пространство.

Функции  необходимы для получения ин-
тегральных представлений величин , являю-
щихся значениями полезного сигнала на нерегу-
лярной (в общем случае) сети наблюдений. Нахо-
дятся, разумеется, не сами функции, а некоторые
их аппроксимации:

(4)

Затем уже вычисляются значения любых вели-
чин вида:

(5)

где  – заданные функции, по соотношениям

(6)

При применении различных подходов в рам-
ках метода линейных интегральных представле-
ний предполагается, что помеха в задании полез-
ного сигнала имеет аддитивный характер, а эв-
клидова норма этой помехи ограничена как
сверху, так и снизу:

(7)

При этом используется априорная информа-
ция о векторе помехи  [Страхов и др., 2000].

Структурно-параметрический подход пред-
ставляет собой чисто формальное обобщение ос-
новных приближенных представлений искомых
функций , возникающих в рамках вариаци-
онного подхода. А именно: соотношение
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(8)

просто обобщается следующим образом:

(9)

Смысл обобщений, используемых в конструк-
ции (9), состоит в том, что параметры, от которых
зависят аналитические выражения искомых
функций, делаются зависящими от индекса r. Мы
предлагаем модифицировать выражение (9) сле-
дующим образом.

Функции  описывают гра-
ничные свойства оператора прямой задачи. Если
имеет место выход на нормальное поле, то на гра-
нице каждого из носителей данные функции
должны обращаться в нуль. В том случае, когда
требуется сосредоточить носители внутри круга
заданного радиуса (или области произвольной,
но известной формы) можно поставить условие
финитности функций, заданных на компактном
носителе. Положим:

где    – некоторые
вспомогательные функции, вид которых зависит
от , , , – ядер инте-
гральных уравнений.

Определению будут подлежать не только плот-
ности простого и двойного слоев, но и коэффи-
циенты 

Если при заданных коэффициентах предста-
вить в таком виде неизвестные плотности носи-
телей (можно рассмотреть итерационный про-
цесс, шаг которого мы будем обозначать через k)
получаем систему линейных алгебраических
уравнений
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а матрица  – это блочная матрица следующего
вида:

(12)

в которой блоки  имеют элементы

(13)

и обладают свойством

(14)

Система (10) является сильно недоопределен-
ной (в ней N уравнений и NR неизвестных). Мат-
ричные блоки этой системы – симметричные по-
ложительно полуопределенные матрицы.

В отличие от описанных нами ранее способов
нахождения устойчивых приближенных решений
СЛАУ, к которым редуцируются многие обрат-
ные задачи геофизики и геодезии, предлагаемая в
настоящей статье методика включает в себя мате-
матическую формализацию требований, предъ-
являемых к качеству искомого решения. Речь
идет, как было указано выше, о свойствах плотно-
сти носителя масс (плотности простого и двойного
слоев должны обращаться в нуль на границе носи-
теля масс либо быть отличным от нуля в некоторой
компактной области, если носитель имеет беско-
нечное простирание в одном или нескольких на-
правлениях). Модифицированные S-аппрокси-
мации “хороши” тем, что элементы матрицы (10)
вычисляются в локальном и региональном вари-
антах (без учета эллиптичности Земли) достаточ-
но просто и быстро – не требуется выполнять
процедуры численного интегрирования; элемен-
ты матрицы выражаются через элементарные
функции своих аргументов либо через известные
специальные функции.

Так обстоит дело, когда 
 являются константами. Если же имеют

место представления:

(15)

Выражения (15) – некоторые функции, зави-
сящие от исходного элемента поля и координат
точек как сети наблюдений, так и носителя про-
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тратные по времени и порождают дополнитель-
ные ошибки, что сильно влияет на число обуслов-
ленности матрицы СЛАУ), необходимо наложить
на функции (15) дополнительные требования,
которые обеспечат выполнение условия гармо-
ничности подынтегральной функции в (13) во
внешности носителя. В таком случае элементы
матрицы системы будут вычисляться по форму-
лам, аналогичным тем, которые возникают при
построении S-аппроксимаций. В самом деле,
рассмотрим действие оператора Лапласа на про-
изведение двух гармонических функций:

(16)
Последнее слагаемое в (16) – это скалярное

произведение градиентов двух функций. Таким

образом, если скалярное произведение гради-
ента функций (15) и градиента элемента

 при каждом
значении соответствующего индекса будет равно
нулю, то мы получим для элементов матрицы (13)
выражения, аналогичные следующим:

(17)

Если носителем масс является плоскость, глу-
бина залегания которой равна H, то элементы (20)
могут иметь следующий вид:

(18)

В данном случае носителей всего два: это два
экземпляра одной и той же плоскости, но на ней
распределены простой и двойной слои соответ-
ственно. При этом коэффициенты 

 должны удовлетворять сле-
дующей однородной системе линейных алгебра-
ических уравнений (условие ортогональности
градиентов двух гармонических функций, значе-
ния которых мы рассматривали на носителе

(19)

Система (19) также должна быть регуляризова-
на. Для выделения набора оптимальных в некото-
ром смысле (с учетом априорной информации об
исследуемых полях) решений однородной систе-
мы линейных алгебраических уравнений (19)
можно для каждого носителя  счи-
тать известной одну из компонент решения, а
остальные компоненты вектора  находить од-
ним из способов решения СЛАУ, описанных в
наших предыдущих работах (см., например, [Сте-
панова и др., 2018]. При этом дополнительным
условием может служить обращение в нуль плот-
ностей простого и двойного слоев вне полигона.

В предыдущих работах авторов было показано
на модельных и практических примерах, что с по-
мощью регуляризованных чебышевских методов
[Раевский и др., 2015а; 2015б], а также с помощью
метода усовершенствованного блочного контра-
стирования [Степанова и др., 2019] можно полу-
чить обнадеживающие по точности результаты
решения обратных задач гравимагниторазведки.
Структурно-параметрический подход позволяет
учитывать разнородность и разноточность дан-
ных, выделять из большого массива данных поля,
соответствующие отдельным геологическим
структурам. Как неоднократно подчеркивалось в
наших более ранних работах (см., например,
[Степанова, 2019; и др.]), метод интегральных
представлений позволяет находить простран-
ственное распределение элементов полей при не-
регулярной сети точек наблюдений. Если данные
о гравитационном поле “лежат” на профиле (что
часто бывает при аэрогравиметрической съемке
[Погорелов и др., 2018]), то аналитическое про-
должение элемента поля в окрестность профиля
становится сложной математической задачей:
гравитационное и магнитное поля не являются
вещественно аналитическими функциями, для
которых можно ограничиться значениями в од-
ной точке. В связи с этим мы предлагаем новую
методику интерпретации данных гравимагнито-
разведки (особенно – профильных). Опишем
сущность этой методики.
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1). По профильным данным гравимагнитораз-
ведки строится модифицированная S-аппрокси-
мация элемента поля. С помощью коэффициен-
тов, определяющих значения плотностей простого
и двойного слоев, распределенных на некоторой
системе двумерных носителей (плоскостей, дву-
гранных углов, сфер и т.п.), можно находить рас-
пределение элементов поля вблизи исходного
профиля (профилей) в некотором двумерном се-
чении области изучения – таким образом, поле
можно продолжить в трубчатую окрестность кри-
вой, описывающей профиль. Помимо этого, на
первом этапе рассматриваемого метода вычисля-
ются значения производных гравитационного
или магнитного поля в точках профилей из труб-
чатой окрестности. Модифицированная S-ап-
проксимация только одного элемента поля поз-
воляет это сделать: с помощью метода линейных
интегральных представлений можно находить
линейные трансформанты полей.

2). По значениям поля на исходном профиле
и, впоследствии, на профилях из трубчатой
окрестности исходного профиля находятся инте-
гральные кривые элементов гравитационного по-
ля (производных гравитационного потенциала по
трем пространственным переменным x, y, z или
по переменным в сферической системе коорди-
нат при применении регионального варианта ме-
тода интегральных представлений). При проведе-
нии гравиметрических измерений могут быть из-
вестны значения горизонтального градиента поля
силы тяжести. Такого рода данные очень полезны
как сами по себе, так и для контроля результатов
аппроксимации, поскольку методика модифици-
рованных S-аппроксимаций позволяет вычис-
лять линейные трансформанты поля при задан-
ных значениях лишь одного элемента, но – в не-
которой области двумерного или трехмерного
пространства.

3). В точках интегральной кривой элемента
аномального поля вычисляются значения этого
элемента (таким образом, определяется вектор-
функция, элементы которой представляют собой
производные гравитационного или магнитного
потенциала).Таким образом, на третьем, заклю-
чительном, этапе выполняется аналитическое
продолжение исходного элемента гравитацион-
ного (или магнитного) поля вдоль интегральной
кривой самого поля.

Второй этап описанного нового подхода – это,
фактически, решение некоторой системы обык-
новенных дифференциальных уравнений, управ-
ляемых гамильтонианом вида [Shchepetilov, 1999]:

(20){ }
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= + +
� � � 2 2 2

1
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N

xi yi zi
i

H g g gx y z

где  
 вектора координат системы N то-

чек наблюдений,  – значения производ-
ных гравитационного потенциала в i-ой точке.
Тогда уравнения для определения интегральной
кривой векторного поля в точке с координатами

 имеют вид:

(21)

Начинаются интегральные кривые, описываемые
системой (20)–(21) либо в точках профиля, либо в
близких к нему точках – это зависит от специфи-
ки решаемой геофизической задачи. Наш вычис-
лительный опыт показал, что аппроксимации
гравитационного поля в точках, примыкающих к
исходному профилю задания, можно построить с
относительной погрешностью до 0.1%. Поэтому
“выпускать” интегральные кривые можно не из
точек наблюдений, а из соседних с ними пунктов.
Такая методика позволяет разрежать (или сгу-
щать) сети наблюдений. Важнейшим моментом
является выбор области задания интегральной
кривой. Диаметр трубчатой окрестности зависит
от постановки обратной задачи. Математические
эксперименты, проведенные при использовании
реальных данных морской гравиметрической
съемки и аэросъемки магнитного поля, позволя-
ют сделать вывод о том, что “поперечные” разме-
ры области исследования аномальных полей не
должны превышать 20% от “продольных” разме-
ров. Если рельеф местности сложный, то – 10%.
При этом рекомендуется сначала построить ин-
тегральную кривую на удалении от профиля, со-
ставляющем 2–5% от его длины, а затем решить
систему обыкновенных дифференциальных
уравнений с начальными данными, расположен-
ными в конечных точках кривой на предыдущем
шаге: мы последовательно продолжаем “исход-
ный элемент” аналитической функции вдоль
кривой. Аналитической функцией является эле-
мент аномального магнитного или гравитацион-
ного поля. Если имеется какая-либо дополни-
тельная информация о поле: данные, полученные
в другое время и с отличающейся от исходной по-
грешностью, “хорошо себя зарекомендовавшие”
в исследуемом регионе модели гравитационного
и магнитного полей Земли, то можно добавить
точки в вектор наблюдаемых значений (правую
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часть системы линейных алгебраических уравне-
ний). Модифицированные S-аппроксимации
применялись и для интерпретации разнородных
и разноточных данных.

Как было показано в наших предыдущих ис-
следованиях [Страхов и др., 2002а; 2002б; Степа-
нова и др., 2017; 2018а; Stepanova, 2009], методика
S-аппроксимаций состоит в приближении задан-
ной величины (в данном случае – компонент гра-
витационного поля) суммой простого и двойного
слоев, залегающих ниже заданного рельефа.
В рамках этой методики решение задачи сводится
к решению системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) больших размерностей (со-
размерно общему количеству измерений), поэто-
му основным вычислительным этапом является
именно решение СЛАУ.

Для эффективного применения методики мо-
дифицированных S-аппроксимаций должны
быть заданы:

1) общее количество плоскостей (или двугран-
ных углов) [Степанова, 2019], являющихся носи-
телями простого и двойного слоев, которые будут
аппроксимировать рельеф;

2) глубина залегания каждой из плоскостей
(под глубиной в данной задаче мы понимаем рас-
стояние от минимальной высотной отметки до
соответствующей плоскости), а также правая или
левая граница двугранного угла.

Так как исходные измерения всегда даны с не-
которой погрешностью, необходимо также вве-
сти верхнюю (delta_max) и нижнюю (delta_min)
границы нормы невязки, чтобы задача была ре-
шена с требуемой точностью.

Таким образом, задаются:  – нижняя оцен-
ка среднеквадратического отклонения,  – верх-
няя оценка среднеквадратического отклонения.

σmin

σmax

Например, если известно, что погрешность
измерений составляет приблизительно 0.1 мГал,
то можно выбрать ,  (мГал)
и далее решать задачу.

В настоящей статье представлены результаты
расчетов с использованием нового подхода при
интерпретации данных площадных аэрограви-
метрической и аэромагнитной съемок. Для каж-
дого примера рассмотрены несколько вариантов
S-аппроксимационных моделей с различными
исходными параметрами, а именно, варьирова-
лось общее число плоскостей – носителей грави-
тационных масс. Вычисления проводились на
компьютере Intel i7-4700HQ с частотой 2.4 ГГц и
на суперкомпьютере “Ломоносов”.

Участок морской площадной съемки имел раз-
меры 2.3 на 2.3 км. Всего точек в массиве, по ко-
торым строилась аналитическая модифициро-
ванная S-аппроксимация, было выбрано 10000.
Шаг сетки был равен 20 м по оси Х и 18 м по оси Y.
Гравитационное поле аппроксимировалось сум-
мой простого и двойного слоев, распределенных
по двум горизонтальным плоскостям, параметры
модели приводятся в табл. 1. Далее, как и в
предыдущих работах авторов (см., например, [Ра-
евский и др., 2015а]), осуществлялся трехступен-
чатый контроль качества аппроксимации: из пер-
воначального набора данных исключались 20%
точек с наибольшим отклонением аппроксими-
рованного поля от реального (таким образом, со-
здавались выборки контрольных точек I и II ти-
пов), затем к выборке первого типа добавлялись
точки из выборки второго типа – 10% от числа то-
чек с максимальным отклонением от заданных
значений поля – и, на заключительном этапе
контроля качества приближенного решения, ре-
зультаты аппроксимации сравнивались для ис-
ходной выборки, контрольных точек первого ти-
па и контрольных точек второго типа. Найденные

σ =min 0.05 σ =max 0.15

Рис. 1. Карта изолиний аномального гравитационного поля (а), производной гравитационного потенциала Vx (б) и
производной гравитационного потенциала Vy (в) в районе акватории Черного моря.

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 км 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 км 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 км

55
53
51
49
47
45
43
41
39
37
35
33
31

0.6 1.5

0.5

–0.5

–1.5

–2.5

–3.5

–4.5

–5.5

0.2
–0.2
–0.6
–1.0
–1.4
–1.8
–2.2
–2.6
–3.0

мГалмГалмГал
35

40

40 45

45
45

50

50

50

50 45
40

–
1.2

–
1.

2

–
1.2

–
1.

2

–2.2

–2.2

–
1.

2

–
0.

2

–
0.

2

–3.5

–1

–1

–1

–3.5

–3.5

(а) (б) (в)



124

ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 1  2022

СТЕПАНОВА и др.

решения регуляризованных СЛАУ использова-
лись затем для нахождения плотностей простого
и двойного слоев, распределенных на каждой из
плоскостей, глубины залегания которых приво-
дятся в табл. 1. Карты изолиний гравитационного
поля и первых производных гравитационного по-
тенциала по X и Y приведены на рис. 1. Также с
помощью найденных решений СЛАУ были по-
строены аналитические продолжения гравитаци-
онного поля вдоль 7 интегральных кривых (20)–
(21), изображенных на рис. 1а жирными линия-
ми, а затем результаты были сравнены со значе-
ниями поля, полученными с помощью “класси-
ческих” S-аппроксимаций (т.е. просто поле было
вычислено в точках с координатами интеграль-
ной кривой). Относительная норма невязки

 составила 5.7%. Число точек
M суммарно на всех кривых при этом было равно

1000,  – вектор значений поля в точ-

ках интегральной кривой,  – век-

тор значений поля, вычисленных с помощью мето-
да S-аппроксимаций. Нами было получено анали-
тическое продолжение поля на расстояние,
приблизительно составляющее 900 м (в направ-
лении, перпендикулярном профилю в данной
точке): сначала строились интегральные кривые,
удаляющиеся от выбранного профиля на 70 м, а
затем они последовательно продолжались уже с
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профилей, построенных по результатам модифи-
цированной S-аппроксимации, в которую были
добавлены новые точки с интегральных кривых,
определенных на предыдущем шаге продолже-
ния. Качество решения при такого рода последо-
вательных аналитических продолжениях значе-
ний поля с профилей в некоторую двумерную об-
ласть зависит, как это уже упоминалось выше, от
морфологии поля, помех во входных данных и
других причин. В данном случае участок съемки
не отличался особой сложностью, поэтому про-
цесс аналитического продолжения не представ-
лял собой чрезмерно сложную задачу.

Если проанализировать результаты расчетов
на модельном примере (рис. 2, рис. 3) при различ-
ных значениях H, можно сделать следующие вы-
воды:

1) при близком к дневной поверхности залега-
нии плоскостей, эквивалентных по внешнему
гравитационному полю источникам, плотность
простого слоя по своим очертаниям повторяет
поле (см. рис. 2а, 2б). Таким образом, метод инте-
гральных представлений позволяет в “нулевом
приближении” решать нелинейную обратную за-
дачу по локализации структурных неоднородно-
стей (можно приблизительно при этом оценить
толщину земной коры, если знать плотности не-
однородностей и вмещающей среды);

2) при удалении плоскости носителя карта
изолиний простого слоя все меньше напоминает
поле, появляются абрисы рудных неоднородно-
стей – простой слой как бы распадается на от-
дельные элементы, значительно отличающиеся

Таблица 1. Результаты модифицированных S-аппроксимаций участка морской съемки в районе Черного моря
регуляризованным методом Холецкого с применением комбинированного структурно-параметрического под-
хода

Примечания. В табл. 1 приняты следующие обозначения:  – эвклидова норма решения;  – отношение эвклидовых
норм решения и правой части системы (правая часть берется с входящей в нее ошибкой); (Last)  – отношение
эвклидовых норм невязки и правой части в конце итерационного процесса; H – глубина залегания плоскости в км; число ите-
раций – это число итераций в регуляризованном методе Холецкого и, наконец, время – это тот промежуток времени, в тече-
ние которого была достигнутая точность решения.

H (Last) Число итераций Время

0.0 1.145E + 000 7.1864424E–006 157 01:23:02
–0.001 1.367E + 000 1.0236781E–005 167 01:28:43
–0.002 1.023E + 000 9.5682687E–006 160 01:26:18
–0.005 1.157E + 000 9.4565700E–006 155 01:19:12
–0.01 1.241E + 000 9.8123807E–006 148 01:05:34
–0.02 1.086E + 000 8.5634461E–006 170 01:33:36
–0.05 1.100E + 000 9.1658293E–006 158 01:25:07
–0.1 1.067E + 000 7.4820034E–006 163 01:30:06
–0.2 1.105E + 000 1.1352894E–005 149 01:06:28
–0.5 1.128E + 003 1.2076116E–005 159 01:27:48

δ/x f δ δ−Ax f f

x δx f

δ δ−Ax f f
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по значениям масс эквивалентных источников
(см. рис. 3а, 3б);

3) при некотором значении глубины залегания
H-аппроксимация становится невозможной: ис-
точники, расположенные далеко от реальных но-
сителей масс, уже не могут создавать “адекват-

ное” геофизической практике гравитационное
поле.

В качестве эквивалентных источников можно
рассматривать бесконечные горизонтальные
слои с неизвестными объемными плотностями.
Найденные таким образом зависимости плотно-

Рис. 2. Модельное гравитационное поле (а), карта изолиний плотности простого слоя, эквивалентного по внешнему
гравитационному полю, залегающего на глубине H = 2 м (б).
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Рис. 3. Карта изолиний плотности простого слоя, эквивалентного по внешнему гравитационному полю, залегающего
на глубине H = 20 м (а) и H = 50 м (б).
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сти источников от горизонтальных координат
позволяют представить геологическое строение
изучаемого региона. Определить заранее, какая
конструкция окажется наиболее приемлемой в
каждом конкретном случае нельзя: нелинейность
обратной задачи по поиску формы и глубины за-
легания источников приводит к неустойчивости
приближенного решения даже в тех случаях, ко-
гда такие геофизически “оправданные” решения
существуют. Продолжения гравитационного по-
ля вдоль интегральных кривых позволят сокра-
тить расходы на проведение площадных морских
съемок, выбрать оптимальные траектории при
движении исследовательских судов (галсы). По-
мимо этого, технология построения интеграль-
ных кривых аномальных потенциальных полей
Земли и планет может быть реализована и на
платформах с использованием ИИ (искусствен-
ного интеллекта). Вопрос о том, каким образом
выбирать профили на полигоне для тестирования
описанной методики, требует дальнейшего тща-
тельного изучения. Все зависит от сложности ре-
льефа местности (или грида глубин, если речь
идет о морской съемке), качества съемки (оши-
бок во входных данных). Но, в целом, можно кон-
статировать, что формальные критерии типа
ограничений невязки как сверху, так и снизу, до-
стижение минимума функционала качества ре-
шения помогают решать задачу интерпретации
данных о гравитационном поле с приемлемой от-
носительной точностью (до 10%).

ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ДАННЫХ 
АЭРОМАГНИТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

В РАЙОНЕ ОЗЕРА КИНЕРЕТ
Для апробации описанного в предыдущих раз-

делах нового подхода к интерпретации данных
гравимагниторазведки были исследованы данные
гидромагнитной съемки озера Кинерет (рис. 4).
Шаг сетки h = 25 м, общее количество валидных
измерений равняется 264442. В работах [Степа-
нова и др., 2020; Stepanova et al., 2020; Salnikov
et al., 2020], приводятся результаты построения
модифицированной S-аппроксимации аномаль-
ного магнитного поля в указанной области

Графический анализ аномального магнитного
поля позволяет сделать вывод о том, что исходная
область характеризуется как крупными регио-
нальными, так и локальными аномалиями. Зна-
чения поля были получены в результате много-
профильной гидромагнитной съемки и впослед-
ствии интерполированы на равномерную сетку с
шагом h = 25 м.

Исследуемый регион характеризуется резкими
градиентами, которые проходят вдоль прямых
линий. Такого рода помехи почти не влияют на
региональные компоненты, но существенно ис-
кажают влияние приповерхностных источников.

Модифицированная S-аппроксимация поля
выразилась в том, что реальные источники были
заменены суммой простого и двойного слоев,
распределенных на 4 плоскостях глубиной 250,
600 и 1100 и 2000 м соответственно, залегающих
ниже высотной отметки, на которой была прове-
дена съемка (–220 м). В табл. 2 приводятся ре-
зультаты S-аппроксимации. Система линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) решалась ре-
гуляризованным трехслойным итерационным
методом Чебышева с использованием блочного
метода контрастирования. Все вычисления про-
водились на суперкомпьютере “Ломоносов”
НИВЦ МГУ. При вычислениях число процессо-
ров выбрано равным 1024.

Время решения СЛАУ для данной модели со-
ставило всего 5 минут на персональном компью-
тере. Значение  и среднеквадра-
тические отклонения  и , полученные в
контрольных точка I и II типа, превышают σ0 по-
чти в 3 раза, что связано с наличием сильных ис-
кажений в интерполированном поле, которые

σ < σ < σmin 0 max

σконт1 σконт2

Рис. 4. Карта изолиний аномального магнитного по-
ля в районе озера Кинерет.
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связаны с большой погрешностью получения
данных на границе рассматриваемого участка.

Нижняя и верхняя границы среднеквадрати-
ческого отклонения полагались равными:

На рис. 5 темными линиями показаны при-
близительные направления как выбранных нами
профилей, так и интегральных кривых, которые
начинались в точках профилей. Мы провели се-
рию расчетов, в которых число профилей оказы-
валось параметром задачи. Чем больше профилей
в “проблемной” с точки зрения сложности мор-
фологии поля будет вовлечено в процесс аппрок-
симации, тем, разумеется, лучше результат реше-
ния задачи интерпретации. Мы рассматривали от
5 до 10 таких объектов (виртуальных траекторий
движения в пределах изучаемого двумерного
участка съемки), которые пересекали полигон с
севера на юг. Интегральные кривые пересекают
профили трансверсально (если приближенные
вычисления по формулам (20) дают касающуюся
профиля кривую, то основные параметры моди-
фицированной S-аппроксимации следует заме-
нить: в противном случае мы не привнесем в исход-
ную информацию о поле никаких новых данных).

Относительная норма невязки
 составила 8.3%. Число точек

M суммарно на всех кривых при этом было равно

3000,  – вектор значений поля в точ-

ках интегральной кривой,  – век-

тор значений поля, вычисленных с помощью ме-
тода S-аппроксимаций. Интегральные кривые

σ = σ =min max0.15, 0.337.
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Таблица 2. Озеро Кинерет. Результаты модифицированной S-аппроксимации

Примечания. Приняты следующие обозначения: N – число исходных точек; N1 – число точек без контрольных точек I типа;

N2 – число точек без контрольных точек II типа;   – границы среднеквадратического отклонения,

 –среднеквадратическое отклонение; σ1 – среднеквадратичное отклонение, полученное с помощью аппрокси-

мации аномального магнитного поля без контрольных точек I типа;   – среднеквадратичное отклонение, полу-
ченное в контрольных точках I типа;  – среднеквадратичное отклонение, полученное с помощью аппроксимации аномаль-
ного магнитного поля без контрольных точек II типа;  – среднеквадратичное отклонение, полученное в контрольных

точках II типа;  – показатель качества решения; t – время решения СЛАУ (часы:минуты:секунды).

N
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264442 0.1506 0.3368 0.22 0.6914 0.6571
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Рис. 5. Карта и интегральные кривые аномального
магнитного поля в районе озера Кинерет.
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продолжались в данном примере на расстояние,
равное приблизительно 60 м, затем строилось
“продолжение продолжения” – подобно тому,
как вычисляются значения элемента аналитиче-
ской функции на плоскости. В общей сложности,
интегральные кривые удалось продолжить без
разрушения структуры поля на расстояние, при-
мерно составляющее 650 м.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Новая методика с применением структурно-
параметрического подхода при учете геометри-
ческих свойств носителей масс и построения ин-
тегральных кривых позволяет находить аналити-
ческие продолжения гравитационного и магнит-
ного полей в случае профильной съемки и при
отсутствии данных в некоторой области плоско-
сти или пространства, что немаловажно, если
учитывать дороговизну площадной съемки и не-
возможность проведения полевых работ в труд-
нодоступных местах.
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A new technique is proposed for analytic continuation of anomalous gravitational and magnetic fields based
on constructing integral curves of the fields components in the context of the approximating approach. Results
of the mathematical experiment using real data of airborne magnetic and marine gravity surveys are presented.
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