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В рамках модели усеченного распределения Гутенберга–Рихтера рассмотрена задача оценки пара-
метра М – максимально возможной, региональной магнитуды. Предложена новая оценка парамет-
ра М, основанная на оценке максимального правдоподобия с поправкой на смещение, для которого
выведена точная формула в виде конечной суммы некоторых функций от максимального значения
выборки μn. Проведено сравнение новой оценки с некоторыми известными оценками параметра М
и показана ее достаточно высокая эффективность. С помощью аналогичной методики получена
оценка квантиля QT(q) максимальной магнитуды землетрясения в заданном будущем интервале
времени Т. Показано существенное искажение плотности распределения магнитуд на концах диа-
пазона при использовании модели возмущения магнитуд с помощью случайных ошибок.
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ВВЕДЕНИЕ

Закон Гутенберга–Рихтера для распределения
количества землетрясений в данной области име-
ет вид [Gutenberg, Richter, 1954; 1956]:

(1)

где: m – магнитуда землетрясения; m0 – нижний
порог регистрации; N(m) – среднее число земле-
трясений, превосходящих магнитуду m на неко-
тором интервале времени; a, b – коэффициенты,
характеризующие сейсмичность в данной обла-
сти (b > 0). Если рассматривать магнитуду произ-
вольно выбранного землетрясения как случай-
ную величину μ, то после соответствующей нор-
мировки и введения функции распределения
магнитуд F(m) мы получаем из (1) соотношение:

(2)

Функция распределения F(m) имеет вид:

(3)

Для удобства изложения мы будем пользовать-
ся натуральными логарифмами и показательной
функцией. При этом функция распределения

F(m) и плотность распределения f(m) задают экс-
поненциальный закон:

(4)

(5)

Мы будем использовать параметр s обратный
по отношению к β:

(6)

Параметр s измеряется в тех же единицах, что
и магнитуда. Со статистической точки зрения па-
раметр s несколько удобнее. Оценкой максималь-
ного правдоподобия для параметра s является
среднее арифметические от магнитуд выборки.
Оно имеет с точностью до множителя стандарт-
ное χ2-распределение с 2n степенями свободы
(n – объем выборки), быстро сходящееся к нор-
мальному закону. В то же время оценка обратной
по отношению к s величины β имеет при неболь-
ших n скошенное распределение и ее сходимость
к предельной величине может сопровождаться
выбросами, т.е. является неробастной. В настоя-
щей статье мы будем заниматься усеченным зако-
ном Гутенберга–Рихтера (УГР):
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(7)

(8)

Параметр М называют максимально возмож-
ной, региональной магнитудой; его оценивание и
составляет главную часть настоящей статьи. Как
мы видим, закон УГР имеет резкое обрезание на
правом конце, что нельзя считать вполне обосно-
ванным с физической точки зрения. Тем не ме-
нее, УГР находит очень широкое применение в
сейсмологической практике. Это обусловлено
тем, что эта модель оставляет в основной части
диапазона свойства самоподобия, присущие
классическому закону Гутенберга–Рихтера, не
противоречит конечности энергии землетрясе-
ний и содержит всего два параметра.

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА М

Оценка максимально возможной региональ-
ной магнитуды занимает важное место в пробле-
ме оценки сейсмического риска (см. [Kijko, Sell-
evoll, 1989; 1992; Писаренко, 1991; Kijko, Graham,
1998; Pisarenko et al., 1996; Dargahi-Noubary, 2000;
Kagan, Schoenberg, 2001; [Kijko, 2004; Pisarenko,
Rodkin, 2010a; Zoller, Holschneider, 2016; Vermeu-
len, Kijko, 2017; Beirlant et al., 2019; Писаренко
и др., 2021]. В нашей постановке максимальная
региональная магнитуда выражается параметром
М. Общая схема оценивания параметра М, пред-
лагаемая нами, такова. Сначала рассматривается
оценка параметров (М, s) стандартным методом
правдоподобия. Обозначим имеющуюся выборку
магнитуд (каталог) x = (x1, … , xn). Функция прав-
доподобия имеет вид:

(9)

Как известно (см. например, [Pisarenko et al.,
1996]), оценкой максимального правдоподобия для
параметра М при любом значении s является макси-
мальная магнитуда наблюденной выборки μn:

(10)

Оценка максимального правдоподобия для
параметра s находится как максимум правдоподо-
бия для распределения УГР (9), в котором пара-
метр М заменен на μn, т.е. как максимум функции
от s:

(11)

Полученная оценка μn максимального правдо-
подобия для параметра М будет иметь системати-
ческое, отрицательное смещение относительно
истинного значения параметра М, особенно за-
метное при умеренных значениях n. В Приложе-
нии получена точная формула для этого смеще-
ния в виде конечной эффективно вычисляемой
суммы. Эта формула имеет вид:

(12)

где: u = 1 – exp[–(M – m0)/s]; Wn = u +  + … + ;

Е – символ математического ожидания. Как мы
видим, смещение зависит от неизвестного пара-
метра М. В предлагаемой оценке предлагается за-
менять его на μn. Параметр s нужно заменить на
его стандартную оценку максимального правдо-
подобия . Таким образом, окончательно новая
оценка  параметра М, в которой сделана по-
правка на смещение, имеет вид:

(13)

где:  = 1 – exp[–(μn – m0)/ ];  =  +  + … + 

Мы обобщим ниже оценку (13), адаптируя ее
на случай оценки квантиля Q(q) распределения
УГР, т.е. значения Q(q), определяемого уравне-
нием

(14)
где q (уровень значимости квантиля) – число из
интервала [0, 1]. Квантиль является обратной
функцией по отношению к функции F(x). Если
функция распределения F(x) непрерывна (что мы
будем предполагать), то квантиль и функция рас-
пределения монотонно возрастают и взаимно-од-
нозначно связаны друг с другом. Для УГР имеем:

(15)

где, как и раньше, u = 1 – exp[–(M – m0)/s]. Для
квантиля (15) можно взять оценку, подставив в
(15) μn вместо М и  вместо s. Эта оценка будет
иметь смещение

(16)

Пользуясь тем же приемом, который мы ис-
пользовали при выводе оценки , находим:

(17)
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где  =  +  + … + . Вычитая из

оценки Q(q|μn, ) правую часть (17), в которой не-
известные параметры М, s заменены соответ-
ственно на μn, , получаем окончательную оценку
квантиля Q(q|M, s):

(18)

где:  = 1 – exp[–(μn – m0)/ ];  =  +

+  + … + .

При q = 1 оценка (18) совпадает с оценкой (13)
для максимальной магнитуды.

СРАВНЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ОЦЕНОК М
В работах [Kijko, Sellevoll, 1989; 1992; Kijko,

Graham, 1998; Coles, Dixon, 1999; Kijko, 2004;
Holschneider et al., 2011; Kijko, Singh, 2011; Lasocki,
Urban, 2011; Zoller, Holschneider, 2016; Vermeulen,
Kijko, 2017; Beirlant et al., 2019] введено большое
количество оценок, полученных по принципу
статистических оценок моментного типа. Для их
получения выписывается выражение для средне-
го значения (или некоторого старшего момента)
некоторой состоятельной оценки, сходящейся по
вероятности к истинному значению при n .
Например, с помощью интегрирования по частям
получаем выражение для среднего значения мак-
симального значения выборки μn:

(19)

Далее, в этом уравнении заменяют E{μn}, s со-
ответственно на μn, , обосновывая это тем, что
при n  обе величины сходятся к своему мате-
матическому ожиданию, и получают уравнение
для неизвестного параметра М:

(20)

Решая это уравнение относительно М различ-
ными приближенными способами, можно полу-
чить статистическую оценку неизвестного пара-
метра М. В качестве некоторых вариантов этого
метода можно еще заменять в правой части (20) М
на μn. Мы будем рассматривать вариант уравне-
ния (20), предложенный в работах [Kijko, 2004;
Kijko, Singh, 2011]. Соответствующую оценку М
обозначим МK. Эта оценка определяется как ре-
шение трансцендентного уравнения (20) относи-
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тельно М. Можно показать, что эта оценка МK
определена не при любых возможных значениях
μn. Для значений μn достаточно близких к М урав-
нение (20) не имеет решения, а теоретическая
средне-квадратичная ошибка (MSE) оценки МK
равна бесконечности. Поэтому для проведения
сравнения с MSE других оценок мы вынуждены
обрезать МK некоторым порогом h:

(21)

Рассмотрим еще одну оценку максимальной
магнитуды М.

В работе автора [Pisarenko et al., 1996], введена
несмещенная оценка максимальной магнитуды
М, обладающая наименьшей дисперсией среди
всех несмещенных оценок:

(22)

К сожалению, оценка (22) имеет довольно
большую дисперсию. Поэтому мы рассмотрим
усеченный вариант этой оценки:

(23)

Этот вариант оценки вполне конкурентоспо-
собен, его MSE уменьшается (в зависимости от
выбранного порога усечения). Но, естественно,
появляется систематическое смещение (впрочем,
не очень большое).

Сравним приведенные выше 4 оценки пара-
метра М максимальной магнитуды.

На рис. 1 показаны MSE для четырех перечис-
ленных выше оценок. Для усреднения использо-
валось N = 10000 искусственных каталогов со
значениями параметров m0 = 6.0, M = 8.0, s = 0.4,
порог отсечения для оценок MKtrunk и MPtrunk ра-
вен h = μn + 1; Оценка МKtrunk менее эффективна,
чем другие оценки для всех n.

На рис. 2 показаны смещения для 4-х оценок
магнитуды М. Смещения оценки  меньше по
абсолютной величине, чем смещения оценки
МKtrunk. Отметим, что смещения оценки МKtrunk
положительны, в то время как смещения оценки

 отрицательны.
На рис. 3 показаны стандартные отклонения

4-х оценок.
Сравнение оценок проведено для типичных

значений параметров УГР: s = 0.4; M = 8.0; m0 = 6.0.
Мы использовали для сравнения и другие вари-
анты параметров. Получаются несколько другие
оценки, но в целом из этих разных вариантов
можно сделать те же выводы, что мы получили
для использованных значений параметров: наи-
более эффективной (в смысле среднеквадратич-
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ного отклонения MSE) является оценка , близ-
ка к ней Байесовская оценка, наименее эффек-
тивной показала себя оценка МKtrunk.

ОЦЕНКА КВАНТИЛЕЙ МАКСИМАЛЬНОГО 
ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯ В БУДУЩЕМ 

ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ Т

Как уже отмечалось, параметр М в большин-
стве практических ситуаций оценивается не-
устойчиво из-за недостаточного количества на-
блюдений в диапазоне сильных землетрясений.
К тому же возникают неясности, к какому интер-
валу времени относится параметр М: 1000 лет,
1000000 лет или “на все времена”. Поэтому в ра-
ботах [Pisarenko et al., 2008; 2010; Pisarenko, Rod-
kin, 2009; 2010a; 2010b; 2013; Zoller et al., 2013], бы-
ло предложено использовать для характеристики
сейсмичности в диапазоне сильнейших событий
квантили QT(q) уровня q случайной величины –
максимальной магнитуды М(Т) землетрясения в
будущем интервале времени Т (в данном регио-
не). Ниже мы будем считать, что каталог декла-
стеризован с помощью какого-либо из известных
методов декластеризации (см. например, [Писа-
ренко, Родкин, 2019]) и его можно считать Пуас-
соновским случайным потоком с некоторой ин-
тенсивностью λ (число событий в единицу време-
ни в заданном магнитудном диапазоне). Среднее
число событий равно λТ, стандартное отклоне-
ние от среднего . Случайная величина М(Т)
корректно определена и при определенных усло-
виях заметно устойчивее и робастнее, чем стати-
стические оценки параметра М. К тому же она
включает в себя в качестве частного случая при

M

λТ

q = 1 и Т  оценку параметра М “на все време-
на”. Мы приводим ниже формулы для оценки
квантилей QT(q) в рамках модели УГР. Они выво-
дятся по той же методике, по которой выше полу-
чены формулы для оценки параметра М:

1. Берется оценка максимального правдоподобия
для QT(q), обозначаемая (q). Она зависит от макси-
мальной магнитуды выборки μn: (q) = (q| μn).

2. Оценка (q|μn) будет иметь заметное сме-
щение (особенно сильное при небольших объе-
мах выборки):

→ ∞

T̂Q

T̂Q T̂Q

T̂Q

Рис. 1. MSE для 4-х оценок максимальной магнитуды
М по искусственным каталогам (N = 10000); m0 =6.0,
M = 8.0, s = 0.4. Порог отсечения МKtrunk и MPtrunk,
h = μn + 1. Кружки – оценка ; квадраты – МKtrunk;
звездочки – Байесовская; точки – VPtrunk.
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Рис. 2. Смещения (Bias) для 4-х оценок максималь-
ной магнитуды М по искусственным каталогам (N =
= 10000); m0 = 6.0, M = 8.0, s = 0.4, порог h = μn + 1.
Кружки –  ; квадраты – МKtrunk; звездочки – Бай-
ес; точки – MPtrunk.
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Рис. 3. Стандартные отклонения (STD) для 4-х оце-
нок максимальной магнитуды М по искусственным
каталогам (N = 10000); m0 = 6.0, M = 8.0, s = 0.4. По
оси Х – n; по оси Y – STD. Кружки – ; квадраты –
МKtrunk; звездочки – Байес; точки – MPtrunk; порог
h = μn + 1.

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

0 100 200 300 400 500n

ST
D

M



94

ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 1  2022

ПИСАРЕНКО

 
Это смещение будет функцией от неизвестно-

го параметра М. Обозначим эту функцию G(M):

Оценкой максимального правдоподобия для
смещения G(M) будет G(μn).

3. Результирующая оценка для квантиля QT(q),
обозначаемая (q|μn), получается с помощью вы-
читания из оценки (q|μn) величины G(μn):

(24)
В Приложении выведены формулы для
(q|μn), G(μn):

(25)

(26)

где:  = lg[(1 – exp(–λT))q + exp(–λT)];

ПРИМЕР ОЦЕНИВАНИЯ М 
ПО РЕАЛЬНОМУ КАТАЛОГУ

Рассмотрим каталог СМТ (1976–2015 гг.) для
региона Курильских островов и Камчатки:

42.81 °≤ широта ≤ 53.56°;
146.38 °≤ долгота ≤ 161.06°.
Для декластеризации каталога мы применили

алгоритм, описанный в работе [Писаренко, Род-
кин, 2019]. В качестве нижнего порога предста-

( )μ = μ −ˆ ˆ( ( )) {Bias        .( ( ) }T n T n TTq E Q q Q qQ

( ) ( )= μ −   ˆ{ ( ) .}nT TQG M E q Q q

TQ

T̂Q

μ = μ − μˆ( ) ( ) ( ).T n T n nQ q Q q G

T̂Q

μ = − − ⋅0 lˆ 1 ,( )  ) g(T nq m s q uQ

( )
μ = − + − ⋅

⋅
( ) lg 1  ,[ ( )]n nn

sG W q u
q u

q 1
λT

= − − μ −
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅…

0
2 2

1 exp( ( ) );

( ) ( ) 2 ( ) 3 ( ) .
n

n
n

u m s

W q u q u q u q u n

вительной регистрации событий выбрана маг-
нитуда m0 = 5.7. В результате получилось 158
главных толчков в диапазоне магнитуд m ≥ 5.7.
Интенсивность сейсмического потока состави-

ла: λ = 3.9606 . Максимальное землетрясение

m = 8.296 произошло 15.11.2006 г., широта 46.57°;
долгота 153.29°. На рис. 4a показана простран-
ственная конфигурация анализируемых земле-
трясений; на рис. 4б – график повторяемости.

Результаты для 4-х рассмотренных выше оце-
нок параметра М представлены в табл. 1.

Мы пробовали 5 вариантов “свободных пара-
метров” Байесовского метода. При этом получи-
ли довольно большой разброс оценок параметра
М и его стандартного отклонения: от 16% до 25%
относительных значений. Такой разброс говорит
о том, что в данном случае Байесовские оценки
параметров довольно существенно зависят от вы-
бора априорной области для параметров. Допу-
стимым можно было бы считать разброс, не пре-
вышающий 10%. Однако при выбранных нами
значениях свободных параметров (априорные
интервалы для М, s : μn ≤ M  μn + 1; 0.25 ≤ s ≤ 0.75)

1
год

≤ 

Рис. 4. (а) – Пространственная конфигурация анализируемых землетрясений; (б) – график повторяемости; m0 = 5.7,
s = 0.482 (β = 2.075).
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Таблица 1. Таблица оценок параметра М

Оценка Значение оценки ± ст. 
отклонение

8.61 ± 0.28

MPtrunk 8.85 ±0.36 

MKtrunk 9.07 ± 0.50

Bayes 8.73± 0.29

M
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значения Байесовских оценок оказались близки к
новым оценкам, введенным в этой статье, и мы
оставили их для сравнения.

На рис. 5 представлен график оценки квантиля
QT(0.95) ± std.

ОЦЕНИВАНИЕ СТАНДАРТНОГО 
ОТКЛОНЕНИЯ ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ

Дисперсию и стандартное отклонение приве-
денных выше оценок можно было бы оценить с
помощью того же приема, который мы использо-
вали для оценивания смещения. Однако при этом
получаются весьма сложные формулы, и мы ука-
жем более простой и универсальный путь оцени-
вания. Этот метод основан на идеях бутстреп-
оценок [Efron, 1979]. Тем или иным способом
строится модель наблюдаемого каталога, а затем с
помощью случайных чисел генерируется доста-
точно большое число случайных каталогов (ска-
жем, 10000), по которым можно с нужной точно-
стью оценить стандартное отклонение оценок.
В качестве модели распределения мы предлагаем
модель УГР, в которую вместо неизвестных пара-
метров вставлены их оценки максимального
правдоподобия. Конечно, эти оценки будут отли-
чаться от неизвестных истинных значений, но это
будут отличия, так сказать, “второго порядка”
малости по сравнению с самим стандартным от-
клонением. При больших и умеренных объемах
выборки они будут малы и ими вполне можно
пренебречь. Однако при малых выборках приме-
нение этого метода требует тщательного контроля и
дополнительных исследований. Мы рекомендуем
подсчитать несколько вариантов моделей, в кото-
рых оценки параметров, полученные методом
максимального правдоподобия, подвергнуты не-
большим возмущениям, и посмотреть, насколько

сильно будут меняться оценки стандартного от-
клонения.

Описанным выше способом оценивались ха-
рактеристики разброса оценок, показанных на
рис. 3, рис. 5 и в табл. 1.

Следует отметить, что в регионе Курильской
островной дуги 04.11.1952 г. произошло сильное
землетрясение (широта = 52.623°; долгота =
= 159.779°), магнитуда которого оценивается по
разным каталогам как 8.9–9.0. Оно не вошло в ис-
пользованный нами каталог CMT, который начи-
нается с 1976 г. Впрочем, магнитуда этого земле-
трясения входит в интервал разброса оценок, ука-
занных в таблице, так что можно считать, что она
не противоречит этим оценкам.

Если взять оценки максимальной возможной
магнитуды Курильской островной дуги, полу-
ченные, исходя из региональных тектонических
характеристик, то они в целом согласуются с
оценками нашей таблицы (см. [Тараканов, 1990;
Ермаков, 1997]). Так, оценка максимальной воз-
можной магнитуды по номограмме Ю.В. Ризни-
ченко дает значения Mmax = 8.0–8.5, а по номо-
грамме Р.З. Тараканова Mmax = 8.6–9.5. Как отме-
чается в работе [Ермаков, 1997], оценки
Тараканова являются завышенными, т.к. не учи-
тывают разделения Среднего Курильского блока
на среднюю и переходную части.

МОДЕЛИ С НЕТОЧНО ЗАДАННЫМИ 
МАГНИТУДАМИ

Довольно часто модель УГР используют с не-
которым “дополнением” (см. например, [Kijko,
Sellevol, 1989; Lyubushin, Parvez, 2010]), а именно,
считают, что публикуемые в каталогах магнитуды
mк (их называют “кажущимися” – apparent) получа-
ются из некоторой “истинной” магнитуды mк0 пу-
тем добавления некоторой случайной ошибки mк:

(27)

Случайную ошибку считают равномерно рас-
пределенной на некотором отрезке [ . Для

 обычно используют значения порядка 0.2–0.5.
Эта модель удобна тем, что для нее плотность ве-
роятности  очень просто выражается через
исходную функцию распределения F(m):

(28)

Модель (27), (28) несколько сглаживает исход-
ную модель УГР, особенно заметно это сглажива-
ние на концах диапазона магнитуд. Следует при-
нимать во внимание, что использование значе-
ний порядка  предполагает, что истинный
неизвестный параметр М может отличаться от на-
блюдаемого на величину . Кроме того, если на-
личие ошибок при измерении магнитуд несо-

Δ

= +к к0 к  .m m m

− +Δ;  Δ ]
Δ

( )Δφ m

( )Δ = + Δ) − ( − Δ) Δφ [ ( ] 2 .m F m F m

Δ ≈  0.5

Δ

Рис. 5. График оценки квантиля QT(0.95)  std.
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мненно, то само понятие “истинной магнитуды”
весьма неопределенно. Для полноты обсуждения
требовалось бы сравнить качество подгонки про-
стой и сглаженной моделей УГР к исследуемому
каталогу. Мы не будем углубляться в дискуссию
по этому вопросу, она выходит за рамки настоя-
щей статьи, а приведем лишь плотность сглажен-
ной модели и сравним ее с несглаженной моде-
лью (см. рис. 6).

Мы видим, что сглаженная модель весьма замет-
но искажает усеченный закон Гутенберга–Рихтера,
особенно на левом конце диапазона. Это несомнен-
но повлияет на оценку параметра s (или β).

ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В настоящей работе предложен новый способ
оценки максимально возможной региональной
магнитуды М, полученный в рамках распростра-
ненной модели усеченного распределения Гутен-
берга–Рихтера (УГР). Описан также метод оцен-
ки квантиля QT(q) максимального землетрясения
в будущем интервале времени. Получена точная
формула для смещения оценок максимальной
магнитуды М и квантиля QT(q) в виде конечной
эффективно вычисляемой суммы. Эти смещения
выражаются через неполную Бета-функцию,
один из аргументов которой равен –1. Соответ-
ствующая полная функция равна при таком аргу-
менте бесконечности. Для неполной функции
(она конечна) удалось получить точную формулу
в виде эффективно вычисляемой суммы (12), (17).

Показано, что новая оценка по эффективно-
сти не уступает известным распространенным
оценкам максимальной магнитуды М, а в ряде
случаев заметно превосходит их. Среди всех из-

вестных методов, пожалуй, лишь Байесовский
метод можно считать сравнимым по эффектив-
ности с новым методом (хотя в приведенном при-
мере он немного уступает новому методу по вели-
чине MSE). Однако Байесовский метод содержит
два “свободных параметра” алгоритма. Это пара-
метры априорных интервалов для β и М. Если же
в Байесовском методе используется возмущение
магнитуды (что делается очень часто), то добав-
ляется еще и третий параметр – масштаб возму-
щения. Эти 2–3 параметра часто выбирают без
достаточного обсуждения и обоснования, исходя
из индивидуальных и интуитивных соображений
о том, какое значение параметра лучше соответ-
ствует представлениям автора об изучаемом явле-
нии. В то же время новая оценка не зависит от ка-
ких-либо свободных параметров и процедура ее
применения определена однозначно. В Байесов-
ском методе при оценке максимальной магниту-
ды М очень большое значение имеет выбор апри-
орного интервала для М. Брать ли в качестве кон-
ца априорного интервала (μn + 0.2), (μn + 1) или
(μn + 1.5) – от этого может сильно зависеть ре-
зультат оценки М. К сожалению, подобные дета-
ли обычно не обсуждаются и выбор априорных
интервалов не обосновывается.

Байесовский подход занимает большое место в
задачах оценки сейсмического риска (см. [Ly-
ubushin, 2010; Pisarenko et al., 1996; Pisarenko, Ly-
ubushin, 1999; Lyubushin et al., 2002; Kijko, 2012;
Zentner, 2020; Писаренко и др., 2021]. Сделаем од-
но общее замечание относительно Байесовского
подхода. При этом подходе неизвестные пара-
метры (в частности, параметр М) рассматрива-
ются как случайные величины, в то время как в
исходной задаче они предполагались неизвест-
ными величинами. Среди статистиков нет еди-
ного мнения об обоснованности такой замены.
Применение случайных величин всегда подразу-
мевает ансамбль реализаций (генеральную сово-
купность), в которой эти случайные величины ре-
ализуются. Для Байесовского подхода это не все-
гда легко сделать. Если говорить о максимальной
магнитуде М, то исследователь, вообще говоря,
интересуется максимально возможной магниту-
дой в данном конкретном регионе, а не популя-
цией возможных величин М (см. дискуссию по
этому вопросу в работе [Kendall, Stuart, 1961] и в
статье (Pisarenko, Rodkin, 2021)1.

В одной из ранних работ автора [Pisarenko
et al., 1996] введена несмещенная оценка макси-
мальной магнитуды М, обладающая наименьшей
дисперсией среди всех несмещенных оценок:

(29)

1 Pisarenko V.F., Rodkin M.V. The Mmax problem: possible ap-
proaches // Surveys in Geophysics (to be published). 2021.

( )
= μ +

� 1 1  .
μ μ ,β  n

n n

M
n f

Рис. 6. Плотности вероятности УГР (жирная линия) и
УГР с магнитудой, искаженной случайной ошибкой
Δ = 0.5. Параметры УГР: m0 = 6.0; M = 8.0; s = 0.5.
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Эту оценку можно вывести из общих результа-
тов Тейта [Tate, 1959] (cм. также [Kendall, Stuart,
1961]), но в этих работах она получается сложным
путем с помощью интегральных уравнений, в то
время как в работе [Pisarenko et al., 1996] дан простой
наглядный вывод. Ценное качество оценки (29) со-
стоит в том, что она имеет нулевое смещение, и ее
следует использовать в тех задачах оценки сей-
смического риска, где систематическое смеще-
ние важнее случайного разброса оценки. К сожа-
лению, оценка (29) имеет довольно большую дис-
персию, так что ее MSE больше, чем у многих
других оценок. Выше мы использовали усечен-
ный вариант оценки (29), он вполне конкуренто-
способный, его MSE уменьшается (в зависимости
от выбранного порога усечения), но, естественно,
появляется систематическое смещение.

По мнению автора наиболее эффективными
оценками параметра максимальной возможной
магнитуды М являются два метода: введенная в
настоящей работе новая оценка  (13), (17) и
Байесовская оценка. Можно рекомендовать к
применению обе эти оценки (при обоснованном
выборе “свободных параметров” Байесовского
метода, причем рекомендуется предварительно
пробовать несколько вариантов Байесовских сво-
бодных параметров). Дополнительную, весьма
полезную информацию о максимальных возмож-
ных толчках даст оценка квантилей QT(q), изло-
женная выше.

Разумеется, методы оценивания максималь-
ных, возможных магнитуд не ограничиваются
рамками УГР, в которых мы рассматривали эту
проблему в настоящей работе. Для решения этой
проблемы предлагаются и более сложные модели,
учитывающие различные детали поведения хво-
ста распределения магнитуд (см. например, рабо-
ту [Писаренко и др., 2020], в которой предложена
двухчастная модель закона повторяемости земле-
трясений с использованием теории экстремаль-
ных значений [Gumbel, 1958; Embrechts et al.,1997;
De Haan, 2006]). Более сложные модели требуют
для детального описания хвоста распределений
большего числа сильных событий, а это не всегда
выполнимо в конкретных практических задачах.
Так что модель УГР, которая как раз предназна-
чена для работы с относительно небольшим ко-
личеством сильных событий, будет востребована
еще долгое время.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Рассмотрим функцию:

M
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Интеграл в правой части можно преобразовать
следующим образом. Рассмотрим новую пере-
менную:

 

и обозначим:

Мы получаем:

где: Su = u +  ; u = 1 – exp(–β(Mmax – m0)).
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Estimating the Parameters of Truncated Gutenberg–Richter Distribution
V. F. Pisarenko*

Institute of Earthquake Prediction Theory and Mathematical Geophysics, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
*e-mail: pisarenko@yasenevo.ru

In the framework of the truncated Gutenberg–Richter distribution model, the problem of estimating the
maximum possible regional magnitude M is considered. A new estimator of parameter M is proposed based
on the bias-corrected maximum likelihood estimate, for which an exact formula is derived in the form of a
finite sum of some functions of sample maximum μn. The new estimate is compared with some known esti-
mates of parameter M and its fairly high efficiency is shown. Using a similar technique, an estimate is ob-
tained of quantile QT(q) of the maximum earthquake magnitude in a given future time interval T. It is shown
that the distribution density of magnitudes is significantly distorted at the ends of the magnitude range when
using the model of magnitude perturbation by random errors.

Keywords: truncated Gutenberg–Richter distribution (TGR), maximum possible regional magnitude M,
quantiles of maximum magnitude in the future time interval Т
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