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Магнитуда представительной регистрации землетрясений  – важный параметр, характеризую-
щий полноту сейсмических данных. Известно, что пространственно-временные вариации  не-
обходимо учитывать для получения корректных оценок параметров сейсмического режима. В рабо-
те сравниваются шесть современных методов оценки . Для сравнения методов использованы вы-
борки из реальных инструментальных каталогов землетрясений, а также синтетические каталоги,
сгенерированные на основе трех моделей распределения магнитуды. Проанализированы зависимо-
сти двух первых моментов распределений оценок  от формы распределения магнитуды и объема
выборки. Использованы три модели, отвечающие выборочным распределениям, встречающимся
при анализе инструментальных каталогов землетрясений. На основе полученных результатов сфор-
мулированы рекомендации по выбору подходящего метода оценки .
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ВВЕДЕНИЕ
Одной из важнейших характеристик сейсмиче-

ского процесса является частота возникновения
землетрясений разной силы. Зависимость частоты
землетрясений от магнитуды называют законом
повторяемости землетрясений. В сейсмологии
наиболее широко известен закон повторяемости
Гутенберга–Рихтера [Gutenberg, Richter, 1944]:

(1)

где:  – число землетрясений с магнитудой
;  – параметр сейсмической активности;

 – наклон графика повторяемости землетрясений.
Закон Гутенберга–Рихтера применим для

описания сейсмичности различных тектониче-
ских режимов. Параметры  и  имеют принци-
пиальное значение для анализа сейсмической
опасности. Кроме того, временное снижение ве-
личины  неоднократно наблюдалось перед воз-
никновением сильных землетрясений [Gibowicz,
1973; Завьялов, 1984; 2006; Nuannin et al., 2005].
Временные снижения и нарастания сейсмиче-
ской активности, известные как сейсмические
затишья и форшоковые активизации, также рас-
сматриваются в качестве возможных предвестни-
ков сильных землетрясений [Wyss et al., 1999;
Zöller et al., 2002].

Определение значений a и b существенно
осложняется тем, что обычно график повторяемо-
сти землетрясений соответствует теоретической за-
висимости (1) лишь на ограниченном интервале
значений магнитуды (см. рис. 1). Выраженный
излом кумулятивного графика повторяемости в
области малых магнитуд обычно связывают с не-
полной регистрацией слабых землетрясений
[Писаренко, 1989; Smirnov, 1998; Смирнов, Габ-
сатарова, 2000; Wiemer, Wyss, 2000].

Магнитуда представительной регистрации  –
это минимальная магнитуда, для которой земле-
трясения в заданной области регистрируются в
полном объеме. Значение  соответствует нача-
лу линейной части графика повторяемости, по-
этому знание  становится критически важным
для получения адекватных оценок параметров
Гутенберга–Рихтера.

Из соотношения (1) следует, что магнитуда
имеет экспоненциальное распределение с функ-
цией плотности:

(2)

где .
Существующие методы оценки параметра 

включают метод наименьших квадратов [Guttorp,
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1987; Nuannin et al., 2005], метод максимального
правдоподобия [Aki, 1965; Гусев, 1974; Bender,
1983] и метод, основанный на минимизации ста-
тистики критерия согласия Колмогорова [Gold-
stein et al., 2004]. Прекрасный обзор наиболее рас-
пространенных на практике методов оценки 
представлен в работе [Marzocchi, Sandri, 2003].

В статье [Bengoubou-Valérius, Gibert, 2013] был
выполнен сравнительный анализ этих методов.
Авторы исследования пришли к выводу о том, что
наиболее надежным является метод максималь-
ного правдоподобия. С учетом поправки за дис-
кретизацию магнитуды [Utsu, 1966], оценка мак-
симального правдоподобия  будет иметь вид:

(3)

где  – среднее выборочное значение магнитуды
при ,  – интервал группировки, т.е.
точность определения магнитуды (в современных
каталогах обычно ).

Недооценка, т.е. занижение величины  при-
водит к получению некорректных оценок пара-
метров сейсмичности и ошибочной интерпрета-
ции данных. Так, включение событий с непред-
ставительной регистрацией в оценку наклона
графика повторяемости  может привести к суще-
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ственному занижению этой оценки (см. рис. 2б),
что в свою очередь влечет недооценку частоты
возникновения слабых землетрясений и пере-
оценку частоты возникновения сильных земле-
трясений. Переоценка, т.е. завышение  может
быть не столь критична [Chen et al., 2011], но при-
водит к снижению объема анализируемой выбор-
ки, а значит повышает неопределенность всех
дальнейших результатов анализа. Значение 
изменяется в пространстве и во времени и эти ва-
риации необходимо учитывать при работе с ката-
логами землетрясений для оценки различных па-
раметров сейсмического режима.

Таким образом, анализ пространственно-вре-
менных вариаций  становится неотъемлемым
элементом практически любого исследования,
опирающегося на каталоги землетрясений.

Одна из первых методик оценки  была пред-
ложена в работе [Stepp, 1972] и была основана на
предположении о том, что последовательность
основных землетрясений соответствует стацио-
нарному Пуассоновскому процессу. В таком слу-
чае средняя частота землетрясений  должна
быть стабильна в представительной части катало-
га, а ее стандартное отклонение обратно пропор-
ционально взятому для оценки  интервалу вре-
мени: . По графику зависимости 
для каждого значения магнитуды можно опреде-
лить момент, когда график начинает отклоняться
от степенной зависимости , что соответствует
окончанию периода представительной регистрации.

Позднее был предложен метод оценки , ос-
нованный на сравнении числа землетрясений, за-
регистрированных в дневное и в ночное время
[Rydelek, Sacks, 1989]. Этот метод предназначен
для анализа локальных каталогов. Предполагает-
ся, что вероятность обнаружения землетрясений
возрастает в ночное время вследствие снижения
уровня индустриальных шумов. Таким образом,
если преобладающее число землетрясений в за-
данном интервале значений магнитуды регистри-
руется ночью, каталог считается непредстави-
тельным в этом интервале.

В дальнейшем проблеме оценки  уделялось
существенное внимание и со временем число ме-
тодов оценки  значительно возросло. Подроб-
ный обзор современных методов оценки  при-
водится в работе [Mignan, Woessner, 2012]. Боль-
шинство этих методов можно отнести к одной из
двух категорий:

1. Методы, основанные на анализе каталогов
землетрясений.

2. Методы, анализирующие возможности ре-
гистрации землетрясений станциями сейсмиче-
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Рис. 1. Метод MAXC. Дискретный и кумулятивный
графики повторяемости для выборки из каталога
NCSN (Northern California Seismic Network). Сплош-
ной линией показана аппроксимация законом Гутен-
берга–Рихтера, вертикальная штриховая линия пока-
зывает оценку , взятую в точке максимальной кри-
визны кумулятивного графика повторяемости.
Полученные оценки параметров , ,
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ской сети заданной конфигурации [Ringdal, 1975;
Gomberg, 1991].

Сопоставление результатов этих двух подходов
выполнялось, в частности, в работе [Смирнов,
Габсатарова, 2000], где по данным каталога зем-
летрясений Северного Кавказа было показано,
что оценки минимального представительного
класса, полученные с помощью двух подходов,
хорошо согласуются между собой и адекватно от-
ражают изменения сейсмической сети.

Методы из первой категории менее трудоем-
кие, требуют меньшего объема информации и ча-
ще применяются на практике. Кроме того, ин-
формация, необходимая для использования ме-
тодов из второй категории, не всегда доступна для
исследователей, вследствие чего эти методы не
всегда применимы. Поэтому в данной работе рас-
сматриваются только методы из первой катего-
рии. Существующее разнообразие приводит к то-
му, что сам по себе выбор предпочтительного ме-

тода оценки  перестает быть тривиальным.

В настоящей работе рассмотрены шесть совре-

менных методов оценки , проанализировано
поведение оценок этих методов на синтетических
каталогах землетрясений в зависимости от объе-
ма выборки и формы исходного распределения
числа событий по магнитуде, использованного
при создании синтетического каталога. Для ана-

лиза вариаций оценок  использован метод бут-
страп анализа.

cM

cM

cM

МЕТОДЫ ОЦЕНКИ МАГНИТУДЫ 
ПРЕДСТАВИТЕЛЬНОЙ РЕГИСТРАЦИИ

Оценка  в точке максимальной кривизны ку-
мулятивного графика повторяемости землетрясе-
ний [Wiemer, Wyss, 2000]. Это самая простая и

быстрая процедура оценки . На практике точка
максимальной кривизны кумулятивного графика
повторяемости соответствует магнитуде, на кото-
рую приходится максимальное число событий в
выборке. Несмотря на простоту и надежность,
данная процедура имеет тенденцию занижать

значение , в особенности в тех случаях, когда
дискретный график повторяемости не имеет вы-
раженного максимума. Предположительно, такая
форма дискретного графика повторяемости, а
именно кривизна непредставительной его части,
может указывать на неоднородность анализируе-
мой выборки [Mignan, 2012]. Тем не менее, для
однородных выборок такая оценка будет адекват-
ной [Mignan et al., 2011]. Процедура будет обозна-
чаться аббревиатурой MAXC (от Maximum curva-
ture), а соответствующая оценка – . При-
мер такой оценки показан на рис. 1.

Оценка  посредством расчета критерия со-
гласия [Wiemer, Wyss, 2000]. Данный метод осно-
ван на сравнении анализируемой выборки значе-
ний магнитуды и созданной на ее основе синтети-
ческой выборки. На первом этапе выбирается

значение магнитуды нижней отсечки  (это

cM

cM

cM

MAXC

cM

cM

coM

Рис. 2. (a) – Метод GFT. График величины , построенный по выборке из каталога NCSN. Горизонтальные

пунктирные линии показывают уровни величины критерия , при достижении которых берется оценка , верти-

кальная штриховая линия показывает оценку ; (б) – метод MBS. Графики текущих и усредненных значений , по-

строенные по выборке из каталога NCSN. Сплошной линией показан график значений , пунктиром показаны гра-

ницы одного стандартного отклонения , линия с треугольными маркерами показывает график усредненных значе-

ний , вертикальная штриховая линия показывает оценку .
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значение не должно превышать ), по части

выборки с магнитудами  методом макси-
мального правдоподобия оцениваются парамет-

ры ,  из (1). На основе полученных оценок , 
создается синтетическая выборка из распределе-
ния Гутенберга–Рихтера. Далее сравниваются ку-
мулятивные графики повторяемости для анали-
зируемой и синтетической выборки и расчитыва-
ется критерий согласия:

(4)

где ,  – кумулятивное число событий в i-ом
магнитудном интервале для анализируемой и
синтетической выборки соответственно.

Величина  показывает, какой процент от
объема анализируемой выборки можно описать

соотношением (1) при данном значении .

Значение  повышается на величину , соот-
ветствующую точности определения магнитуды,
и вычисления повторяются. В качестве оценки

 выбирается наименьшее значение , для

которого величина критерия согласия  достига-
ет заданного уровня (обычно это 90 или 95%).
Процедура будет обозначаться аббревиатурой
GFT (от Goodness-of-fit test), а соответствующая

оценка – . Пример применения данной
процедуры показан на рис. 2a.

Оценка  по стабилизации значений b-value.
Данная процедура была предложена в работах
[Арефьев и др, 1989; Cao, Gao, 2002], в ее основе
лежит наблюдение, согласно которому величина

 возрастает при  и при , но

остается практически неизменной при .

Соответственно, в качестве оценки  можно
взять магнитуду, для которой разность двух по-

следовательных значений  достаточно мала (на-
пример, меньше 0.03). В работе [Woessner,
Wiemer, 2005] процедура была доработана и был
предложен формализованный критерий стабили-

зации . Модифицированная процедуры выпол-
няется следующим образом: для некоторого диа-

пазона значений  по формуле (3) оцениваются

значения  и рассчитываются среднеквадратич-

ные ошибки этих оценок  по формуле [Shi, Bolt,
1982]:

(5)
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где  – среднее выборочное значение магниту-

ды,  – число событий.

Затем в окне шириной  рассчитыва-

ются усредненные значения :

(6)

В качестве оценки  выбирается наименьшее

значение , для которого разность между теку-

щим и усредненным значениями  не превосходит
среднеквадратичную ошибку оценки этого пара-

метра, т.е. выполняется условие .

Процедура обозначается аббревиатурой MBS (

by -value stability), а соответствующая оценка –

. Пример применения метода показан на
рис. 2б.

Оценка  методом медианного анализа после-
довательности значений сдвигов дискретного гра-
фика повторяемости [Amorèse, 2007]. Метод осно-
ван на итерационной процедуре поиска точек, в
которых происходит излом дискретного графика

повторяемости. Для этого в каждой точке ,

( ) рассчитывается величина сдвига:

(7)

где  – число событий в интервале

.

Сдвиги  характеризуют направленность

и выраженность изменений дискретного графика

повторяемости. Каждому значению  при-

сваивается ранг  так, что наименьшее значение
получает минимальный ранг – 1. Затем ранги сум-

мируются в каждой точке  и рассчи-

тывается модифицированная сумма рангов :

(8)

где  – длина последовательности.

Последовательность  достигает максимума

в точке , это наиболее вероятная точка излома
дискретного графика повторяемости. В этой точ-

ке последовательность  делится на две ча-

сти:  и . Проверяется

гипотеза о том, что в точке  нет излома дискрет-
ного графика повторяемости, против альтерна-
тивной гипотезы о том, что излом есть. Решение
принимается на основе непараметрического кри-
терия суммы рангов Уилкоксона [Wilcoxon, 1945],
также известного как U-критерий Манна–Уитни
[Mann, Whitney, 1947]. Если основная гипотеза
отвергается при заданном уровне значимости,
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точка  заносится в список и итерации продол-
жаются. Процедура может обнаружить несколько

значимых точек излома (рис. 3), магнитуде  со-
ответствует та точка, для которой вероятность
ошибки первого рода при проверке гипотезы ми-
нимальна. Процедура обозначается аббревиату-
рой MBASS (Median-based analysis of the segment

slope), а соответствующая оценка – .

Оценка  методом моделирования полного
диапазона значений магнитуды [Ogata, Katsura,
1993]. Согласно этому методу, для любого значе-
ния  наблюдаемую интенсивность потока собы-

тий  можно представить в виде:

(9)

где  – теоретическая интенсивность,

 – вероятность обнаружения событий, кото-

рая задается нормальным распределением:

(10)

где  и  – среднее и стандартное отклонение.

С учетом сделанных предположений в работе
[Ogata, Katsura, 1993] была получена функция
плотности распределения магнитуды на всем
диапазоне ее значений:

(11)
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Параметры этой модели оцениваются методом

максимального правдоподобия. Магнитуда  не
входит в модель в явном виде и задается через па-

раметры  и : ,  – показатель

уровня доверия. При  регистрируются лишь

50% событий с магнитудой  при 

регистрируются 84, 98 и 99% событий, соответ-
ственно. Вопрос о том, как соотносятся уровни

представительности  модели (11) с оценка-

ми  остальных методов, рассматривался в ста-
тье [Mignan, Woessner, 2012], где на синтетических
и реальных каталогах землетрясений было пока-

зано, что оценки  преимущественно попадают

в интервал , в редких случаях могут до-

стигать уровня , то есть 95%-ой вероятно-
сти обнаружения этой модели. Модель (11) обо-
значается аббревиатурой OK (от Ogata and Katsu-
ra), пример применения этой модели показан на
рис. 4.

В дальнейшем метод был модифицирован для

того, чтобы явно включить в модель  [Woessner,
Wiemer, 2005]. Была предложена составная мо-
дель, в которой нормальное распределение опи-
сывает вероятность обнаружения непредстави-
тельных событий:

(12)
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Рис. 3. Метод MBASS: (а) – дискретный и кумулятивный графики повторяемости для выборки из каталога NCSN.
Стрелками показаны типичные точки излома графика повторяемости. Точка 2 соответствует магнитуде . Бутстрап-
распределения (б) основной точки излома (точка 2) и (в) второстепенной точки излома (точки 1 и 3).
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Важно отметить, что для этой модели уравне-

ние (9) не выполняется, интенсивность потока

событий задается следующей функцией:

(13)

Эта модель будет обозначаться аббревиатурой
WW (от Woessner and Wiemer), метод будет обозна-
чаться аббревиатурой EMR (от Entire Magnitude
Range), а соответствующая оценка – . Пара-
метры  и  оцениваются методом нелинейной
регрессии по данным выборки в диапазоне

, параметры  и  оцениваются методом
максимального правдоподобия по данным в диа-

пазоне . На основе этих оценок и уравне-
ния (13) рассчитывается теоретический дискрет-
ный график повторяемости на всем диапазоне
значений магнитуды и оценивается правдоподо-
бие получения такой выборки. Вычисления по-
вторяются для некоторого диапазона значений

, итоговая оценка берется в максимуме функ-
ции правдоподобия. Такой подход дает наиболее
всестороннее описание сейсмичности, но являет-
ся наиболее затратным в плане времени вычисле-
ний. Применение метода показано на рис. 5.

Оценка  в точке начала линейной части гра-
фика повторяемости [Писаренко, 1989; Смирнов,
2009]. Процедура основана на проверке гипотезы
о прямолинейности графика повторяемости. На
первом этапе выбирается начальное значение
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Рис. 4. Модель OK: дискретный и кумулятивный гра-

фики повторяемости для выборки из каталога NCSN.
Сплошной линией показана аппроксимация моде-
лью OK, вертикальными штриховыми линиями по-

казаны оценки  для .
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магнитуды нижней отсечки  (это значение не

должно превышать ), по части выборки с

магнитудами  методом максимального
правдоподобия оцениваются параметры закона

повторяемости. Проверяется гипотеза  о пря-
молинейности графика повторяемости в области

 против гипотезы  о том, что график
повторяемости в этой области нелинейный. Для
этого рассчитываются наблюдаемые частоты по-
падания значений магнитуды в интервалы

, где  :

(14)

где  – число событий в интервале ,

.

И теоретические частоты, соответствующие

закону Гутенберга–Рихтера с параметром :

(15)

Рассчитывается выборочная статистика, ха-

рактеризующая отклонение гипотезы  от гипо-

тезы :

(16)

Если верна гипотеза , то величина  име-

ет асимптотически при  распределение 

с  степенью свободы. Для проверки гипоте-

зы  определяется уровень значимости  вели-

чины . Если  меньше заданного уровня (на-

пример, 0.01 или 0.05), то гипотеза  отвергается.
В этом случае на следующем этапе решается во-
прос о причинах нелинейности графика повторяе-

мости. Если же гипотеза  принимается, то  –

искомая оценка  и процедура на этом завер-
шается.

Вероятность регистрации землетрясений с

 обозначается как , если  регистра-

ция представительна, если  имеются пропус-

ки землетрясений с . Для решения вопро-
са о представительности регистрации землетрясе-

ний с  строится оценка максимального

правдоподобия  для  и проверяется гипотеза

об отличии этой оценки от 1. Оценка  опреде-

ляется отношением наблюденной величины 

к оценке числа событий с , построенной по

старшим магнитудам с . Пусть  –
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оценка максимального правдоподобия, полу-

ченная по части выборки с ,

. Тогда оценка  имеет вид:

(17)

а ее асимптотическая дисперсия оценивается как:

(18)

где 

Для проверки гипотезы  о представительной

регистрации землетрясений с  рассчиты-

вается величина , имеющая распре-

деление Стьюдента, и определяется ее уровень

значимости . Гипотеза  отвергается если

, где  – некоторое малое число (напри-

мер 0.05 или 0.1). В этом случае значение  по-

вышается на  и вся процедура повторяется.

Если гипотеза  принимается, то  – искомая

оценка . Метод будет обозначаться аббревиа-
турой LLS (от Lower end of linear segment), а соот-

ветствующая оценка – . Пример примене-
ния метода показан на рис. 6.

Бутстрап [Efron, Tibshirani, 1993] – непарамет-
рический метод исследования распределений ис-
комых параметров, основанный на многократ-
ном извлечении методом Монте-Карло повтор-
ных выборок из имеющейся выборки. Метод
позволяет быстро и просто оценивать разнообраз-
ные статистики (например, дисперсию, довери-
тельные интервалы) для сложных моделей. Суть
метода состоит в том, что из имеющейся выборки
случайным выбором с повторением формируется

некоторое множество  повторных выборок за-
данного размера. На множестве повторных выбо-
рок оцениваются искомые параметры и по полу-
ченным эмпирическим распределениям опреде-
ляются все необходимые статистики.

В частности, бутстрап применялся для анализа

дисперсии оценок  в работах [Woessner,
Wiemer, 2005; Amorèse, 2007; Mignan et al., 2011;
Mignan, Woessner, 2012]. В книге [Chernick, 1999] в
качестве рекомендованного числа повторных вы-
борок, достаточного для надежной оценки дис-

персии, приводится цифра , однако при на-
личии достаточных вычислительных мощностей

автор рекомендует использовать . В рабо-
те [Woessner, Wiemer, 2005] авторы отмечают, что

оценки дисперсии  стабилизируются при

. Эту рекомендацию использовали в рабо-
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тах [Mignan et al., 2011; Mignan, Woessner, 2012]. В ра-

боте [Amorèse, 2007] автор использовал 
повторных выборок. В настоящей работе бутстрап

применяется с  повторных выборок.

АНАЛИЗ ПРЕДСТАВИТЕЛЬНОСТИ 
ВЫБОРОК ИЗ ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫХ 

КАТАЛОГОВ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ

Все описанные процедуры были программно
реализованы В.А. Павленко в MATLAB. В каче-
стве проверки корректности работы процедур
была предпринята попытка воспроизвести ре-
зультаты, полученные в работах [Woessner,
Wiemer, 2005; Amorèse, 2007]. Для этого были взя-
ты те же выборки из каталогов землетрясений,
которые использовали авторы этих работ в каче-
стве демонстрационного материала:

1. Выборка из регионального каталога Швей-
царской сейсмологической службы, the Earthquake
Catalog of Switzerland (ECOS; http://ecos09.seis-
mo.ethz.ch/query) за 1992–2002 гг.

2. Выборка из глобального каталога the Global
Centroid Moment Tensor Catalog (CMT;
https://www.globalcmt.org/CMTsearch) за 1983–2002 гг.

3. Выборка из регионального каталога землетрясе-
ний Северной Калифорнии, the Northern California Seis-

= 1000bn

= 500bn

mic Network (NCSN; https://www.ncedc.org/ncedc/cata-
log-search) за 1998–2000 гг.

4. Выборка из каталога землетрясений вулкани-
ческой зоны сейсмичности Канто, the National Re-
search Institute for Earth Science and Disaster Preven-
tion Earthquake Catalog (NIED; http://evrrss.eri.u-
tokyo.ac.jp/db/nied) за 1992–2002 гг.

Параметры получившихся выборок сведены в
табл. 1, построенные по выборкам графики по-
вторяемости показаны на рис. 7. Сравнение гра-
фиков повторяемости и объемов выборок с пред-
ставленными в работах [Woessner, Wiemer, 2005;
Amorèse, 2007], показывает, что ни одна из полу-
ченных выборок не совпадает в полной мере с те-
ми выборками, которые использовали эти авто-
ры. Вероятнее всего, причиной различий стали
изменения, внесенные в каталоги со времени
публикации этих работ.

По каждой выборке с помощью описанных
процедур и метода бутстрап оценивались средние

значения и дисперсии оценок . Полученные
результаты представлены в табл. 1. Результаты
для выборок из каталогов ECOS, NCSN и NIED
хорошо согласуются с результатами, представ-
ленными в работах [Woessner, Wiemer, 2005;

Amorèse, 2007]. Оценки , полученные по вы-
борке из каталога CMT, существенно отличаются
от тех оценок, которые представлены в работе
[Woessner, Wiemer, 2005], но это расхождение, по
всей видимости, обусловлено различиями выбо-
рочных данных.

В этих результатах проявляются некоторые ха-
рактерные особенности рассматриваемых мето-
дов: методы MAXC и GFT обычно дают самые

низкие оценки , оценки метода MBS обычно
оказываются наиболее консервативными. Оцен-
ки остальных методов занимают промежуточные
позиции.

Из табл. 1 видно, что для всех методов, кроме

метода MBS, дисперсии оценок , полученных
по выборкам из каталогов NCSN и CMT, оказы-
вались минимальными или близкими к мини-
мальным. Форма распределения выборки из ка-
талога NCSN близка к характерной угловой фор-
ме с выраженным максимумом, которая присуща
выборкам с равномерным уровнем регистрации.
Распределение выборки из каталога CMT имеет
сглаженный максимум, для этой выборки раз-

брос оценок  заметно выше, чем для выборки
из каталога NCSN.

Распределения выборок из каталогов ECOS и
NIED имеют сглаженную форму с заметной кри-
визной непредставительной части дискретного
графика повторяемости, которая может свидетель-
ствовать о неоднородности выборочных данных.
В целом это приводит и к возрастанию дисперсий
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Рис. 6. Метод LLS. Треугольниками показаны уровни

значимости статистики , кружками показаны

уровни значимости величины , вертикальная штри-

ховая линия показывает оценку . При 

гипотеза  отвергается с высоким уровнем значимо-

сти. При  гипотеза  также отвергается, но

при  уже нет достаточных оснований счи-
тать, что регистрация событий непредставительная,

это значение принимается в качестве оценки .
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Рис. 7. Графики повторяемости, построенные по выборкам из каталогов: (a) – The Earthquake Catalog of Switzerland за
1992–2002 гг.; (б) – The Global Centroid Moment Tensor Catalog за 1983–2002 гг.; (в) – The Northern California Seismic
Network за 1998–2000 гг.; (г) – The National Research Institute for Earth Science and Disaster Prevention Earthquake Catalog
за 1992–2002 гг.
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оценок  и к более значительным различиям в

оценках , полученных разными методами.

Полученные результаты демонстрируют чув-

ствительность методов оценки  к форме рас-
пределения анализируемой выборки. Этот эф-
фект более детально рассмотрен на синтетиче-
ских каталогах землетрясений в следующих
секциях.

МОДЕЛИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАГНИТУДЫ

Создание синтетического каталога землетря-
сений требует применения модели распределе-
ния магнитуды, позволяющей описать как пред-
ставительную, так и непредставительную часть
каталога. Помимо уже упоминавшихся моделей

cM
cM

cM

OK и WW, существуют еще две модели распреде-

ления, подходящие для этих целей.

Модель, предложенная в работе [Mignan,

2012], описывает элементарный график повторя-

емости, построенный по выборке значений маг-

нитуды, в которой пространственно-временные

неоднородности  сведены к минимуму. Веро-

ятность обнаружения событий при  изме-

няется по экспоненте:

(19)

где:  – параметр обнаружения;  –

показатель экспоненциального распределения (2).
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Модель будет обозначаться аббревиатурой AN (от
английского Angular).

В статье [García-Hernández et al., 2019] авторы
предложили модель, в которой вероятность обна-
ружения событий задается полиномом второй
степени (модель POL):

(20)

где  – минимальная магнитуда обнаружения.

Такая форма распределения характерна для
ранних периодов инструментальных наблюде-
ний, когда ввиду сравнительно невысокой чув-
ствительности приборов слабые события не реги-
стрировались. Обе модели AN и POL подчиняют-
ся уравнению (9).

Авторы работы [García-Hernández et al., 2019]
проанализировали формы выборочных распреде-
лений магнитуды в зависимости от объема вы-
борки и радиуса области, из которой выбирались
землетрясения. Для анализа были использованы
данные Международного Сейсмологического
Центра [ISC; www.isc.ac.uk/iscbulletin/search/cata-
logue/; Storchak et al., 2013], модели оценивались
по критерию согласия Колмогорова и информа-
ционному критерию Акаике [Akaike, 1974]. Ре-
зультаты этого исследования показали, что для
всех моделей степень согласия с данными снижа-
лась с возрастанием объема выборки, но практи-
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 ≥
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чески не зависела от радиуса области выборки со-
бытий. Выраженное снижение согласия с данны-
ми наблюдалось для выборок, содержащих более
1000 событий. В целом модель OK чаще других
оказывалась наилучшей в плане аппроксимации
данных; модель AN показывала хорошие резуль-
таты для малых выборок объемом 100–300 собы-
тий; модель WW показывала хорошие результаты
для более объемных выборок, включающих 1000–
3000 событий; модель POL оказалась существен-
но хуже, показав относительно неплохой резуль-
тат только для выборок объемом 100 событий.

Таким образом, для создания синтетических
каталогов были выбраны модели WW, AN и POL.
Модель WW описывает наиболее распространен-
ную ситуацию, при которой выборка значений

магнитуды неоднородна по . Модель AN опи-

сывает выборку, в которой неоднородности 
сведены к минимуму. Модель POL описывает вы-
борку, из которой удалены слабые землетрясения

с магнитудами . Различие этих трех моде-
лей продемонстрировано на рис. 8.

ТЕСТИРОВАНИЕ МЕТОДОВ ОЦЕНКИ  
НА СИНТЕТИЧЕСКИХ КАТАЛОГАХ 

ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ

При выборе значений параметров модели WW
учитывались их оценки, полученные по выбор-
кам из каталогов ECOS, CMT, NCSN и NIED
(табл. 1). Из этих результатов видно, что магниту-
да  располагается примерно посередине между

cM
cM

≤ im M

cM

μ

Таблица 1. Параметры выборок из инструментальных каталогов землетрясений, оценки магнитуды , оценки
параметров  и  модели WW

Каталог ECOS CMT NCSN NIED

Объем выборки 988 16472 19833 31372

Диапазон значений магнитуды 0.4–4.2 4.3–8.5 0.1–5.5 0.0-5.1

Границы по долготе 6.8°–8.4° в.д. 120.5°–123° з.д. 138.95°–139.35° в.д.

Границы по широте 45.9°–46.65° с.ш. 36.0°–39.0° с.ш. 34.8°–35.05° с.ш.

Начало выборки 01.01.1992 01.01.1983 01.01.1998 01.01.1992

Окончание выборки 31.12.2002 31.12.2002 31.12.2000 31.12.2002

1.37 ± 0.06 5.15 ± 0.06 1.20 ± 0.00 1.20 ± 0.01

1.54 ± 0.16 5.20 ± 0.01 1.11 ± 0.03 1.35 ± 0.06

1.66 ± 0.13 5.42 ± 0.06 1.46 ± 0.16 1.98 ± 0.10

1.39 ± 0.27 5.39 ± 0.07 1.20 ± 0.00 1.39 ± 0.10

1.55 ± 0.14 5.31 ± 0.07 1.20 ± 0.03 1.27 ± 0.05

1.55 ± 0.15 5.44 ± 0.05 1.20 ± 0.01 1.84 ± 0.15

0.93 4.87 0.84 0.62

0.16 0.08 0.22 0.26

cM

MAXC
cM
GFT
cM
MBS
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MBASS
cM
EMR
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LLS
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μ
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минимальной магнитудой в выборке и оценкой

, а  имеет величину порядка 0.1–0.3.

Выборки из каталогов ECOS и NIED имеют
типичную для модели WW форму распределения
(рис. 7а, 7г). При фиксированном , снижение 
приводит к тому, что левый хвост распределения
приобретает более крутой наклон, максимум рас-
пределения сглаживается, форма распределения
приближается к форме выборки из каталога CMT

(рис. 7б). При смещении  ближе к  при фик-
сированном  форма распределения становится
близка к форме выборки из каталога NCSN (рис. 7в) с
острым максимумом и крутым наклоном левого
хвоста распределения.

На основе этих трех вариантов формы распре-
деления WW были выбраны следующие комбина-
ции значений параметров для создания синтетиче-

ских каталогов:  (такие значения

параметров использовали для создания синтетиче-
ского каталога авторы [Woessner, Wiemer, 2005]),

 и .

В работе [Mignan, 2012] приводятся оценки па-

раметра  модели AN, полученные по данным ка-
талогов землетрясений Невады и Южной Кали-

форнии. Для Невады оценки  лежат в пределах
от 1.4 до 5.4, максимум плотности распределения

приходится на , для Южной Калифорнии
оценки лежат в пределах от 2 до 5 с максимумом

плотности при . По выборке из каталога
NCSN была получена оценка максимального

правдоподобия . С повышением  наклон
левого хвоста распределения становится все бо-
лее крутым, а число событий в непредставитель-

EMR
  cM σ

μ σ

μ cM
σ

= =1 1μ 0.5,  σ 0.25

μ = σ =2 20.5,   0.1 μ = σ =3 30.75,  0.25

k

k

=ˆ 3k

=ˆ 2.9k

=ˆ 2.95k k

ной части распределения снижается. Для созда-
ния синтетических каталогов с распределением

AN были использованы значения , ,

.

Значения параметра  модели POL были за-

даны произвольно: , , .

Для представительной части каталогов для
всех трех моделей распределения магнитуды бы-

ли заданы значения параметров , . Для
каждой модели и для каждой комбинации значе-
ний параметров был сгенерирован синтетиче-
ский каталог объемом 10000 событий.

Далее по синтетическим каталогам с помощью
метода бутстрап оценивались зависимости двух

первых моментов распределений  от объема

выборки . Объем выборки варьировался в диа-

пазоне от  до . Нижняя гра-
ница диапазона соответствует минимальному
объему выборки, позволяющему применять опи-

санные процедуры оценки . Верхняя граница
выбиралась как достаточно большое значение
объема выборки, позволяющее оценить асимпто-

тические свойства оценок  при .

Как известно, состоятельной называется
оценка, которая сходится по вероятности к оце-
ниваемому параметру. Признаком состоятельной
оценки служит асимптотическая несмещенность
и убывание дисперсии с ростом объема выборки.

Таким образом, от оценок  ожидалось, что с
ростом объема выборки средние значения будут

приближаться к истинному значению , а их
дисперсии будут снижаться.

=1 2k =2 3k
=3 4k

iM
=1 0.5iM =2 0.6iM =3 0.7iM

= 1cM = 1b

cM
N

=min 20N =max 2000N

cM

cM → ∞N
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Рис. 8. Примеры случайных выборок объемом по 1000 событий из синтетических каталогов, демонстрирующие раз-

ницу формы графиков повторяемости, получаемых при использовании трех описанных в тексте моделей распределе-

ния магнитуды: (a) модель WW с параметрами , , , ; (б) модель AN с параметрами ,

, ; (в) модель POL с параметрами , , .
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Результаты тестирования методов оценки 
на синтетических каталогах показаны на рис. 9–
рис. 11. На этих рисунках слева направо по столб-
цам показаны результаты для каталогов с номера-
ми 1, 2, 3. Сверху вниз по строкам показаны ре-
зультаты для методов MAXC, GFT, MBS, MBASS,
EMR и LLS. На графиках горизонтальной сплош-

ной чертой показано истинное значение , точка-

ми показаны средние значения оценок , пунк-
тирными линиями обозначены границы одного
стандартного отклонения от среднего.

Результаты для модели WW показаны на рис. 9.

Оценка  для каталога WW1 медленно схо-

дится к истинному значению  и, следовательно,

является состоятельной. Оценка  для ката-
лога WW3 также является состоятельной. Оценка

 для каталога WW2 недооценивает истин-

ное значение  на величину порядка 0.12 и имеет
неубывающую дисперсию в силу особенностей
формы распределения.

Оценка  для всех трех каталогов WW име-

ет при  асимптотическое смещение разме-
ром порядка –0.1, –0.11 и –0.05 соответственно.
Методы MBS и LLS дают схожие результаты, оба

метода несколько недооценивают  на малых

выборках, но с ростом  оценки постепенно схо-

дятся к истинному значению .

Результаты метода MBASS очень похожи на

результаты метода MAXC, однако оценка 
для каталога WW2 все же оказывается состоятель-

ной. Метод EMR дает состоятельные оценки 

для каталогов WW1 и WW2. Оценка  для ка-

талога WW3 переоценивает  на малых выбор-

ках, но с ростом  постепенно сходится к истин-

ному значению .

Результаты для модели AN показаны на рис 10.

Метод MAXC дает состоятельные оценки  для
всех трех каталогов AN. Метод GFT занижает

значение  для каталогов AN1 и AN2 на величи-

ну порядка 0.08 и 0.02 соответственно. Для ката-
лога AN3 метод GFT дает состоятельную оценку

. Методы MBS и LLS вновь демонстрируют

схожие результаты, однако оценка  для всех

трех каталогов AN имеет при  малое асимп-
тотическое смещение размером порядка 0.02.

Оценки  в среднем соответствуют

оценкам , но имеют более высокую дис-
персию. Для всех трех каталогов AN метод EMR

переоценивает  на малых выборках, но с ро-
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стом  оценка  постепенно сходится к ис-

тинному значению . Результаты слабо зависят

от параметра .

Результаты для модели POL показаны на рис. 11.
Описанные методы оказываются не в состоянии

корректно определить значение  для модели
POL. Особенно ярко это демонстрируют резуль-
таты метода MBASS, который катастрофически

завышает значение  для всех трех каталогов
POL. Ни одна из оценок не является состоятель-

ной. Результаты слабо зависят от параметра .

Полученные результаты показывают, что все
описанные методы хорошо справляются с зада-

чей определения  для модели AN, имеющей
резкий переход между непредставительной и
представительной частями выборки. Несколько
хуже это получается в случае модели WW, со сгла-
женным максимумом распределения. Наконец, в
случае модели POL, у которой этот переход прак-
тически никак не выражен, описанные методы
оказываются не в состоянии корректно опреде-

лить .

С одной стороны, такой результат подсказыва-
ет, что следует с особым вниманием подходить к
анализу представительности данных, относящихся
к началу инструментальных каталогов. С другой
стороны, наблюдения [García-Hernández et al.,
2019], согласно которым модель POL в реальных
каталогах встречается достаточно редко, дают на-
дежду на то, что, возможно, на практике с таким
распределением сталкиваться не придется.

Метод MAXC оказывается незаменимым при
анализе представительности выборок из малых
пространственно-временных объемов, для кото-
рых характерной является форма распределения
AN. Это единственный метод, применимый для
анализа представительности выборок экстре-

мально малого объема  [Mignan et al., 2011].
Этот метод применялся для создания карт про-

странственных вариаций  высокого разреше-
ния на Тайване [Mignan et al., 2011]. Для более
объемных выборок, включающих сотни и более
событий, в которых максимум распределения
магнитуды обычно сглажен, метод MAXC зани-

жает  и не рекомендуется к использованию.

Методы GFT и MBS – несложные методы, да-

ющие реалистичные оценки . Подходят для
анализа представительности выборок среднего
размера, содержащих от нескольких сотен до не-
скольких тысяч событий. Метод GFT применял-

ся для картирования  на Аляске, в Западных
США и Японии [Wiemer, Wyss, 2000]. Учитывая,
что метод GFT, как правило, дает более мягкую

оценку , а метод MBS – более консерватив-
ную, следует выбирать один из них, основываясь
на тех требованиях к полноте каталога, которые
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Рис. 9. Результаты тестирования методов оценки  на синтетических каталогах землетрясений, сгенерированных на
основе модели WW. Слева направо по столбцам показаны результаты для каталогов с номерами 1, 2, 3. Сверху вниз по
строкам показаны результаты для методов MAXC, GFT, MBS, MBASS, EMR и LLS. На графиках горизонтальной чер-
той показано истинное значение , точками показаны средние значения оценок , пунктирными линиями обо-
значены границы одного стандартного отклонения от среднего.
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Рис. 10. Результаты тестирования методов оценки  на синтетических каталогах землетрясений, сгенерированных
на основе модели AN.

0.5

1.0

1.5

0 400 800 1200 1600 2000

M
c

N
0 400 800 1200 1600 2000

N
0 400 800 1200 1600 2000

N

0.5

1.0

1.5

M
c

0.5

1.0

1.5

M
c

0.5

1.0

1.5

M
c

0.5

1.0

1.5

M
c

0.5

1.0

1.5

M
c

(a) MAXC

(b) GFT

(c) MBS

(d) MBASS

(e) EMR

(f) LLS

(g) MAXC

(h) GFT

(i) MBS

(j) MBASS

(k) EMR

(l) LLS

(m) MAXC

(n) GFT

(o) MBS

(p) MBASS

(q) EMR

(r) LLS

cM



114

ФИЗИКА ЗЕМЛИ  № 1  2022

ПАВЛЕНКО, ЗАВЬЯЛОВ

Рис. 11. Результаты тестирования методов оценки  на синтетических каталогах землетрясений, сгенерированных
на основе модели POL.
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предъявляет поставленная задача. Применять эти
методы к более объемным выборкам следует с
большой осторожностью.

Метод MBASS не обладает преимуществами
перед более простым непараметрическим мето-
дом MAXC. В тех случаях, когда метод MBASS

корректно определяет , оценки оказываются
близки к тем, что дает метод MAXC. При этом

дисперсия оценок  как правило оказыва-
ется выше. По этой причине метод MBASS не ре-
комендуется к использованию.

Метод EMR долгое время позиционировался
как лучший метод для анализа представительно-
сти каталогов землетрясений. В частности, он

применялся для картирования значений  по
мировым каталогам ISC и CMT [Woessner,
Wiemer, 2005], а также по каталогам землетрясе-
ний Южной Калифорнии [Hutton et al., 2010] и
Японии [Nanjo et al., 2010]. Однако в итоге сами
авторы метода EMR признали его неудачным
[Mignan, Woessner, 2012] и призвали отказаться от
его дальнейшего использования.

Метод LLS демонстрирует замечательные ре-

зультаты: оценки  достаточно быстро схо-

дятся к истинному значению  и имеют сравни-
тельно невысокую дисперсию. Этот метод был
внедрен в практику в организациях ЕГС РАН и
применялся для картирования пространственно-

временных неоднородностей  по каталогам
землетрясений Новой Зеландии, Греции, Кам-
чатки, Кавказа, Киргизии и Северного Китая
[Smirnov, 1998]. При этом, судя по публикациям,
этот метод остается практически неизвестным за
рубежом. Метод LLS можно использовать для
анализа представительности выборок среднего и
большого размера.

В заключение стоит отметить, что картирова-

ние  в областях с высокими вариациями уров-
ня регистрации, таких как Камчатка или Япония,
должно опираться на анализ локальных распре-
делений магнитуды, как было сделано, например,
в работе [Mignan, 2012].

ВЫВОДЫ

В работе выполнен сравнительный анализ ше-
сти методов оценки магнитуды представительной

регистрации землетрясений . Для сравнения
методов использовались как выборки из реаль-
ных инструментальных каталогов, так и синтети-
ческие каталоги землетрясений, сгенерирован-
ные на основе трех моделей распределения маг-
нитуды. Для создания синтетических каталогов
были использованы модели, соответствующие
выборочным распределениям, встречающимся
при анализе реальных данных инструментальных

cM

MBASS

cM

cM

LLS

cM
cM

cM

cM

cM

каталогов: модель неоднородной выборки, мо-
дель однородной выборки, модель выборки, из
которой удалены слабые землетрясения. Показа-
но, что результаты применения описанных мето-

дов оценки  в значительной мере зависят от
формы распределения и объема анализируемой
выборки. По результатам анализа сформулирова-
ны рекомендации по выбору подходящих мето-

дов оценки .
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Comparative Analysis of the Methods for Estimating the Magnitude
of Completeness of Earthquake Detection

V. А. Pavlenkoa,* and А. D. Zavyalova,**
aSchmidt Institute of Physics of the Earth, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

*e-mail: pavlenko.vasily@gmail.com
**e-mail: zavyalov@ifz.ru

The magnitude of completeness Mc of the earthquakes above which 100% of events are thought to be reliably

detected is a vital parameter characterizing the completeness of seismic data. A known fact is that to obtain
correct estimates of the parameters of seismicity, it is compulsory to take into account   variations in space and
time. In this work, we compare six modern methods of Mc estimation. To compare the methods, we use event

samples from real instrumental earthquake catalogs and synthetic catalogs generated based on three models
of magnitude distribution. We analyze the dependences of the two first moments of the distributions of Mc
estimates on the shape of magnitude distributions and the sample size. We use three models corresponding
to sample distributions that occur in the analysis of instrumental earthquake catalogs. Based on the obtained
results, we formulate recommendations on selecting the suitable method for estimating the magnitude of
completeness Mc.

Keywords: magnitude of completeness of earthquake detection, seismic data completeness, instrumental cat-
alogs, synthetic catalogs 
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