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Разработаны модель равновесия и алгоритм обработки экспериментальных данных потенциомет-
рического титрования, обеспечивающие повышение достоверности результатов процесса фазооб-
разования в водных растворах солей металлов. При создании модели равновесия предложено учи-
тывать образование полиядерных, гетеролигандных соединений и колебаний параметров системы,
дополнительно использовать правила молекулярной растворимости, растворимости по интермеди-
ату и выделения приоритетного осадка. Для составления уравнений материального баланса иссле-
дуемых систем разработаны программные продукты, которые позволяют проводить расчеты числа
частиц в системе; величин констант равновесия и состава соединений; автоматически устанавли-
вать функции, описывающие случайные процессы при оценке неопределенности значений кон-
стант равновесия.
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Растворы солей металлов используются в ка-
честве прекурсоров для получения тонких пле-
нок, порошков, золей халькогенидов металлов.
Смешивание их с растворами халькогенизаторов,
щелочей приводит систему (реакционный рас-
твор) в кинетический режим фазообразования.
Если равновесные процессы в растворе соли ме-
талла протекают быстрее процесса образования
фаз, то, именно, они определяют состояние всей
системы. В этих условиях наличие математиче-
ской модели равновесного состояния является
основой определения условий синтеза твердых
фаз. Поскольку число существенных параметров
системы, как правило, превышает нескольких де-
сятков, то для обеспечения достоверности значе-
ний рассчитанных констант равновесия и обла-
стей существования тех или иных твердых фаз
процедура использования математической моде-
ли системы требует определенной последователь-
ности действий включающих:

– учет данных эксперимента, полученных при
относительно большом диапазоне значений па-
раметров системы с использованием разнообраз-
ных экспериментальных методов;

– анализ экспериментальных данных на осно-
ве достоверной априорной информации или про-
ведение дополнительного эксперимента;

– применение правил и условий для расчета
областей существования твердой фазы с учетом
присутствия в системе полиядерных, гетероядер-
ных, гетеролигандных соединений;

– учет колебаний концентраций соединений
при установлении равновесия;

– выделение областей данных эксперимента с
наименьшей размерностью и ранжирование
остальных областей по росту размерности;

– применение программных продуктов с визу-
альным отображением пространства поиска зна-
чений констант равновесия и автоматическим
определением числа частиц;
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– автоматическое установление вида случай-
ных процессов.

Для построения достоверной модели системы
необходим также учет особенностей влияния ме-
тода исследования на результаты расчетов. На-
пример, экономичным и достаточно информа-
тивным является потенциометрический метод
[1–4]. Отметим, что при сливании реагентов, в
первую очередь, проявляют себя быстро образую-
щиеся фазы. Для обнаружения сравнительно
медленно образующихся соединений надежнее
использовать метод остаточных концентраций [1,
2], который заключается в смешении реактантов
и выдерживании их достаточно длительное время
при заданных условиях. Однако этот метод недо-
статочно экспрессивен и экономичен.

Данные по остаточной концентрации при ре-
акции осаждения можно представить в виде кри-
вых титрования в форме зависимости величины
рН от объема добавленного в исследуемую систе-
му реагента. При этом концентрация добавляе-
мого реагента должна быть значительно выше со-
держания соли металла в растворе для недопуще-
ния значительного разбавления реакционной
смеси. Разработка модели исследуемой системы
является основой для создания соответствующих
баз данных и позволяет подвергать проверке по-
лученные экспериментальные результаты. При
наличии сомнений делается вывод о необходимо-
сти введения поправок или проведения дополни-
тельных экспериментов. Также поправка при по-
тенциометрическом методе может быть опреде-
лена путем сравнения экспериментального и
расчетного значений рН системы после достовер-
ной оценки уравнений материального баланса и
значений констант равновесия.

При обработке результатов эксперимента не-
обходимо принимать во внимание, что число
представленных в справочной литературе кон-
стант равновесия для исследуемой системы, как
правило, недостаточно для составления уравне-
ний материального баланса при ограниченности
информации о их температурной зависимости.
Отметим также, что учет только правила произве-
дения растворимости при расчете областей суще-
ствования соединений в большинстве случаев не-
достаточен, в частности, при последовательном
образовании фаз одинакового химического со-
става для различных значений рН раствора.

Затрудняют получение надежных результата-
тов по фазообразованию также трудности в со-
ставлении уравнений материального баланса при
поддержании ионной силы раствора за счет вве-
дения в систему “инертных электролитов” в
количествах, превышающих содержание реак-
тантов. К тому же на практике отсутствуют мате-
матические модели систем, учитывающих сов-

местное существование полядерных, гетероядер-
ных, гетеролигандных соединений как в
растворе, так и в виде твердой фазы.

В ранее выполненных работах [1–8] нами бы-
ло убедительно показано, что при оценке условий
фазообразования необходимо дополнительное
использование еще трех правил растворимости:
правила молекулярной растворимости, правила
растворимости по интермедиату и правила выделе-
ния приоритетного осадка. Их использование поз-
воляет рассчитать концентрации полиядерных, ге-
тероядерных, гетеролигандных соединений при
существовании нескольких осадков в одной систе-
ме, включая области существования золей и пле-
нок. Кроме того, на данном этапе лучше использо-
вать расчетные способы учета ионной силы рас-
твора, тем более, что в условиях существования
осадков влияние ионной силы незначительно.

Отметим, что в известных нам работах по фа-
зообразованию [9–13], моделирование равнове-
сий в водных растворах проводилось без учета об-
разования твердых фаз, колебаний параметров
системы, а также без разделения реакций на
быстрые и медленные при установлении равнове-
сий, что резко снижает достоверность получае-
мых результатов.

В сязи с этим, целью настоящей работы явля-
лась разработка модели и алгоритма процесса фа-
зообразования в водных растворах солей метал-
лов, обеспечивающих повышение достоверности
конечных результатов.

Рис. 1. Зависимость функции образования по гидрок-
сид иону (n) от рН раствора по результатам обработки
экспериментальных (квадраты) и теоретических
(сплошные линии) кривых потенциометрического
титрования в системе SnSO4–H2O–NaOH.
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На рис. 1 приведены экспериментальные дан-
ные, характеризующие зависимость функции об-
разования (n) по гидроксид иону от рН раствора
по результатам обработки экспериментальных
кривых потенциометрического титрования в си-
стеме SnSO4–H2O–NaOH, а в табл. 1 представле-
ны рассчитанные значения констант равновесия
в указанной системе с применением правил про-
изведения растворимости, молекулярной раство-
римости, растворимости по интермедиату и вы-
деления приоритетного осадка [2]. Сливание реа-

гентов в условиях образования осадков
проводилось при интенсивном перемешивании с
интервалами времени между порциями титранта
от 30 до 120 с с целью обнаружения медленно про-
текающих реакций. Такие реакции обнаружива-
ются при сравнении данных потенциометриче-
ского титрования и данных при использовании
метода остаточных концентраций. В таблице 1
представлены константы устойчивости и раство-
римости, найденные методом остаточных кон-
центраций при продолжительности выдержива-
ния раствора 60 сут (с индексом 1), 18 сут (с ин-

Таблица 1. Значения констант устойчивости и растворимости в системе SnSO4–H2O–NaOH, рассчитанные ме-
тодом остаточных концентраций при продолжительности выдерживания раствора 60 сут (индекс 1), 18 сут (ин-
декс 2), по данным потенциометрического титрования (индекс 3)

K1 = [SnOH+]/([Sn2+][OH–]) 11.6 ± 0.1(1), 10.4 ± 0.1(2), 9.4 ± 0.1(3)

K2 = [Sn(OH)2]/([SnOH+][OH–]) 9.3 ± 0.1(1)(2), 8.8 ± 0.1(3)

K3 = [Sn(OH) ]/([Sn(OH)2][OH–]) 4.5 ± 0.1(1)(2)(3)

K4 = [Sn(OH) ]/([Sn(OH) ][OH–]) 3.9 ± 0.1(1)(2)(3)

K5 = [Sn(OH) ]/([Sn(OH) ][OH–]) 3.7 ± 0.1(1)(2)(3)

K6 = [Sn(OH) ]/([Sn(OH) ][OH–]) 3.3 ± 0.4(1), 1.7 ± 0.1(2)

KP4B0 = [Sn ]/[Sn2+]4 6.5 ± 0.4(1)(2), 2.0 ± 0.1(3)

KPB1XB1 = [Sn2(OH) ]/[Sn(OH)+]2 4.0 ± 0.2(1)(2), 2.9 ± 0.1(3)

KPB1XB1S = [Sn2(OH) ][SO ] –6.2 ± 0.3(1)(2)(3)

K2S = [Sn(OH)2] –5.5 ± 0.3(1)(2)(3)

KP2B1X2B2 = [Sn4(OH) ]/([SnOH+]2[Sn(OH)2]2) 16.0 ± 0.3(1)(2)(3)

KP2B1X2B2S = [Sn4(OH) ][SO ] –5.9 ± 0.5(1)(2)(3)

KPB1X3B2 = [Sn4(OH) ]/([Sn(OH)+][Sn(OH)2]3) 17.2 ± 0.3(1)(2)(3)

KPB1X3B2S = [Sn8(OH) ][SO ] –10.3 ± 0.1(1)(2)(3)

KOB2DW = [SnO]/[Sn(OH)2] 1.8 ± 0.1(1)(2)(3)

KOB3DW = [SnO(OH)-]/[Sn(OH) ] 2.3 ± 0.1(1)(2)(3)

KOB3DWS = [Sn(OH) ] –2.3 ± 0.1(1)(2)(3)

KOB4DW = [SnO(OH) ]/[Sn(OH) ] 1.5 ± 0.1(1)(2)(3)

KOB4DWS = [Sn(OH) ] –3.0 ± 0.1(2)(3)(4)

 = [SO ][H+]/[HSO ] –1.94(1)(2)(3)

−
3

−2
4

−
3

−3
5

−2
4

−4
6

−3
5

+8
4

+2
2

+2
2

−2
4

+2
6

+2
6

−2
4

+
7

+2
14

−2
4

−
3

−
3

−2
2

−2
4

−2
4

−
4HSOK −2

4
−
4



ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 93  № 5  2019

МОДЕЛЬ И ПРОГРАММА РАСЧЕТА ФАЗООБРАЗОВАНИЯ 681

Рис. 2. Экспериментальная кривая потенциометрического титрования 0.100 М раствора Pb(NO3)2 0.100 М раствором
NaOH (квадраты), где n = СNaOHVNaOH/( ) (точками отображена расчетная кривая). В начальный мо-
мент образования соединений по шкале рН показан их состав (осадки отображены с индексом “s”). Большим круж-
ком показано расчетное значение рН начала гидролиза; М – Pb(II), An – NO .
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дексом 2) и по данным потенциометрического
титрования (с индексом 3). Как следует из табли-
цы 1, соединения SnOH+

, Sn(OH)2, Sn(OH) ,

Sn , Sn2(OH)  образуются сравнительно мед-
ленно, что существенно влияет на условия полу-
чения целевых соединений олова. Отметим, что
рассчитанные по данным потенциометрического
титрования с учетом использования дополни-
тельных правил, величины констант в большин-
стве случаев хорошо совпадают с результатами,
найденными методом остаточных концентраций.

Для более точного определения условий син-
теза целевых соединений (например, в форме
тонких пленок) необходим также учет колебаний
параметров системы, которые заметно ухудшают
возможности прогнозирования. В исследуемых
системах нередко возникают воспроизводимые
колебания pH, заключающиеся в уменьшении его
величины при добавлении в раствор сильного ос-
нования, что, несомненно, парадоксально (см.
рис. 2). В работах [8, 14] нами была предложена
математическая модель таких колебаний в систе-
ме Pb(II)–H2O–OH–, которая позволяет предска-
зывать колебания параметров системы и улуч-
шать прогнозирование результатов. Предложен-
ная в [8] модель дополнительно учитывает
“эффект памяти” раствора [15], заключающийся

−4
6

+8
4

+2
2

во влиянии на возникновение колебаний пара-
метров системы относительно медленно образу-
ющихся соединений.

На рис. 2 представлена экспериментальная
кривая зависимости n = f(pH) в координатах, где
n = СNaOHVNaOH/( ). В этой системе
было проведено 203 измерения рН с интервалом
30 с каждое после добавления и интенсивного пе-
ремешивания реагентов. Расчетная кривая оста-
точной концентрации Pb(NO3)2 на рис. 2 пред-
ставлена в виде кружков. В начальный момент об-
разования соединений по шкале рН показан их
состав (осадки отображены индексом “s”). Как
видно из рис. 2 в системе Pb(II)–H2O–OH– при-
сутствуют семь видов осадков. На рис. 2 также
видны колебания рН раствора с различной ам-
плитудой. Периодичность колебаний хорошо
совпадает со значениями n = X/5, где Х = 1–8.

Отметим особенность зависимости n = f(pH) в
условиях образования осадков. В этом случае на
указанной зависимости возникает излом. Такие
изломы хорошо видны на расчетных кривых
(рис. 2) при переходе одного осадка в другой.
Экспериментальные кривые n = f(pH) в этих об-
ластях имеют наклон из-за медленного перехода
одного осадка в другой.

3 2Pb(NO )C
3 2Pb(NO )V
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Расчет экспериментальных данных, получен-
ных в условиях существования твердых фаз, тре-
бует применения программных продуктов с воз-
можностью решения задач с размерностью около
100. Для получения достоверных результатов не-
обходима определенная последовательность дей-
ствий, в которой первым шагом является выделе-
ние областей данных экспримента с наименьшей
размерностью и ранжирование остальных обла-
стей по ее росту. Наименьшую размерность, как
правило, имеют системы с более низкой концен-
трацией базисных соединений и отсутствием
твердой фазы. Например, данные представлен-
ные на рис. 3 для системы CuSO4–H2O–NH4OH
(NаOH, KOH) являются результатами расчетов,
на основе экспериментальных кривых n = f(pH)
(отмечены крестиками). Затем выделяются обла-
сти рН, в которых существуют три (четыре) со-
единения в значимых мольных долях. Например,
на рис. 3 можно выделить области с размерно-
стью три в диапазоне рН от 3 до 4.

Кроме расчета значений констант равновесия,
необходима оценка их неопределенности. Для
этого прежде всего нужно установить функцию,
описывающую случайный процесс, которая су-
щественно влияет на величину неопределенно-
сти. На рис. 4 представлено пространство реше-

ний распределения Вейбулла, имеющего три не-
зависимых параметра. Для сравнения на рисунке
представлены результаты расчетов тремя метода-
ми: табулирования (пространство отображено в
виде мелкой сетки), Монте-Карло (большие
кружки) и градиентным или методом неинерци-
онного шарика (последовательность кружков
среднего размера). Первый метод требует сравни-
тельно больших затрат времени. Результаты рас-

Рис. 3. Моделирование кривой потенциометрического титрования для системы CuSO4–H2O–NH4OH (NаOH) (экс-
периментальная кривая – квадраты) и результаты расчета мольных долей соединений в системе при содержании реа-

гентов, моль/л: [CuSO4] = 0.081, [NH ] = 1.80, [NaОН] = 2.04; М – Cu(II), 1 – Cu(NH3) , 2 – Cu4(OH)7(NH3) , 3 –

Cu(NH3) , 4 – Cu(NH3) , 5 – Cu(OH)3(NH3) , 6 – Cu(OH)4NH , 7 – Cu(OH)6NH .
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Рис. 4. Расчет констант распределения Вейбулла, со-
держащего случайные погрешности методами табу-
лирования (в виде мелкой сетки), Монте-Карло
(большие кружки), градиентным или методом не-
инерционного шарика (последовательность кружков
среднего размера).
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чета методом Монте-Карло уменьшают времен-
ные затраты практически на порядок, однако тре-
буют многократных пусков программы.
Значительно быстрее можно выполнить необхо-
димые расчеты при использовании метода не-
инерционного шарика. На начальном этапе
путем табулирования необходимо установить от-
сутствие локальных экстремумов. Наличие по-
грешностей приводит к искажению пространства
решений особенно вблизи экстремумов. В этом
случае необходимо, чтобы число данных на один
или два порядка превышало размерность.

Пространство решений численными метода-
ми можно отобразить визуально, однако такое
восприятие возможно лишь для задач с размерно-
стью до четырех. Использование программ расче-
та без визуального отображения пространства ре-
шений с высокой вероятностью приводит к реше-
ниям на основе локальных экстремумов, т.е. к
неверному расчету параметров системы. Для более
точного расчета небходим правильный выбор
уравнений материального баланса системы, при-
чем ручной режим требует достаточно больших за-
трат времени. Крайне желательно наличие автома-
тического определения числа частиц в системе с
помощью программного продукта. Правильно со-
ставленнные уравнения материального баланса
системы позволяют создать математическую мо-
дель системы, способную теоретически описать с
высокой точностью экспериментальные данные,

обеспечить возможность планирования дальней-
ших экспериментов с целью решения требуемых
технологических задач.

При наличии экспериментальных данных из-
меряемого параметра с числом наблюдений более
20 возможен расчет неопределенности в автома-
тическом режиме. На рис. 5 приведены результа-
ты автоматического распознавания случайного
процесса, содержащегося в неопределенности
измеряемой величины при сравнительном ис-
пользовании для его описания функций Гаусса,
Пуассона, Больцмана, Коши. Показано, что про-
цесс лучше всего описывается функцией Коши.

Отметим также, что случайные процессы опи-
сываются функцией Гаусса, если отдельные эта-
пы эксперимента дают независимые друг от друга
погрешности.

Таким образом, разработана модель равновес-
ного состояния и предложен алгоритм обработки
экспериментальных данных потенциометриче-
ского титрования, обеспечивающие повышение
достоверности значений определяемых констант
равновесия и состава соединений в водных рас-
творах солей металлов. В работе представлены
примеры анализа данных с помощью моделей
равновесия, учитывающие ряд дополнительных
правил растворимости. При составлении уравне-
ний материального баланса исследуемых систем
и анализа данных использованы разработанные
программные продукты, которые позволяют про-
водить определение: числа частиц в системе; ве-
личин констант равновесия и состав образую-
щихся фаз; автоматически распознавать случай-
ные процессы при сравнительном использовании
функций Гаусса, Пуассона, Больцмана, Коши.
Наличие математической модели фазообразова-
ния в растворах солей металлов с учетом суще-
ствования полиядерных, гетеролигандных соеди-
нений и колебаний параметров системы позволяет
оптимизировать процессы синтеза целевых со-
единений в виде тонких пленок, осадков, золей.
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