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Рак занимает лидирующие позиции в списке причин смерти людей возрастом до 70 лет. Важным
шагом для снижения смертности является выявление заболевания на ранних стадиях. Для улучше-
ния ранней диагностики рака мы предлагаем алгоритм калибровки вероятностей бинарных класси-
фикаторов с применением нечетких множеств. Наша идея проверена на распознавании рака молоч-
ной железы у женщин и рака легкого. Первый случай осложняется небольшим набором данных,
второй – сильно несбалансированными данными. В обоих случаях наш метод калибровки вероят-
ностей, в отличие от стандартных, улучшил логарифмическую потерю (лучший результат – на
48.86%), оценку Брайера (лучший результат – на 13.24%) и площадь под кривой Precision-Recall
(лучший результат – на 13.94%). Сфера применения нашего алгоритма может быть расширена на
любые прогрессирующие заболевания и события без четкой границы принадлежности.
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1. ВВЕДЕНИЕ
По оценкам Всемирной организации здраво-

охранения в 2019 г. рак занимал лидирующие ме-
ста среди причин смерти людей возрастом до 70
лет в 112 странах. Самыми диагностируемыми яв-
ляются рак легкого (РЛ) и рак молочной железы у
женщин (РМЖ), занимающие соответственно
первое и пятое места среди причин смерти от зло-
качественных новообразований [1].

Важным шагом для снижения смертности от
рака является улучшение распознавания заболе-
вания на ранней стадии [2]. Одним из основных
способов диагностики рака являются гистологи-
ческое исследование и низкодозовая компьютер-
ная томография (КТ).

При традиционной диагностике врач просмат-
ривает снимки КТ и гистологические изображе-
ния, что требует большого количества времени.
Для упрощения этого процесса могут использо-
ваться алгоритмы классификации, которые выда-
ют вероятности принадлежности изображений к
какому-либо классу [3]. Иными словами, это

прогностические модели, определяющие вероят-
ность наличия заболевания.

Важное свойство прогностической модели –
корреляция между предсказанными вероятностя-
ми и наблюдаемыми результатами [2]. Для улуч-
шения этого параметра применяется калибровка,
стандартные методы которой корректируют веро-
ятности с позиции теории вероятностей [3–7].
Однако это лишь один из способов описания не-
определенности величины [8]. Мы предлагаем
калибровку вероятностей бинарных классифика-
торов с применением теории нечетких множеств.

Как и теория вероятностей, теория нечетких
множеств описывает неопределенность. Отличие
в том, что первая передает информацию о частоте
возникновения события; а вторая – описывает
степень принадлежности объекта ко множеству с
неточно определенными свойствами [8].

В медицине теория нечетких множеств исполь-
зуется для решения ряда задач: анализа диабетиче-
ской нейропатии и выявления ранней диабетиче-
ской ретинопатии, улучшения процессов приня-
тия решений при лучевой терапии, контроля
гипертонии во время анестезии, визуализации
нервных волокон в головном мозге человека [8, 9].

При этом теория нечетких множеств применя-
ется непосредственно к алгоритмам анализа и об-
работки данных: в предварительной обработке
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изображений [10] и сегментации снимков маммо-
графии для выявления РМЖ [11]; в схеме выбора
признаков для идентификации биомаркеров РЛ,
РМЖ и рака толстой кишки [12].

Недостаток этих методов – отсутствие универ-
сальности. Мы применяем теорию нечетких мно-
жеств напрямую к вероятностям, что позволяет
использовать наш алгоритм при работе с любой
прогностической моделью, которая выдает веро-
ятности. Существующая калибровка вероятно-
стей, основанная на теории нечетких множеств,
базируется на нечеткой модели Такаги–Сугено
(Takagi–Sugeno) [13]. Мы представляем другой
подход, объединяющий теорию вероятностей и
теорию нечетких множеств.

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Определим пространство элементарных исхо-
дов : пусть , где событие  – по-
становка диагноза рака любой стадии. Введем со-
бытие  – постановка диагноза рака любой ста-
дии, кроме первой. То есть, . Обозначим
вероятность наступления события  и события

 как  и  соответственно. Тогда из
условия  следует справедливость неравен-
ства  [14]. Так как значения  и

 неотрицательные, то при умножении обеих
сторон неравенства  на , получим

.
Описанное является концепцией из теории ве-

роятностей. Мы рассмотрим ситуацию с позиции
теории нечетких множеств.

Нечеткое множество – это набор объектов без
четкой границы принадлежности [15]. Этот прин-
цип может быть использован в медицине в связи
с тем, что диагностика заболеваний сопряжена с
несколькими уровнями неопределенности и не-
точности [9]. Например, нормальная клетка пре-
вращается в раковую в ходе неконтролируемых
мутаций [16]. Следовательно, невозможно опре-
делить точный момент возникновения рака. Зна-
чит, множество людей, у которых может быть ди-
агностирован рак, можно рассматривать как не-
четкое множество.

Для применения теории нечетких множеств
введем обозначения. Положим,  – множество
всех данных пациентов: , где

 – количество пациентов. Пусть нечеткое множе-
ство  – множество пациентов, у которых “ нечет-
ко” диагностировали любую стадию рака, а нечет-
кое множество  – множество пациентов, у кото-
рых “ нечетко” диагностировали любую стадию рака
кроме первой. То есть, существуют наборы упорядо-
ченных пар таких, что  и

Ω Ω −= { ,1 }M M M

N
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M
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, где  и  – соот-
ветствующие функции принадлежности. Чем вы-
ше значение функции принадлежности, тем вы-
ше степень принадлежности элемента к множе-
ству [8].

Было предпринято несколько попыток уста-
новить связь между функцией принадлежности и
классической вероятностью [8]. Мы воспользу-
емся следующим определением функции при-
надлежности.

Определение 1. Пусть X – множество всех дей-
ствительных чисел, лежащих на отрезке от 0 до 1.
Введем нечеткое множество . То есть, существу-
ют наборы упорядоченных пар таких, что A =
= .

Функция принадлежности элемента  множе-
ству , которое “нечетко” больше чем параметр ,
определяется как

(1)

где ,  – вероятность, что какой-либо
элемент  меньше или равен элементу ,  –
вероятность, что какой-либо элемент  меньше
или равен , где параметр  – действительное чис-
ло, с которым сравниваются элементы  и  [17].

Иными словами, мы включаем в множество A
все элементы, которые больше или равны пара-
метру . Некоторый элемент , меньший чем па-
раметр , также может быть включен в множество A
со степенью принадлежности .

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
КАЛИБРОВКИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Рассмотрим два бинарных классификатора, ре-
ализованных любыми способами. Пусть первый
классификатор определяет пациентов, у которых
или не обнаружен рак, или обнаружен рак любой
стадии. Набор вероятностей, который выдает этот
классификатор, обозначим как множество вероят-
ностей PM = .

Пусть второй классификатор определяет па-
циентов, у которых или не обнаружен рак, или
обнаружен рак любой стадии, кроме первой. На-
бор вероятностей, который выдает этот класси-
фикатор, обозначим как множество вероятностей
PN = .

Для  и  справедливы соотношения, вве-
денные для  и :

(2)

(3)
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Применим определение (1) к результатам пер-
вого классификатора. Положим параметр  рав-
ным единице. Так как все элементы множества

 принадлежат отрезку от 0 до 1, то для любого
элемента , меньшего или равного любому
элементу , знаменатель  равен еди-
нице.

Рассмотрим числитель . Отметим
на отрезке от 0 до 1 точки, соответствующие зна-
чениям  и  в случае . Тогда, как
изображено на рис. 1, вероятность 
будет равна отношению длины отрезка  к длине
отрезка . Для упрощения в качестве длины от-
резка  возьмем квадрат значения вероятности

. В свою очередь длина отрезка  равна зна-
чению .

В итоге функция принадлежности – которую
обозначим  – элемента  множеству паци-
ентов, у которых “нечетко” диагностировали лю-
бую стадию рака, определяется

Аналогично получим функцию принадлежно-
сти  множества пациентов, у которых “ не-
четко” диагностировали любую стадию рака,
кроме первой

Теперь неравенство (2) перепишем в виде

(4)

а неравенство (3) можно представить как
.

С другой стороны, произведение функций
принадлежности  и  можно записать в
виде , где параметр 
такое действительное число, что 
∈ [0, α] [8]. Для упрощения положим, что пара-
метр  равен значению  или . Степень
принадлежности  может быть записана в
виде  [8]. Тогда неравенство

 принимает вид

(5)

Заменим в неравенстве (4) один из множителей
на логистическую функцию [8]. Так как область
значения логистической функции принадлежит
отрезку от 0 до 1, то для удовлетворения условия (2)
заменим множитель . В итоге
неравенство (5) можно переписать как

a
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где  и  – действительные числа, различные в
каждом конкретном случае.

В ходе диагностики может быть найдена любая
стадия рака, но при раннем выявлении необходи-
мо учитывать минимальный обоснованный риск
наличия онкологического процесса. Поэтому в
качестве функции калибровки возьмем равен-
ство. Таким образом, для i-го пациента вероят-
ность обнаружения  рака любой стадии с учетом
приоритета ранней диагностики калибруется по
формуле

(6)

Верхняя граница  и  равна единице,
и множества  и  являются нормальными [18].
Тогда функции принадлежности дополнений 
и  определяется как  и  соот-
ветственно [8]. Применим рассуждения, анало-
гичные вышеописанным, к вероятностям  и

 и получим

(7)

где  и  – действительные числа, различные в
каждом конкретном случае.

Вычтем выражение (7) из выражения (6). Это
даст окончательную формулу для нашей модели
калибровки вероятностей
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Рис. 1. Геометрическое представление .
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4. ДАТАСЕТЫ

Для демонстрации работы нашего алгоритма
независимо рассмотрены два случая: диагностика
РМЖ по гистологическим изображениям и диа-
гностика РЛ по снимкам КТ во фронтальной про-
екции.

В первом случае затронута проблема обучения
на небольшом наборе данных. Мы взяли 400 ги-
стологических изображений молочной железы
[19] и поделили их на три класса: множество здо-
ровых пациентов – 200 изображений или без па-
тологий, или с выявленными доброкачественны-
ми новообразованиями; множество пациентов с
ранней стадией рака – 100 изображений с выяв-
ленным преинвазивным раком (Carcinoma in si-
tu); множество пациентов с поздней стадией рака –
100 изображений с выявленной инвазивной кар-
циномой (Invasive carcinoma).

Во втором случае использованы два датасета
из архива изображений рака (The Cancer Imaging
Archive) [20, 21]. По статистике процент выявле-
ния РЛ в ходе проведения КТ составляет 0.42–
2.1% [22], и задача осложняется несбалансиро-
ванными данными. Мы оставили это соотношение
на всех этапах проверки. Было взято 2159 снимков,
среди которых у 2113 – не обнаружено рака, у
20 диагностирована первая стадия рака, и у 26 –
вторая, третья или четвертая стадии.

5. СХЕМА ПРОВЕРКИ НАШЕГО 
АЛГОРИТМА

Во избежание переобучения проверка нашего
алгоритма проводилась по схеме, указанной на
рис. 2.

В начале каждого прохода все данные случай-
ным образом разбивались на три части, две из ко-

Рис. 2. Схема проверки нашего алгоритма.
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торых (predict и final) не участвовали в обучении
бинарных классификаторов. Эти классификато-
ры используются для получения вероятностей,
предназначенных для калибровки. Первый клас-
сификатор определяет пациентов, у которых или
не обнаружен рак, или обнаружен рак любой ста-
дии. Второй – у которых или не обнаружен рак,
или обнаружен рак любой стадии, кроме первой.
Во время каждого прохода классификаторы обу-
чались пять раз на заново случайно разделенных
subdata 1 и subdata 2.

Далее определялись параметры . В

каждом проходе наша модель пять раз обучалась
на вероятностях, предсказанных классификато-
рами для predict. При этом каждый раз валидаци-
онная выборка subfinal 1 и тестовая выборка subfi-
nal 2 разбивались заново случайным образом. Во
время работы нашего алгоритма калибровались
вероятности первого классификатора с учетом
приоритета ранней диагностики.

В итоге наша модель была протестирована
пятьдесят раз на нигде ранее не задействованных
данных. Мы провели одно тестирование для
РМЖ и два тестирования с разным объемом вы-
борок для РЛ (табл. 1).

6. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ МЕТРИКИ И МЕТОДЫ 
КАЛИБРОВКИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

В качестве метрик взяты те, которые не зави-
сят от порога принятия решения и рассматривают
только предсказанные вероятности. Это лога-
рифмическая потеря (Log Loss)

где  – предсказанная вероятность для -го паци-

ента,  – истинная метка класса -го пациента,

– размер выборки.

Еще одним показателем является оценка
Брайера (BS) [2]

, , ,E B C D

( )= − ⋅ ⋅ + − ⋅ −
=1

Log Loss =

1
ˆ ˆlog( ) (1 ) log(1 ) ,

l

i i i i
i

y y y y
l

ŷ i
y i

l

Информативную картину о качестве предска-
занных вероятностей может показать кривая Pre-
cision-Recall [24], и в качестве еще одной метрики
взята площадь под этой кривой (AUC-PR).

Метрики считались после каждого прохода,
после чего брались их относительные изменения
(ОИ):

где  – метрика, посчитанная для откалибро-

ванных вероятностей;  – метрика, посчитан-
ная для исходных вероятностей. Таким образом,
для каждого случая получено по пятьдесят пока-
зателей ОИ.

Калибровка вероятностей осуществлялась
следующими способами: изотонической регрес-
сией [4], моделью Платта [5], гистограммной ка-
либровкой (Histogram Binning) [6], с помощью
метода BBQ (Binning into Quantiles) [7] и нашей
моделью.

Все способы, кроме нашего, реализованы по-
средством библиотек scikit-learn и net:cal [25].

В нашей модели параметры  оценива-

лись с помощью метода максимального правдо-
подобия. Во избежание переобучения заверше-
ние обучения происходило тогда, когда логариф-
мическая потеря, посчитанная для subdata 1,
становилась меньше, чем – посчитанная для
predict.

7. РЕЗУЛЬТАТЫ

Во всех случаях изотоническая регрессия, ги-
стограммная калибровка и метод BBQ привели к
переобучению. Они занижали вероятности, и те

не превышали .

В случае РМЖ модель Платта оставила метри-
ки без изменений. Наш алгоритм улучшил все по-

( )− 2

=1

1
ˆBS = .

l

i i
i

y y
l

− ⋅ОИ = 100%,c o

o

M M
M

cM
oM

, , ,E B C D

0,5

Таблица 1. Описание классификаторов и объем выборок

Форма 

рака
Архитектура классификаторов subdata 1 subdata 2 predict subfinal 1 subfinal 2

РМЖ Нейронные сети на основе предобученной модели 

Inception v3 [23]. Использовались методы расшире-

ния исходного набора данных (Data Augmentation): 

поворот на 180°, сдвиг изображения, смещение по 

ширине и по высоте, отражение по горизонтали и 

по вертикали

120 160 160 40 40

РЛ Нейронные сети с искусственным расширением 

минорного класса

1203 1214 405 270 270

1042 1052 567 270 270
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казатели, что продемонстрировано на рис. 3.
В случае РЛ вне зависимости от объема выборок
модель Платта не повлияла на оценку Брайера и
не внесла значимых изменений: медианы всех
ОИ равны нулю. Остальные показатели представ-
лены в табл. 2.

Наш метод калибровки, как показано на рис. 4,
снова улучшил все показатели.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В этой статье мы представили новый метод ка-
либровки вероятностей бинарных классификато-

ров, основанный на теории нечетких множеств. В
отличие от других алгоритмов калибровки наша
модель эффективна на небольших датасетах и
сильно несбалансированных данных. По мере
увеличения выборки, на которой обучается наш
алгоритм, прослеживается тенденция повыше-
ния эффективности в улучшении логарифмиче-
ской потери (от 1.48 до 48.86%) и оценки Брайера
(от 0.8 до 13.24%). Рост площади под кривой Pre-
cision-Recall менее зависим от объема обучающей
выборки и демонстрирует эффективность (увели-
чение на 6.16%) даже на небольшом наборе дан-
ных.

Несмотря на то что демонстрация работы про-
ведена на примере улучшения ранней диагности-
ки РМЖ и РЛ, наш метод калибровки можно ис-
пользовать для улучшения ранней диагностики
любых прогрессирующих заболеваний.

Сферу применения нашего алгоритма можно
расширить на любую область, где присутствуют
последовательные события без четкой границы

Рис. 3. Диаграмма размаха ОИ после работы нашего метода в случае РМЖ. Среднеквадратичные отклонения ОИ: Log
Loss – 1.59%; BS – ; AUC-PR – .
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Таблица 2. Среднеквадратичные отклонения ОИ в слу-
чае РЛ, посчитанных после работы модели Платта

predict Log Loss AUC-PR

405 0.16% 6.36%

564 0.2% 5.16%

Рис. 4. Диаграмма размаха ОИ, полученная после работы нашего метода в случае РЛ. Среднеквадратичные отклоне-

ния ОИ для 405 снимков: Log Loss – ; BS – ; AUC-PR – ; для 567 снимков: Log Loss – 50.68%; BS –

7.13%; AUC-PR – .
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принадлежности. Например, кредитоспособ-
ность является субъективным параметром и мо-
жет быть описана в терминах теории нечетких
множеств. Вследствие чего нашу модель можно
применять для улучшения оценки риска кратко-
срочных и долгосрочных кредитов.
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PROBABILITY CALIBRATION ON THE EXAMPLE OF IMPROVING EARLY 
CANCER DETECTION: A FUZZY SET THEORY APPROACH

O. A. Filimonovaa, А. G. Ovsyannikova, and N. V. Biryukovaa

aI.M. Sechenov First Moscow State Medical University (Sechenov University),
Moscow, Russian Federation

Presented by Academician of the RAS A.I. Avetisyan

Cancer is the leading cause of death before the age of 70 years. Cancer mortality is reduced by early detection.
To improve the early diagnosis of cancer, we propose a novel probability calibration method based on a fuzzy
set theory. Our model for binary classification was tested on the detection of female breast cancer and lung
cancer. The first case is complicated by a small data set problem, while the second – by highly imbalanced
data. In both cases, our probability calibration method improved Log Loss (the best result is improved on
48.86%), Brier score (the best result is improved on 13.24%), and the area under the PR curve (the best result
is improved on 13.94%). The application area of our algorithm can be extended to any progressive diseases
and events without a clearly defined boundary.

Keywords: probability calibration, fuzzy set theory, binary classification, early diagnosis of diseases
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