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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть заданы непустое выпуклое открытое
множество  из , непустые замкнутые множе-
ства  и , функции

и многозначное отображение  с не-
пустыми значениями.

Предполагается, что при п.в.  произ-
водные  и  существуют для всех

, а функции , ,  и
 измеримы по Лебегу-Борелю ( -измери-

мы) по  для любого  (см. [1, Definition 6.33])
и непрерывны по x при п.в.  и всех .
График многозначного отображения , т.е.
множество graphU(·) = {(t, u) ,
предполагается -измеримым множеством в
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. Относительно функции  предполагается,
что она локально липшицева.

Рассмотрим следующую задачу :

(1)

(2)

(3)

(4)

Здесь  и u(t) = (u1(t), ...,
 – значения фазового вектора и вектора

управления соответственно в момент времени
, а  – расстояние от

точки  до непустого замкнутого множества
.

Измеримую по Лебегу функцию ,
удовлетворяющую при всех  включению (3),
будем называть управлением. Для заданного
управления  соответствующая ему траектория

 определяется, как локально абсолютно не-
прерывное решение дифференциального уравне-
ния (2), определенное в G на некотором конеч-
ном или бесконечном интервале времени ,

 (если такое решение существует). Пару

+
R
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, где  – управление, а  – соответ-
ствующая ему траектория, будем называть процес-
сом, если траектория  определена в G на всем
бесконечном интервале времени . Процесс

 будем называть допустимым в , если
для траектории  выполняются концевые огра-
ничения (4), а функция  локаль-
но интегрируема на .

Оптимальность допустимого процесса ,
 будем понимать в смысле слабо обгоняющей

оптимальности (см. [4]). Именно, допустимый
процесс  будем называть слабо обгоняю-
ще оптимальным (или просто слабо обгоняющим) в
задаче (P), если для любого другого допустимого
процесса  выполняется неравенство

Заметим, что в общем случае слабо обгоняющая
оптимальность допустимого процесса , 
не подразумевает сходимость несобственного ин-
теграла в (1). Однако, даже в случае, когда несоб-
ственный интеграл в (1) сходится для процесса

, , понятие слабо обгоняющей опти-
мальности слабее стандартного понятия сильной
оптимальности [4].

Задачи оптимального управления вида (P)
естественно возникают в экономике при иссле-
довании процессов роста. Впервые задача опти-
мизации экономического роста, как вариацион-
ная задача максимизации интегрального функци-
онала на бесконечном интервале времени (с
бесконечным горизонтом), была рассмотрена в
известной работе Рамсея [2]. Данной тематике
посвящена обширная литература (см. [3–5]).
В настоящее время рассмотрение моделей эконо-
мического роста в виде задач оптимального
управления с бесконечным горизонтом является
стандартным подходом в экономике (см. [6, 7]).

Основная сложность исследования задачи (P)
связана с бесконечным интервалом планирова-
ния, на котором рассматривается процесс управ-
ления системой. Бесконечный интервал плани-
рования вносит в задачу особенность, что является
источником различных патологий в соотношени-
ях принципа максимума Понтрягина для таких
задач (подробнее см. [3, 8]). Асимптотическое
концевое ограничение в (4) вносит в задачу до-
полнительные трудности. Заметим, что данное
ограничение не предполагает, вообще говоря, су-
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ществования предела у траектории  на беско-
нечности. В моделях экономического роста вы-
полнение асимптотических условий такого типа
может рассматриваться как минимальное необхо-
димое условие устойчивого развития (см. [9, 10]).

Для процесса  (не обязательно допу-
стимого) будем использовать следующее ослаб-
ленное условие регулярности (см. [1, 3, 11]).

(A1) Существуют такие непрерывная функция
 и локально интегрируемая функция

, что  для
всех  и для п.в.  выполняется неравен-
ство

Нетрудно видеть (см. [11]), что выполнение
условия  обеспечивает применимость к зада-
че Коши

(5)

стандартных теорем на конечных интервалах вре-
мени о существовании и непрерывной зависимо-
сти решения  от начальных данных 
(см. [12], § 2.5.5, теорема 1]), а также о дифферен-
цируемости решения  по начальному зна-
чению  для всех  (см. [12, § 2.5.6]). В даль-
нейшем для краткости в случае  первый ар-
гумент в записи  будет иногда опускаться и
вместо  будем писать просто .

Следующее условие роста для процесса
 было введено в [13], как обобщение

условия доминирования дисконтирующего мно-
жителя (подробнее см. [3, 14]).

(A2) Существуют такие число  и суммиру-
емая функция , что для любого ,

, решение  задачи Коши (5) c на-
чальным условием  существует в  на ин-
тервале  и

Здесь  – отрезок с вершинами  и

 из .

Для процесса  введем усиленный ва-
риант условия .

( ) Существуют такие число  и суммиру-

емая функция , что для любого :
 решение  задачи Коши (5) c на-

чальным условием  существует в  на ин-
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тервале  и, кроме того, для любых ,
, i = 1, 2, выполняется неравенство

Здесь  – отрезок с вершинами
 и .

Для заданных управлений  и , и момен-
та времени  определим соответствующее со-
ставное управление  равенством

(6)

Наконец, для допустимого процесса ,
 введем условие, характеризующее его устой-

чивость относительно малых возмущений траек-
тории  вблизи множества .

(A3) Существует такое , что если для до-
пустимого процесса  в момент времени

 выполняется условие , то су-
ществует такое , что если  – ре-
шение дифференциального уравнения (2), соответ-
ствующее некоторому управлению  на интерва-
ле  в  с начальным состоянием , и
удовлетворяющее условиям 

и , то пара ,

где  составное управление, соответствующее

,  и  (см (6)), а  – соответствующая
ему траектория, является допустимым процессом
в .

Заметим, что в случае задачи  без асимпто-
тического концевого ограничения в (4) (т.е. в слу-
чае, когда ) выполнение для допустимо-
го процесса  условия  автоматиче-
ски влечет и выполнение условия .

2. ФУНКЦИЯ УСЛОВНОЙ СТОИМОСТИ

Пусть  – процесс, для которого вы-
полняется условие . Тогда любое решение

 задачи Коши (5) с начальным условием  =
= ζ, лежащим в -окрестности точки , т.е. та-
ким, что , определено в  на всем
интервале  и, следовательно, пара

 является процессом. В дальнейшем
будем считать, что процесс  фиксиро-
ван, и для любого процесса с начальным состоя-

∞[0, ) ζi
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нием  из -окрестности точки  выполняется
условие  (для каждого процесса со своими
функциями  и ). В этом случае в силу усло-
вия  траектория  определена однозначно
(см. [15, Глава 1, теорема 2]).

Определим множество  равен-
ством

(7)

В силу условия  следующий результат не-
сложно вытекает из стандартной теоремы о суще-
ствовании и непрерывной зависимости решения
задачи Коши от начальных данных.

Лемма 1. Множество , определенное равен-
ством (7), открыто в .

Пусть  и . Определим функ-
цию мгновенной межвременной полезности 
на множестве

(8)

равенством

Содержательно, величина  есть мгно-
венная полезность, получаемая в момент  в зави-
симости от состояния системы  в предыду-
щий момент времени , при условии, что на ин-
тервале времени  траектория системы 
определяется заданным управлением  (см. (5)).

Предположим теперь, что несобственный ин-
теграл в (1) сходится на процессе . В
этом случае в силу условий  и  для любых
значений  интеграл

(9)

также сходится. Величина  имеет экономи-
ческий смысл условной стоимости фазового век-
тора  в момент времени , т.е. это агреги-
рованная межвременная полезность, получаемая
при движении системы из состояния  в момент 
на интервале  при условии, что используется
заданное управление . Функцию , опре-
деленную на множестве  равенством (9) будем
называть функцией условной стоимости. Заметим,
что функция условной стоимости была введена в
работе автора [16] в связи с вопросом об экономи-
ческой интерпретации сопряженной переменной
в соотношениях принципа максимума Понтряги-
на для задач оптимального управления с беско-
нечным горизонтом. Использование функции
условной стоимости позволяет придать экономи-
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ческий смысл сопряженной переменной без ка-
ких-либо предположений о дифференцируемо-
сти функции оптимального значения (см. [16]).
В настоящей работе функция условной стоимости
используется для получения полного варианта
принципа максимума Понтрягина для задачи .

Для фиксированного  и процесса (x(τ,
 (см. (5)) через  будем обозначать

фундаментальное матричное решение линейной
системы

(10)

удовлетворяющее начальному условию  = I,
где I – единичная матрица размера n × n. Заме-
тим, что функция  определена на всем ин-
тервале . Если , то 
(см. (5)). В этом случае для краткости функцию

 будем обозначать через .
Следующий результат вытекает из [11,

Lemma 3.2].
Лемма 2. Пусть  – процесс, для кото-

рого выполняется условие  и для любого процес-
са с начальным состоянием  из -окрестности
точка  выполняется условие . Тогда для
любой точки  имеем

Следующий результат дает достаточные усло-
вия непрерывной дифференцируемости функции

 на множестве  (см. (8)).
Лемма 3. Пусть  – процесс, для кото-

рого выполняется условие  и несобственный ин-
теграл в (1) сходится. Пусть, кроме того, для лю-
бого процесса с начальным состоянием  из -
окрестности точки  выполняется условие

. Тогда для любого  функция 
непрерывно дифференцируема на множестве  и

(11)

Доказательство. Фиксируем произвольное
. В силу [16, теорема 2, и теорема 3], произ-

водная (Фреше)  существует для любого
 и определяется формулой (11). В силу тео-

ремы о существовании и непрерывной зависимо-
сти решения задачи Коши от начальных данных
матричная функция  непрерывна на

. Аналогично, функции  и

( )P
τ ≥ 0

ξ ⋅ ⋅; ), ( ))*u τ ξ ⋅( , ; )Z

− τ ξ( ) = [ ( , ( , ; ), ( ))]* ( ),*xz t f t x t u t z t

τ ξ( , ;0)Z

τ ξ ⋅( ; , )Z
∞[0, ) ξ τ= ( )*x τ ξ ⋅ ⋅( , ; ) = ( )*x x

τ τ ⋅( , ( ); )* *Z x ⋅( )*Z

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u
( 2')A

ζ β
(0)*x ( 1)A

τ ξ ∈ Ω( , )

[ ]
при п.в.

−τ ξ τ ξ ≤ λ
≥

1 0|| ( , ; ) ( , ( , ; ), ( ))|| ( )*
0.

xZ t f t x t u t n t
t

ξ τ ξ ( , )W τG
⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u

( 2')A

ζ β
(0)*x

( 1)A τ ≥ 0 ξ τ ξ ( , )W
τG

∞

ξ ξ
τ

∞
−

τ

τ ξ π τ ξ

= τ ξ τ τ ξ τ ξ



 1 0

( , ) = ( , , ) =

( , ; ) [ ( , ; )] ( , ( , ; ), ( )) .*x

W s ds

Z Z s f t x s u s ds

τ ≥ 0
ξ τ ξ( , )W

τξ ∈ G

ξ τ ξ τ ( , ; )Z

τG −ξ τ ξ 1[ ( , ; )]Z s

,  непрерывны на  для
любого . Следовательно, для завершения до-
казательства достаточно показать, что последний
несобственный интеграл в (11) сходится равно-
мерно по  (см. [17, §54.3, теорема 5]). В силу
леммы 2 этот факт следует из того обстоятельства,
что функция  не зависит от . 

Заметим, что в случае  равенство (11)
принимает вид

(12)

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пусть  – слабо обгоняющий про-
цесс в задаче (P), для которого несобственный
интеграл в (1) сходится и выполняется условие

. Предположим также, что для любого про-
цесса  с начальным состоянием

 из -окрестности точки  выполня-
ется условие . Предположим также, что вы-
полняется условие .

Пусть  – такая возрастающая последова-
тельность положительных чисел, что 
и  = 0. В силу допустимости про-

цесса  такая последовательность  су-
ществует (см. (4)). Переходя при необходимости к
подпоследовательности будем считать, что что
для любого k = 1, 2, … выполняется условие

, где число  определено в
условии . Пусть  > 0 – число, опре-
деленное в . Уменьшая при необходимости
число  > 0, будем считать, что для каж-
дого k = 1, 2, … замкнутая -окрест-
ность точки  содержится в множестве 
(см. (8)), и для любого решения  задачи
Коши (5) с начальным условием ,

, имеем  <β.

Для k = 1, 2, … положим

В силу леммы 3 функция  не-
прерывно дифференцируема на множестве

.

τ ξ 0( , ( , ; )xs f t x s ( ))*u s τG
τ>s

τξ ∈ G

λ ⋅( ) ξ

ξ τ= ( )*x

∞
−

τ

τ τ

= τ τ ≥ 1 0

( , ( )) =*

( ) [ ( )] ( , ( ), ( )) , 0.* * * *

x

x

W x

Z Z s f s x s u s ds

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u

( 2')A
ζ ⋅ ⋅( ( ; ), ( ))*x u

ζ(0) =x β (0)*x
( 1)A

( 3)A

∞
=1{ }k kT

→∞ = ∞limk kT
→∞ ∞ρlim ( ( ), )*k kx T M

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u ∞
=1{ }k kT

∞ρ ≤ ε( ( ), ) /* kx T M k ε > 0
( 3)A δ( , ( ))*k kT x T

( 3)A
δ( , ( ))*k kT x T

δ( , ( ))*k kT x T
( )* kx T

kTG
ξ ⋅( , ; )kx T

ξ( ) =kx T
ξ − ≤ δ|| ( )|| ( , ( ))* *k k kx T T x T ξ − 0|| ( , ;0) ||kx T x

∞ ∞∈ ρ ≤ ρ
− ≤ δ

R= { : ( , ) ( ( ), ),*
|| ( )|| ( , ( ))}.* *

n
k k

k k k

M x x M x T M
x x T T x T

⋅ ⋅( ) := (, )k kW W T

⊃T kk
G M
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Для k = 1, 2, … рассмотрим следующую задачу
, соответствующую процессу , с

фиксированным конечным временем :

(13)

(14)

(15)

(16)

Здесь , , векторная функция
, скалярные функции , , много-

значное отображение  и множество  – те же
самые, что и в исходной задаче .

Множество всех измеримых по Лебегу функ-
ций , удовлетворяющих для любо-
го  включению (16), будем рассматривать
в качестве управлений в задаче . Соответству-
ющее управлению  абсолютно непрерывное
решение  дифференциального уравнения (14)
будем называть допустимой траекторией, если
решение  определено в G на интервале ,
удовлетворяет концевым условиям (15) и инте-
грал в (13) сходится. В этом случае пару 
будем называть допустимой в задаче . Допу-
стимая пара  является оптимальной в
задаче , если функционал (13) достигает на
ней своего максимального значения на множе-
стве всех допустимых в  пар. Нетрудно видеть,
что для любого k = 1, 2, … сужение процесса

 на интервал  является допусти-
мой парой в задаче .

Лемма 4. Для любого k = 1, 2, … сужение процесса
 на интервал  является оптималь-

ной допустимой парой в задаче .
Определим функцию Гамильтона–Понтряги-

на  и гамильтони-
ан  задачи  стан-
дартным образом

Далее через  будем обозначать предель-
ный субдифференциал локально липшицевой
функции  в точке  (см. [1], Defini-

tion 11.10), а через  – предельный нормаль-

( )kP ⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u

kT

⋅ ⋅ ϕ + +

+ → 0

0

( ( ), ( )) = ( (0)) ( ( ))

( , ( ), ( )) max,
k

k k k
T

J x u x W x T

f t x t u t dt

( ) = ( , ( ), ( )),x t f t x t u t

∈ ∈0(0) , ( ) ,k kx M x T M

∈( ) ( ).u t U t

∈ R
nx ∈ R

mu
⋅ ⋅ ⋅(, , )f ⋅ ⋅ ⋅0(, , )f ϕ ⋅( )

⋅( )U G
( )P

→ R: [0, ] m
ku T

∈ [0, ]kt T
( )kP

⋅( )u
⋅( )x

⋅( )x [0, ]kT

⋅ ⋅( ( ), ( ))x u
( )kP

⋅ ⋅( ( ), ( ))k kx u
( )kP

( )kP

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u [0, ]kT
( )kP

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u [0, ]kT
( )kP

∞ × × × × →R R R* 1 1: [0, ) nG U
∞ × × × →R R R

1 1: [0, ) nH G ( )P

ψ ψ ψ  + ψ* 0 0 0( , , , , ) = , ( , , ) ( , , ),t x u f t x u f t x u

∈
ψ ψ ψ ψ*0 0

( )
sup( , , , ) = ( , , , , ).

u U t
H t x t x u

∂ϕ( )x

ϕ → R
1:G ∈x G
 ( )AN a

ный конус к замкнутому множеству  в точ-
ке  (см. [1]).

Следующий результат дает необходимые усло-
вия оптимальности для задачи . Предваритель-
ные результаты в этом направлении получены в
работах автора [18, 19]. Другие варианты принци-
па максимума для задач с асимптотическими кон-
цевыми ограничениями при дополнительном
априорном предположении о существовании
предела у оптимальной траектории на бесконеч-
ности см. в [20, 21].

Теорема 1. Пусть  – слабо обгоняю-
щий процесс в задаче , для которого несобствен-
ный интеграл в (1) сходится и выполняются условия

 и . Предположим также, что для любого
: , для процесса 

выполняется условие . Тогда существуют та-
кие не обращающиеся одновременно в нуль число

 и вектор , что выполняются следую-
щие условия:

(i) Функция , определенная ра-
венством

(17)

локально абсолютно непрерывна и удовлетворяет
основным соотношениям принципа максиму-
ма, т.е.  является решением сопряженной
системы

(18)

и выполняется условие максимума

(19)

(ii) Выполняются включения

Здесь

а множество

⊂ R
nA

∈a A

( )P

⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u
( )P

( 2')A ( 3)A
ζ ∈ 0M ζ − β|| (0)|| <*x ζ ⋅ ⋅*( ( ; ), ( ))x u

( 1)A

ψ ≥0 0 ξ ∈ R
n

ψ ∞ → R: [0, ) n

∞
−

ψ − ξ +

+ ψ ≥0 1 0

( ) = ( )*

( ) [ ( )] ( , ( ), ( )) , 0,* * * *x
t

t Z t

Z t Z s f s x s u s ds t

ψ ⋅( )

ψ − ψ ψ * 0( ) = ( , ( ), ( ), , ( )),* *xt t x t u t t

ψ ψ ψ ψ*
п.в.

0 0( , ( ), ( ), , ( )) = ( , ( ), , ( )).* * *t x t u t t H t x t t

 

[ ]{ }∞

−
→∞ ρ →

ψ ∈ −ψ ∂ϕ +

ξ ∈
0

0

1
: ( ( ), ) 0*

(0) ( (0)) ( (0)),* *
Ls ( ) ( ) .* *

M

t x t M

x N x

Z t N t



∞ ∞

λζ λ ≥ ζ ∈ ∂ρ
+ ρ

( ) = { : 0, ( ( ),* *
( ( ), ))},*

N t x t
M x t M

[ ]{ }
{

[ ] }

∞

−
→∞ ρ →

∞
∞→∞ →∞

−∞

→∞

= ζ ∈ ∃ = ∞ ρ =

∃ ζ ζ ∈ ζ ζ

1
: ( ( ), ) 0*

=1

1
=1

Ls ( ) ( ) =* *

: { } , , ( ( ), ) 0,lim lim *

{ } , ( ) : = ( )lim* *

t x t M

n
k k k kk k

k k k k k kk

Z t N t

t t x t M
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АСЕЕВ

– верхний топологический предел многозначно-

го отображения  при ,
удовлетворяющих условию .

Доказательство теоремы 1 основано на лемме 4,
применении к задачам , k = 1, 2, …, расширен-
ного варианта принципа максимума Понтрягина
для задач на конечных интервалах времени [1,
Theorem 22.26] и непрерывной дифференцируе-
мости функции условной стоимости (лемма 3).
Аналогичный вариант принципа максимума в
нормальной форме ( ) для задачи (P) с фик-
сированным начальным состоянием и без асимп-
тотических концевых ограничений был получен в
[11] при помощи метода игольчатых вариаций в
более общем случае, когда несобственный интеграл
в функционале (1) не обязательно сходится и при
более слабом условии  (подробнее см. [3, 11]).

В заключение приведем вытекающий из теоре-
мы 1 вариант принципа максимума для задачи (P)
в случае отсутствия асимптотических концевых
ограничений. Особенность данного варианта
принципа максимума состоит в том, что он фор-
мулируется полностью в терминах функции
условной стоимости.

Теорема 2. Предположим, что в задаче 
асимптотическое концевое ограничение в (4) от-
сутствует (т.е. ). Пусть  –
слабо обгоняюще оптимальный процесс в задаче ,
для которого несобственный интеграл в (1) сходит-
ся и выполняется условие . Предположим так-
же, что для любого : , для про-
цесса  выполняется условие . Тогда
для любого  функция  непрерывно диффе-
ренцируема на множестве  и вы-
полняются следующие условия:

(i) Функция , определенная ра-
венством

(20)

локально абсолютно непрерывна и удовлетворяет
основным соотношениям принципа максимума в
нормальной форме (18) и (19) (при ).

(ii) Выполняется условие трансверсальности

(iii) Частная производная  существу-
ет при п.в.  и

(21)

[ ]− 1( ) ( )* *t Z t N t → ∞t

∞ρ →( ( ), ) 0*x t M

( )kP

ψ0 = 1

( 2)A

( )P

∞ R= nM ⋅ ⋅( ( ), ( ))* *x u
( )P

( 2 ')A
ζ ∈ 0M ζ − β|| (0)|| <*x

ζ ⋅ ⋅( ( ; ), ( ))*x u ( 1)A
≥ 0t ⋅( , )W t

∈ ∈ Ω{ :( , ) }x G t x

ψ ∞ →: [0, ) n
R

ψ ≥( ) = ( , ( )), 0,*xt W t x t t

ψ0 = 1

ψ ∈ −∂ϕ +
0

ˆ(0) ( (0)) ( (0)),* *Mx N x

( , ( ))*tW t x t
≥ 0t

{

}
∈

+   +

+

( )

п.в.
0

( , ( )) ( , ( )), ( , ( ), )sup* * *

( , ( ), ) = 0.*

t x
u U t

W t x t W t x t f t x t u

f t x t u

Доказательство. Действительно, в силу леммы
(3) функция  непрерывно дифференцируе-
ма на множестве . В силу  в

случае  условие  выполняется авто-
матически. Для любого  имеем 

и, следовательно,  =
= 0. Таким образом, в этом случае утверждение
теоремы 1 выполняется с  и без ограничения
общности можно считать, что . При этом
равенство (20) вытекает из поточечного представ-
ления (17) и равенства (12). Таким образом, вы-
полнение условий (i) и (ii) является непосред-
ственным следствием утверждения теоремы 1.
Далее, в силу (9) частная производная 
существует при п.в. , а равенство (21) вытека-
ет из условия  и того факта, что для функции

, определенной равенством (20), выполняется
условие максимума (19) в нормальной форме. Та-
ким образом, условие (iii) также выполняется.

Заметим, что аналогичный вариант принципа
максимума для задачи (P) с фиксированным на-
чальным состоянием и без каких-либо асимптоти-
ческих ограничений был получен автором в [16].
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CONDITIONAL COST FUNCTION AND NECESSARY OPTIMALITY 
CONDITIONS FOR INFINITE HORIZON OPTIMAL CONTROL PROBLEMS

Сorresponding member of the RAS S. M. Aseeva,b

aSteklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
bLomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation

Infinite horizon optimal control problem with general endpoint constraints is reduced to a family of standard
problems on finite time intervals containing the value of the conditional cost of the phase vector as a terminal
term. New version of the Pontryagin maximum principle containing an explicit characterization of the ad-
joint variable is obtained for the problem with a general asymptotic endpoint constraint. In the case of the
problem with free final state this approach leads to a normal form version of the maximum principle formu-
lated completely in the terms of the conditional cost function.

Keywords: optimal control, infinite horizon, asymptotic endpoint constraint, conditional value function,
Pontryagin’s maximum principle
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